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PRÓLOGO

Los sistemas de medida, como son el Diédrico y el de Planos Acotados, aún siendo
los empleados con mayor frecuencia en Dibujo Técnico Industrial y Dibujo Topográfico
respectivamente; presentan como principial inconveniente el de ser poco descriptivos.

Este inconveniente no se produce en los llamados sistemas representativos,
Axónométrico, Caballera (Axonométrico Oblicuo) y Cónico, siendo la ventaja fundamental de
las representaciones realizados con ellos.

En el presente tratado se han incluido estos tres sistemas de perspectiva, realizando
en todos ellos el estudio de los fundamentos y métodos resolutivos y las aplicaciones
prácticas correspondientes. Se hace incidencia especial en el Dibujo Industrial como
aplicación de los sistemas axonométricos y en todos ellos se ha procurado facilitar los
métodos mas intuitivos de resolución.

Se ha incidido con mayor profusión en la parte gráfica que en la escrita, por estar
enfocado este trabajo fundamentalmente al seguimiento de las clases por parte de los
alumnos, en las que debe realizarse la explicación exhaustiva que corresponda.

Se han de poseer, para abordar con mayor probabilldad de éxito su aprendizaje, los
suficientes conocimientos de Geometría Métrica del plano y del espacio, y que sirvieron para
el estudio del Sistema Diédrico. Por ser todos los Sistemas de Representación compatibles y
complementarios se han incluido los métodos para pasar datos y soluciones de unos a otros,
estableciendo las correspondencias necesarias.

Espero que este trabajo sirva de ayuda a los interesados en estos conocimientos,
para comprenderlos y asimilarlos, siendo por otra parte fundamental para la formación
técnica y de gran aplicación práctica en la actividad profesional de los técnicos.

        Ricardo Bartolomé Ramírez
Profesor del Departamento de

Ingeniería Mecánica.
Universidad de La Rioja
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2. FUNDAMENTOS

Tomemos un punto cualquiera (P) del espacio y proyectémosle sobre cada una de las caras
del triedro (X)(0)(Y), (X)(0)(Z) y (Z)(0)(Y); obteniendo así las proyecciones previas (P')(P'')(P''').

Si tomamos un plano, que puede ser cualquiera, con tal de que no contenga a un eje, o que
no sea coincidente con una de las caras del triedro; y lo consideramos como plano del dibujo (π), y
sobre él proyectamos ortogonalmente obtendremos las proyecciones definitivas axonométricas
ortogonales X, Y, Z de los ejes y P, P', P'', P''' del punto (fig.1).

Los ejes ya en proyección, forman unos ángulos entre sí que hemos designado por ε, ω, δ
correspondientes a XOY, XOZ y ZOY respectivamente, y cuya suma de valores será de 360 grados.

El punto P es la proyección directa ortogonal del punto del espacio sobre el cuadro (π) y
constituye realmente la perspectiva axonométrica, es decir, cuando representamos un cuerpo o
elemento en este sistema, lo que dibujamos es su proyección directa o perspectiva.

Cuando la proyección se realiza oblicuamente sobre el cuadro, el sistema se llama
Axonométrico clinogonal, y su estudio, basado en el teorema de Polkhe, no tiene más interés que el
puramente teórico, no empleándose en la práctica del dibujo industrial.

El punto P está en proyección directa a las distancias x, y, z de los planos ZOY, XOZ, XOY
respectivamente, siendo éstas sus coordenadas cartesianas ortogonales. De la figura (2) deducimos
que dadas dos proyecciones de las cuatro que tiene el punto, se pueden hallar las otras dos, o lo que
es lo mismo, un punto queda definido por dos de sus proyecciones.
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Una de las aplicaciones más directas de la perspectiva isométrica es para el trazado de
croquis y de esquemas, en la representación de detalles mecánicos o estructurales, en ilustraciones
técnicas, dibujos para patentes, esquemas de distribución, tuberías, etc... Muy prácticos son también
los despieces de un conjunto, pues permiten ver las piezas por separado en posición relativa de
montaje. Cuando la pieza presenta detalles interiores, se secciona por planos paralelos a los del
triedro, produciendo las denominadas, secciones isométricas, rayándolas a 45 grados con respecto
al eje de la figura. Las representaciones isométricas sustituyen a las diédricas en algunos países,
EEUU por ejemplo, dan una mejor sensación del objeto, y la toma de medidas puede realizarse
directamente, si no se han empleado reducciones; en caso contrario se emplearán las escalas
correspondientes.
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*. - Abatimiento de una recta, de un plano y de una figura.
Problema inverso.

Abatiremos en primer lugar el plano que contiene a la figura. La traza αo es la charnela del
abatimiento. Tomamos por ejemplo el punto 1(1'), donde α1 corta al eje X y abatimos este punto
según el procedimiento empleado en el apartado anterior. La traza α1 del plano abatida es (α1)o, ya
que αo es eje de afinidad entre las rectas del plano y sus respectivos abatimientos.

La dirección de afinidad es perpendicular a αo. Trazando por el punto N de α1 la perpendicular
a αo, se obtiene No en (α1)o y como N pertenece también a α3, por le punto No pasa (α3)o; esta traza
queda definida por el punto No y por ser afín de α3, por el punto en que ésta corta al eje de afinidad
αo.

El punto M abatido es Mo y la traza (α2)o une los puntos Io y Mo. La verdadera magnitud del
triángulo de trazas NM1 es el triángulo NoMo1o.

Abatidas ya las tres trazas del plano y supuesta situada una figura cualquiera A-B-C-D (A'-B'-
C'-D') en él, se puede obtener su verdadera forma AoBoCoDo aplicando la afinidad existente entre la
proyección directa de ABCD y el abatimiento AoBoCoDo. De la afinidad se conoce el eje αo, la
dirección y un par de puntos afines 1(1o) o bien M(Mo) entre otros. En la (fig.39) se resuelve esta
afinidad con los elementos indicados. De la misma forma se resuelve el problema inverso del
abatimiento o elevación de una figura plana. A partir de la figura abatida podremos obtener la
proyección directa de dicha figura y de esta forma obtener su proyección horizontal, quedando así
completamente definida.
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Todas las formas adoptadas en el Dibujo de Taller, referentes a planos de piezas, órganos de
máquinas o máquinas completas, se aplican en el trazado de perspectivas axonométricas y, por lo
tanto, en toda perspectiva de este tipo, que tenga por fin sustituir al plano en diédrico de una pieza,
no puede faltar ningún dato, por lo que si es necesario deberá  ir acompañado de leyendas que
definan completamente la pieza representada.

Como norma general, habrá que colocar todas las cotas precisas, dando preferencia a las de
construcción y montaje. Los criterios a seguir son idénticos a los dados para representaciones
diédricas y la forma de efectuarlas queda reflejada en las figuras adjuntas.

Cuando la pieza presenta detalles interiores cuya representación con línea de trazos no es
suficiente, hay que suponer la pieza seccionada por planos paralelos a los de proyección, rayando la
parte maciza seccionada a 45 grados con relación al eje de la figura y con un interlineado
proporcional al tamaño de la zona a rayar.

Son de gran interés los croquis a mano alzada de detalles constructivos, como los realizados
sobre montajes de vigas armadas, ensambIajes industriales, utillajes, etc., así como detalles de
decoración, sustituyendo con indudable ventaja a las representaciones diédricas, por su fácil
comprensión y rapidez de ejecución, tanto en dibujo de gabinete o a pie de obra.

DIBUJO ISÓMETRICO PARA LA DEFINICIÓN DE NUDOS
EN CONSTRUCCIONES METÁLICAS
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Los esquemas de instalaciones, montajes de tuberías, etc., resultan muy útiles para el
operario y en ellos pueden verse toda clase de detalles, como por ejemplo, número de elementos
que componen la instalación, longitudes de tubos, etc. Si a estos esquemas se agregan otros datos
como diámetros, tipo y paso de las válvulas, nomenclatura de los elementos que componen el
conjunto, y todos los datos necesarios, tendremos un plano de la máxima utilidad.

Estos esquemas suelen hacerse con colores normalizados (NORMA UNE 1063), siendo el
número de colores empleados proporcional a la complejidad del esquema.

DIBUJO ISOMÉTRICO PARA LA INSTALACIÓN DE
TUBERÍAS Y ACCESORIOS
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DIBUJO ISOMÉTRICO ILUSTRATIVO DE MONTAJE
EN DESPIEZO ORDENADO
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PROBLEMAS  RESUELTOS
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1. Dado el punto P hacer pasar un plano por él, de manera que, resulte ser perpendicular a
dos planos oblicuos ε y ω conocidos.

Se determina la intersección de los planos ε y ω  obteniendo la recta r(r'). El problema queda
reducido a trazar un plano que pase por el punto P dado y sea perpendicular a r. La traza natural αo

del plano solución pasará por P y será perpendicular a r. Por tratarse de un sistema isométrico, el
resto de las trazas de α se pueden obtener así: Haremos pasar la horizontal h1 por el punto, y por su
traza (H1)2 una perpendicular al eje Y, obteniendo la traza π2 del plano del cuadro, determinando al
cortarse con αo, el punto 2 de la traza α2. Otro punto de la traza, el H2, se obtiene como traza con el
plano XOZ de una horizontal h que pase por P y que tiene su proyección h'd perpendicular a r'd,
(resuelto en diédrico).

Queda así definida la traza α2 que corta a los ejes Z y X en los puntos C y A respectivamente
La traza horizontal α1, unirá el punto A y el 1, siendo este punto de encuentro de αo con π1. La

traza α3 unirá los puntos C y B.
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2. Hallar la distancia entre dos planos paralelos entre sí, y oblicuos con respecto a los planos
de proyección.

Por tratarse de un sistema isométrico de ejes, podemos resolver el problema pasando los
datos al sistema diédrico, utilizando el eje X como línea de tierra. Para ello por un punto cualquiera C
del eje X trazamos las rectas r y s, paralelas respectivas a los ejes Z e Y, y una perpendicular al eje
X, recta p.

Las trazas α2 y β2, de los planos, cortan a r en los puntos A y B, que en diédrico serán A" y B".
α2 y β2 cortan al eje X en los puntos 1 y 2, uniendo 1 con A" y 2 con B" se obtienen las trazas
diédricas de los planos α'2 y β'2. Con las proyecciones horizontales se opera de iguaI forma
obteniendo α'1 y β'1. Se realiza un cambio de plano, dejando los dos planos proyectantes; para ello se
traza la nueva línea de tierra perpendicular a α'1 y β'1, las nuevas trazas verticales de los planos
serán α"2 y β"2. La distancia entre ellas, d, será la distancia entre los planos.
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3. Dado un plano oblicuo. Obtener las proyecciones de un dodecaedro que tiene una cara
apoyada en él.

En la figura superior se dibuja la sección principal del dodecaedro, en ella se encuentran los
datos necesarios para poder representar el poliedro.

Abatimos el plano oblicuo y en dicho abatimiento dibujamos la proyección del dodecaedro
sobre el plano. Desabatimos ésta proyección utilizando una afinidad cuyos elementos son: eje αo;
dirección de afinidad perpendicular a la traza αo; par de puntos afines H y Ho. Cuando desabatimos
obtenemos directamente los puntos de la cara apoyada en el plano, puntos: 1, 3, 5, 7 y 9. Por el resto
de los puntos se trazan perpendiculares al plano α sobre las que llevamos las alturas corres-
pondientes, convenientemente reducidas. Obtendremos así el resto de los puntos vértices del
poliedro; puntos que uniremos ordenadamente, para así obtener su proyección directa.
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4. Dibujar un octaedro que tiene una cara apoyada en un plano proyectante que es perpen-
dicular al XOY.

Se abate el plano proyectante, mediante el abatimiento (α1)o de su traza α1, resultando (α3)o

perpendicular. En la zona abatida se dibuja la proyección del poliedro sobre el plano 1o2o3o4o5o6o, los
tres primeros correspondientes a la cara apoyada y los otros tres situados a la distancia -h- del plano.
Estos puntos se refieren a la traza (α1)o y de aquí por afinidad, a α1, obteniendo las posiciones sobre
el plano al elevarlos desde la traza a la altura correspondiente L equivalente a la que existe entre el
punto abatido y la traza abatida del plano. Así se obtienen los puntos 1, 2 y 3 que ya son del octaedro
y los 41, 51 y 61 que corresponden a las proyecciones sobre el plano α, de los puntos 4, 5 y 6.

Determinamos la recta r perpendicular al plano, obteniendo primeramente su proyección r'
perpendicular a la traza del plano α1, operación que resolvemos en el abatimiento, según r'o
perpendicular a (α1)o.

La recta r al ser horizontal es paralela a su proyección r', por lo que una vez obtenida,
trazaremos paralelas a ella por los puntos 41, 51 y 61. Sobre las perpendiculares al plano trazadas,
llevamos la distancia hr, distancia a la que se encuentran del plano α, los puntos 4, 5 y 6. Los seis
vértices obtenidos unidos ordenadamente definen la proyección directa del  octaedro.
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6. Conociendo la arista de un cubo. Se pide representar el icosaedro inscrito en él.

En la figura superior de la página siguiente se determina, partiendo de la arista del cubo, la
arista que tendrá el icosaedro inscrito en él, teniendo en cuenta que dicha arista es el segmento
áureo de la arista del cubo. En cada una de las caras del cubo se encuentra una arista del icosaedro,
por lo tanto dos vértices de éste. Se traza el cubo de forma que tres de sus aristas coincidan con los
ejes del sistema. En la cara. BCDE del cubo y centrada sobre su eje vertical, se sitúa la arista del
icosaedro.

Esta operación se repite en cada cara, y teniendo en cuenta la geometría del poliedro, iremos
situando sus aristas, centradas sobre los ejes de las caras del cubo que en cada caso corresponda.

Tendremos en cuenta las aristas ocultas del poliedro para una correcta interpretación pers-
pectiva.

En la parte  inferior, se determina gráficamente la reducción de dimensiones que al sistema
corresponde.
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6. Determinar una pirámide pentagonal regular que tiene una cara lateral apoyada en el plano
XOY. Hallar las sombras producidas por un foco puntual conocido F.

Utilizando el eje X como LT de un sistema diédrico, obtendremos la proyección de la pirámide,
con una cara apoyada sobre el plano horizontal posterior tal y como se describe en los problemas (8-
7) y (8-14)*. Una vez obtenida esta proyección determinamos la correspondiente horizontal
axonométrica; definida por los puntos 1', 2', 3', 4', 6' y V'. Los puntos 1, 2 y V, se encuentran sobre el
plano XOY; los puntos 3 y 5 a la distancia h de sus proyecciones, y el punto 4 a la distancia h1 del 4'.

Para hallar la sombra arrojada, uniremos el foco F con los vértices no situados sobre  XOY,
obteniendo las rectas F3 ,F4 y F5; se determinan ahora los puntos de incidencia de estas rectas
sobre los planos de proyección. Los puntos de sombra unidos convenientemente nos determinarán la
sombra, sobre los planos XOY y XOZ.

La sombra propia, vista en la perspectiva, se corresponde integramente con la base de la
superficie.

* del libro  "Problemas resueltos de Geometría Descriptiva" tomo II, del mismo autor.
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7. Determinar la representación isométrica de una esfera de radio conocido.

Se hallan primero las tres proyecciones de la esfera sobre los planos del sistema, para ello
dibujamos en el abatimiento de cada uno de dichos planos un cuadrado de lado el diámetro de la
esfera, y en él inscribimos una circunferencia que se corresponde con la proyección de la esfera.
Desabatiendo estas circunferencias obtendremos tres elipses, que en el caso de la figura son iguales
por tratarse de un sistema isométrico.

Estas elipses, trasladadas al centro O de la esfera, son las proyecciones directas de tres
círculos máximos de la esfera, paralelos a los planos de proyección. La envolvente de ellas, será la
proyección directa de dicha esfera. Si las tres elipses son iguales, la envolvente es una
circunferencia. Podremos decir por lo tanto que la perspectiva isométrica de una esfera es una
circunferencia de diámetro coincidente con la de aquella.





PERSPECTIVA: FUNDAMENTOS Y APLICACIONES

88

8. Obtener las proyecciones de una pirámide oblicua, cuya base que es un hexágono regular,
descansa en el plano horizontal. Determinar la sección que le produce un plano oblicuo conocido.

Resolución del problema por homología.

Se obtiene la proyección de la pirámide por el método ya conocido y empleado en problemas
anteriores. Una vez obtenida la pirámide, definiremos los elementos de la homología que permite
transformar la figura B en la S: el eje se obtiene hallando la intersección del plano secante con el
plano XOY que contiene a la base, dicha intersección se corresponde con la traza horizontal α1. Para
determinar la recta límite, se traza un plano auxiliar β que será paralelo a α y pasará  por el vértice V
de la pirámide, la traza β1 será  la recta límite. El centro de homología es el vértice V de la superficie.
Una vez definidos los elementos, obtendremos una pareja de puntos homólogos uniendo, por
ejemplo, los puntos 3 y 4 mediante una recta que corta a la recta límite en L y al eje M. Unimos L con
el centro de homología, desde M, paralela a LV, paralela que corta a las aristas V4 y V3 en los
puntos de intersección con el plano α. De igual forma podemos obtener el resto de los vértices de la
sección que sobre la pirámide produce el plano.
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9. Un cono de revolución tiene su base en un plano oblicuo conocido; provocar en él una
sección que sea una parábola, de manera que la sección sea la máxima posible, determinar también
la verdadera magnitud de la sección.

Abatiremos el plano sobre el que está la base del cono, por elevación de la misma obtenemos
sus proyecciones directa y horizontal de centros O y O'; las proyecciones son elipses a las que
trazaremos tangentes desde V y V' respectivamente, para determinar las generatrices aparentes de
las proyecciones del cono. EL punto (V) está  sobre una perpendicular a (α) por el punto (O) a una
distancia correspondiente a la altura del cono.

Ya que la sección ha de ser parabólica máxima, el plano secante β ha de pasar por uno de los
diámetros de la base (P2P3), además de ser paralelo a una de las generatrices del cono, la VH.

Haciendo pasar por O una paralela a VH, en su intersección con el cono da el punto P1,
vértice de la parábola; para hallar más puntos de ella se obtiene la intersección de distintas
generatrices con β. Para determinar la verdadera magnitud de la sección, sin abatir β, se procede
según la parte izquierda de la figura: conocemos el eje de la parábola que pasa por Oo y (P1)o, siendo
éste el vértice, y dos puntos de paso (P2)o y (P3)o, datos que nos permiten hallar la curva.
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Parte Segunda

SISTEMA DE PERSPECTIVA
CABALLERA
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3. COEFICIENTE DE REDUCCIÓN

En este sistema, y tal como hemos definido la forma de proyectar los elementos del espacio,
es sencillo ver que las rectas paralelas al plano del cuadro, es decir al ZOX se proyectan tal y como
son, en verdadera magnitud, lo mismo sucede si son paralelas a los ejes X ó Z.

Veamos que ocurre con las rectas paralelas al eje (Y), es decir las perpendiculares al cuadro.
En la (fig.1) tomamos un segmento O-(1) del eje (Y) y proyectando sobre el cuadro obtenemos el
segmento O1; O1 será mayor, igual o menor que el O-(1) del espacio según que el ángulo α sea
menor, igual o mayor que 45 grados respectivamente.

Se llama coeficiente de reducción del sistema y se representa por la letra µ, el valor de la
cotangente trigonométrica del ángulo α que forma la dirección -d- de proyección con el plano del
cuadro, es decir: µ=cotgα. En el triángulo rectángulo (1)-O-1, el valor de la cotg de α es la razón
entre el cateto contiguo y el cateto opuesto. De esto deducimos que el coeficiente de reducción es un
número que indica el valor de la razón entre el segmento ya proyectado y el segmento real del
espacio.

Pueden suceder los siguientes casos:

a) O-(1) = O-1  ,,  α = 45°  ,,  µ = cotg 45° = 1  ,,  Sin deformación
b) O-(1) > O-1  ,,  α > 45°  ,,  µ = cotg (>45°)< 1  ,,  Reducción
c) O-(1) < O-1  ,,  α < 45°  ,,  µ = cotg (<45°)> 1  ,,  Ampliación

El valor más razonable es α = 60°, siendo entonces µ = cotg 60°= 3/3 . No obstante, como
valores más aconsejables para coeficiente de reducción deben emplearse (0,5 - 0,6 - 0,7) por
obtenerse perspectivas de agradable aspecto, el efecto de deformación de la perspectiva aumenta
con el coeficiente de reducción, denominando así con propiedad en el caso de ser α >45°, en los
otros dos casos y en términos generales es más propio denominarle “coeficiente de aplicación“.
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*.- Formas de dar el coeficiente de reducción.

El valor del ángulo se puede conocer por el número de grados, así α=60°, el coeficiente de
reducción valdría µ=cotg 60°= 3/3 = 0,6.

Mejor que operar con el coeficiente aproximado, sería construir el ángulo α a partir de un
punto -1- cualquiera del eje Y (fig.2) y tendríamos ya construido el triángulo 1o-O-1.

También podemos conocer el coeficiente de reducción, por un número menor que la unidad,
por ejemplo 0,5 - 0,6 – 0,7 - 2/3 - 3/4 - etc. Sea por ejemplo µ = 2/3, tomaremos dos unidades sobre
el eje Y, y otras tres unidades sobre el eje Yo, teniendo así los puntos 1 y 1o respectivamente. La
recta 1o-1 formará el ángulo α con el eje Y. Por todo lo dicho, las escalas de este sistema son ex = 1,
ey = µ y ez = 1.

4. DEFINICIONES Y NOMENCLATURA

Perspectiva caballera de una figura es su proyección oblicua sobre un plano. Considerada
como un caso particular de la proyección natural o directa. Esta perspectiva también se llama  “libre”
o “fantástica”, por no ser la perspectiva del cuerpo, tal y como la ve el observador. Si β = 135°, Y es
prolongación de la bisectriz de XOZ, la perspectiva se denomina “regular”.

Los planos de proyección XOY, XOZ y ZOY se denominan: horizontal, primer vertical y
segundo vertical, respectivamente, sobre ellos obtendremos las proyecciones de la perspectiva del
objeto representado.
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17. PROBLEMAS RESUELTOS

1. Dado el radio de una circunferencia situada en el plano de proyección XOY, determinar los
ejes de la proyección correspondiente.

Una vez definido el sistema de P.C. mediante los ángulos y se obtiene la dirección de afinidad
Da, entre la proyección horizontal de un punto (1') y su abatimiento (1o). Se supone el plano XOY
abatido sobre el cuadro, se dibuja la circunferencia de centro O'o y se desabate según O'. Los
elementos de la afinidad existente entre las figuras situadas sobre el plano (XOY), y sus
correspondientes abatimientos sobre el plano del cuadro, son: eje de afinidad, el eje X; dirección de
afinidad, Da; pareja de puntos afines, O' y O'o. Los dos diámetros de la circunferencia A'oB'o y C'oD'o
paralelo y perpendicular, al eje de afinidad, dan, al ser desabatidos, dos diámetros conjugados de la
elipse afín A'B' y C'D'. Para obtener los ejes de la elipse se une O' con O'o y se halla la mediatriz de
este segmento, que corta en N al eje de afinidad; con centro en N circunferencia que pasa por O' y
O'o y corta al eje de afinidad en R y S. Al unir R y S con O'o se obtienen sobre la circunferencia (A'1)o,
(B'1)o y (C'1)o, (D'1)o; uniendo R y S con O' se obtienen las direcciones de los ejes de la elipse y al
desabatir, los puntos A'1, B'1 y C'1, D'1 que son sus extremos.

Los fundamentos de los trazados aquí realizados, los podrá encontrar el interesado en el
tratado de “Aplicaciones de la Homología y la Afinidad en los Sistemas de Representación” del
mismo autor.
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2. Dados los puntos A y B y la recta r determinar en dicha recta un punto cuya suma de
distancias a los puntos dados sea mínima.

Se determinan las trazas del plano α definido por el punto B y la recta r. Por el punto A se
traza el plano β perpendicular a la recta r, la intersección de α con β, es la recta i(i') y con r el punto
1(1').

 Se determina la magnitud D1 del segmento A1, siendo h1 la diferencia de cotas entre sus
puntos extremos. Es preciso seguidamente girar el punto A llevándolo sobre la recta i(i'), de forma
que quede opuesto al punto B, para ello se determina sobre la recta i(i'), la distancia D2=12, cuya
diferencia de cotas entre extremos es h2. Sobre D2 se lleva D1, obteniendo al desabatir, el punto N
que corresponde al punto A girado.

Los puntos B y N se encuentran en el mismo plano α que r, y por tanto, pueden unirse
mediante una recta, que determina sobre r el punto M buscado. El camino más corto entre los puntos
es el definido por A-M-B.
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3. Determinar los planos que siendo paralelos a una recta oblicua conocida s, forman con otra
r también conocida y  oblicua, un ángulo dado B̂ .

Por un punto C de la recta r, se hace pasar un plano β perpendicular a la recta. Tomamos el
punto P de la recta r, que será vértice de un cono cuyo semiángulo en P es el valor B̂ .

En figura aparte se halla el radio de la base R, teniendo en cuenta que la altura del cono es la
verdadera magnitud de PC. Se abate C, tomando como charnela la traza β2, obteniendo Co y por lo
tanto la dirección de afinidad. Se dibuja la circunferencia correspondiente a la base del cono.

El punto To, abatimiento de T, punto de intersección con el plano β, de la recta p, paralela a la
s, y que pasa por el vértice P del cono. Desde To se trazan las tangencias (t1)o y (t2)o a la
circunferencia y mediante la afinidad se desabaten según t1 y t2. Los planos solución, quedan
definidos por las rectas p y t1, uno de ellos, p y t2, el otro.
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4. Dados dos planos oblicuos, determinar el plano bisector del diedro que dichos planos
forman.

Sean los planos oblicuos α y β que se cortan según la recta i(i'), por un punto M de la recta
i(i') se hace pasar un plano ε  perpendicular a la recta.

Se determinan las rectas a y b de intersección de ε con α y β respectivamente; como ambas
pasan por M(M'), éste dato nos ayuda en su determinación. Se abaten las rectas anteriores, tomando
como charnela la traza ε2, y en el abatimiento se obtiene la bisectriz del ángulo que forman, recta m.

El plano γ bisector del diedro que determinan los planos, queda determinado por la recta -m- y
la intersección -i- de ambos planos.
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5. Determinar el cubo que teniendo una arista en el plano de proyección XOY, las caras del
poliedro que concurren en dicha arista forman ángulos diferentes con dicho plano de proyección.

Supongamos que las caras a las que se refiere el enunciado del problema, forman ángulos
respectivos de 30° y 60° con el de proyección XOY. Abatiremos XOY sobre el cuadro y en dicho
abatimiento dibujamos la cara 1, 3, 5, 7 y una recta auxiliar r formando los ángulos de 3O° y 60° con
los lados correspondientes de la cara. Por los vértices de la cara dibujada, se trazan perpendiculares
a la recta, r (charnela), obteniéndose sobre ella, los puntos 3'o 5'o 7'o; y sobre las perpendiculares
trazadas y a la distancia -a- (arista), los 2'o, 4'o, 6'o, 8'o. Queda por tanto definida, la proyección del
poliedro sobre el plano XOY abatido.

Teniendo en cuenta la afinidad existente, obtendremos la figura de vértices 1', 2', 3', 4', 5', 6',
7', 8', proyección horizontal del poliedro. Su proyección directa se obtendrá, teniendo en cuenta las
cotas h1, h2 y h3 de las parejas de vértices correspondientes.
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6. Representar un cubo sabiendo que tiene su diagonal situada sobre el eje del sistema Y; el
ángulo σ=45°.

Se considera el plano α que va a contener a los vértices 1, 3, 5 y 7. Se halla la dirección de
afinidad, Da, del abatimiento, se dibuja en el abatimiento el rectángulo 3-7o-5-1o, cuyos lados son las
aristas y la diagonal de una cara respectivamente, siendo la diagonal 3-5 del mismo, diagonal del
cubo. Trazando por los puntos 1o y 7o las perpendiculares a la diagonal (o dividiendo la diagonal en
tres partes iguales) se obtienen sobre el rectángulo los puntos 2o-4o y 6o-8o, que se corresponden con
el abatimiento de las proyecciones de los vértices correspondientes del poliedro sobre el plano α.

Se desabaten todos los puntos mediante la afinidad y teniendo en cuenta que se encuentran
en rectas perpendiculares a la diagonal (eje Y), se obtienen así los puntos 7, 1, 2α, 4α, 6α y 8α, se
traza por el punto 6(6') la recta r(r') perpendicular a α y sobre ella se lleva la distancia h, a la que se
encuentra dicho punto de α. Se obtienen los restantes puntos y se unen ordenadamente.
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7. Hallar las proyecciones de un octaedro que tiene una de sus caras situada en el plano
XOY.

Se supone abatido el plano XOY sobre el plano del cuadro, en dicho abatimiento se dibuja la
proyección del octaedro, con una cara apoyada, la 1-2-3. Se calcula la altura h a la que está situada
la cara 4-5-6 respecto de la anterior. Se desabaten los puntos usando la afinidad existente,
obteniendo 1', 2', 3', 4', 5' y 6'. Los vértices 1, 2 y 3 por encontrarse sobre el plano coinciden con sus
proyecciones.

Los puntos 4, 5 y 6 los determinaremos sobre perpendiculares al plano XOY, trazadas por sus
proyecciones, y a la distancia h de ellas, después uniremos ordenadamente, teniendo en cuenta la
visibilidad o no de las aristas.
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8. Determinar el cubo que tiene una de sus caras situada sobre un plano oblicuo conocido.

El plano sobre el que está la cara, del cubo es el plano α, se abate éste sobre el cuadro,
obteniéndose la verdadera magnitud del triángulo de trazas.

Se dibuja la cara, 1o-2o-3o-4o y se desabaten los puntos según 1, 2, 3 y 4. Los otros cuatro
vértices están sobre perpendiculares al plano, trazadas por los puntos anteriores. Por el punto 1'o se
traza la recta r'o y sobre ella se lleva, la, longitud de una arista, al desabatir la recta se obtiene el
punto 5.

El resto de puntos se consigue de forma inmediata, y uniéndolos adecuadamente queda
determinada la proyección directa, del poliedro.
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9. En un sistema de perspectiva caballera, determinar la proyección directa de un icosaedro
de arista conocida, estando situado de forma que una diagonal es vertical.

Se supone abatido el plano XOY sobre el plano del cuadro, en el abatimiento se dibuja la
proyección del icosaedro sobre dicho plano, supuesto el poliedro en posición tal, que la diagonal 1-
12 le es perpendicular. Se halla la altura h, a la que se sitúan los puntos 7, 8, 9, 10 y 11 respecto del
plano XOY suponiendo el vértice 12 sobre él; los vértices 3, 4, 5 y 6 están a una distancia h+H del
plano de referencia; el vértice 1 se sitúa a una distancia h+h+H de dicho plano, estas distancias se
hallan fácilmente según se explica en otras secciones de éste libro.

Para pasar a perspectiva, se desabaten los puntos utilizando la afinidad existente,
obteniendo así 1', 2', 3', 4', ..

El vértice 12 está realmente en XOY y por ello coincide con 12'. El resto de los puntos están
sobre perpendiculares trazadas desde sus proyecciones sobre el XOY y a las alturas antes referidas.

Obteniendo los vértices se unirán ordenadamente, teniendo en cuenta las partes vistas y
ocultas.
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10. Una pirámide oblicua cuya base es un hexágono regular, está apoyada en el plano XOY,
determinar la sección que le produce un plano oblicuo conocido. Se resolverá por Homología.

Para, obtener la pirámide apoyada sobre el plano de proyección XOY, se supone abatido el
plano y en él, se construye el hexágono de la base 1o, 2o, 3o, 4o, 5o y 6o y la proyección de la pirámide
sobre dicho plano de vértice V'o.

Se desabate el conjunto, por afinidad, de eje X y dirección indicada; obteniendo los puntos 1',
2', 3', 4', 5' y 6' y la proyección V' del vértice, por V' se levanta una perpendicular a XOY y sobre ella
se sitúa V. Sea el plano α el secante, la sección que produce en la pirámide es homóloga de la base,
siendo los elementos de la homología los siguientes: el centro de homología, la proyección directa V
del vértice; el eje de homología, la traza α1 del plano secante; la recta límite, la traza β1 del plano
paralelo al secante que pasa por el vértice V de la pirámide. Para resolverla por el punto 1' se traza
una recta cualquiera que corte al eje en el punto A y a la recta límite en el punto B, unido este punto
con V, centro de homología se determina la dirección del infinito de su homólogo B'α, la paralela a
esta dirección trazada desde A≡A' corta a la arista V1 en el punto 1s, punto de la sección.

Los demás puntos de la sección son inmediatos, se obtienen apoyándose en la pareja de
puntos homólogos (1s-1').
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11. Un prisma recto tiene su base, un hexágono regular, en un plano que contiene al eje Y, se
le secciona por un plano oblicuo conocido. Se pide: dibujar el tramo comprendido entre los dos
planos citados.

Se abate α alrededor del eje Y, por lo que (α2)o resulta ser perpendicular a dicho eje, siendo
en éste abatimiento la dirección de afinidad Da. Se dibuja el hexágono regular de la base en dicho
abatimiento, se desabate uno de los puntos, el 6o según 6' y después el resto de los puntos de la
base. Por el punto 6 se traza la recta r perpendicular al plano α, así se obtiene la dirección de las
aristas del prisma.

El plano que produce la sección es el β, definido por sus trazas, los elementos que definen la
afinidad entre la sección y la base del prisma son: el eje de afinidad, la recta intersección, entre el
plano α que contiene a la base y β que contiene a la sección; la dirección de afinidad es la de las
aristas del prisma; la pareja de puntos (6-6s) se obtiene hallando la intersección de la arista
correspondiente con el plano β, para lo cual nos servimos del plano τ auxiliar.

El resto de puntos se obtienen, haciendo uso de la afinidad definida anteriormente.
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1. CONJUNTO DE ELEMENTOS QUE COMPONEN EL SISTEMA CÓNICO

* Plano perspectivo.- Zona del plano geometral que está al otro lado del punto de vista con
respecto al plano del cuadro.

* Rayo principal.- Perpendicular al plano del cuadro, pasando por el punto de vista. Nos
determina sobre la linea de horizonte el punto principal P, que se considera como punto de fuga
principal y señala la posición del observador respecto al cuadro.

* Puntos de distancia.- Puntos D y D' que están situados en la linea de horizonte a cada lado
del punto principal. La distancia. PD=PD' es igual al alejamiento del punto de vista.
respecto al cuadro.

* Plano vertical.- Plano de perfil que pasa por el punto de vista.

* Punto de fuga o punto limite.- Se denomina punto de fuga de una recta a la intersección con
el plano del cuadro de la recta paralela a ella trazada por el punto de vista.

* Puntos accidentales de fuga.- Todos los de la línea de horizonte (menos el principal y los
puntos de distancia).

* Puntos métricos.- Se estudian más adelante.

* Campo visual.- El espacio que abarca el observador en una sola mirada.

* Horizonte verdadero.- La línea que se ve en el infinito.

* Angulo óptico.- Angulo formado por dos visuales extremas trazadas desde el ojo del
observador a los diversos puntos del objeto considerado.

* Angulo óptico vertical.- El que forman las visuales extremas que están en el plano de perfil
del punto de vista (y debe ser menor de 60 grados).

* Angulo óptico horizontal.- El que forman las visuales extremas que están en el plano de
horizonte (siempre menor de 60 grados).
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*.- Coordenadas del punto. Escalas.

Dado un punto (P)-(P'), y considerando el plano β que pasa por el punto de vista y forma
triedro trirrectángulo con el cuadro y el geometral, vemos que el punto quedará definido por sus
distancias (x), (y) y (z) a los planos β, del cuadro y geometral respectivamente.

Proyectamos el punto (P)-(P') sobre el plano del cuadro según N-M y construimos el
paralelepípedo que tiene por aristas, las coordenadas del punto.

La coordenada (x)=NR=MS, si P-P' son las perspectivas del punto del espacio; trazando la
paralela por P a la L.T. y limitada en P" por la recta V"S, obtenemos la perspectiva de (x), es decir, x.

Trazando la recta (P')T que forma 45° con L.T., se cumple que (y)=(y')=(P')-M. La perspectiva
del segmento (y) es y=NP, ya que al ser (P)-N perpendicular al plano del cuadro su perspectiva
fuga en V".

El segmento P- P' perpendicular a la L.T. es la cota (z) en la perspectiva.
Pasando al plano del cuadro trazamos por V", la traza βc del plano de perfil y por los puntos

(P) y (P') las rectas perpendiculares al plano del cuadro, cuyas perspectivas fugan en V" desde sus
trazas con el cuadro N y M respectivamente.

x es la paralela por P a L.T..
y es el segmento  PN, y'=P'M.
z es el segmento PP'.
Las verdaderas magnitudes se trasladan al cuadro, según:
(x)=MS
(y)=MT
(z)=NM
y' se ha obtenido uniendo T con el punto de distancia D, dado que la recta (P')T forma 45° con

línea de tierra.
Una vez halladas las perspectivas x, y, z, verdaderas magnitudes de las coordenadas,

podremos obtener unas escalas que relacionen unas con otras, para obtener unas escalas de
alturas, longitudes y profundidades que se verán en capítulos sucesivos.
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18.4. Grados de intensidad de luces y sombras

Para dar una idea exacta de la forma y situación de los objetos, es necesario dar a las
superficies iluminadas o sombreadas, diferentes grados de intensidad.

Son varias las circunstancias que contribuyen a dar a las superficies matices variables:
1º.- La dirección de los rayos luminosos con respecto a las superficies Iluminadas.
2º.- La distancia e intensidad del foco luminoso.
3º.- La situación del observador.
4º.- La influencia de la atmósfera.
5º.- Los reflejos de cuerpos próximos.

De todas estas circunstancias y de su observación, se desprenden una serie de reglas que
deben aplicarse a las perspectivas.

1. Cuanto más oblicuamente lleguen los rayos luminosos a una superficie, menor   será la luz
recibida por ésta.

2. La intensidad de la luz recibida por un objeto es inversamente proporcional al cuadrado de la
distancia que los separa del foco luminoso.

3. Las superficies de cuerpos brillantes presentan mayor intensidad en su iluminación que las de
los cuerpos mates.

4. Los matices más o menos oscuros en los colores, deben quedar reflejados en la perspectiva,
sombreando con mayor intensidad a los oscuros.

5. En superficies sombreadas habrá que determinar el punto o línea brillante aparente,
practicando después la adecuada degradación desde él hasta la línea de separación de luz y
sombra.

6. La intensidad de una sombra puede quedar modificada por la proximidad de un cuerpo
iluminado que refleje parte de su luz y color.

7. Para una superficie de fuga, la parte que se halla más próxima al observador tiene la luz más
intensa, y la sombra más oscura que la situada a una mayor distancia de él.

8. Una línea que separe dos superficies iluminadas o dos superficies sombreadas es más clara
que dichas superficies. Pero si separa una superficie iluminada de otra sombreada, es más
oscura que ésta.

9. La sombra arrojada ha de ser tanto más débil cuanto mayor sea la extensión que ocupe,
disminuyendo su intensidad a medida que se aleja del cuerpo que la proyecta.

10. Si el cuerpo iluminado y aquel en el que se proyecta la sombra, son de tonos equivalentes, la
sombra arrojada es más fuerte que la propia.
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Todas estas escuetas reglas deben tenerse presentes al realizar un acabado de sombra
sobre una perspectiva, su dominio dependerá en muchos casos de su práctica y en las manos de las
cualidades interpretativas del dibujante.

Existen diferentes técnicas de realización del sombreado: A lápiz, plumilla, rotulador, rayado,
tramado, etc. , cuya aplicación dependerá del tipo de trabajo que se este realizando.

En el Dibujo Industrial y de Construcción los efectos de sombra se consiguen mediante
rayados de paso más o menos cerrado, que puede hacerse de paso variable cuando se quiera
insinuar variación de intensidad. También se utilizan tramas rayadas o punteadas con las que se
consigue un oscurecimiento convencional de tanto por ciento fijado y otras de sombreado progresivo.
Tanto unas como otras de representación perfecta, son comerciales y están impresas sobre papel
transparente adhesivo. Resaltar por último la utilización actual de programas informáticos los cuales
disponen de órdenes, patrones, escalas, etc. para realizar el sombreado.
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