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1 curso Geometria Plana, del programa académico que la Univer-

sidad Pedagégica Nacional (Colombia) ofrece para la formacién

inicial de profesores de matematicas, ha sido objeto de un pro-
ceso de innovacién que comenzo6 en el afio 2004. Cristalizar la apro-
ximacion metodoloégica con la que en el curso se ensefa la geometria
plana euclidiana es el propdsito principal que nos alienta a escribir
este libro. Tal aproximacién metodolégica la describimos en el Capi-
tulo 1 a través del tipo de tareas que se proponen a los estudiantes, el
recurso tecnoldgico que los apoya para realizarlas y el tipo de interac-
cién entre profesor y estudiantes o entre estudiantes que soporta la
construccién de conocimiento en el aula. Especificamente, la cristali-
zacidn se refleja en la presentacién de los 46 problemas abiertos que
se proponen, cuya resolucion propicia una discusiéon matematica su-
ficientemente rica para que emerjan los elementos que conformaran
el sistema tedrico que se va consolidando a lo largo del curso. Las di-
rectrices para dicho sistema son el modelo de Birkhoff (1932) para la
geometria euclidiana, en el cual “se introducen los hechos encarnados
en lareglay el transportador” (p. 2), y la propuesta de Moise y Downs
(1986) que concuerda basicamente con dicho modelo. Ello, porque se
corresponden, en esencia, con el modelo de geometria que corporeiza
el software de geometria dindmica, artefacto que desempefia un papel
importante en nuestra aproximacion metodolégica. Si bien no ilustra-
mos, a través de protocolos, la interaccién que se produce en esas dis-
cusiones, si relatamos aspectos notables usuales constituidos por las
propuestas de construccion y exploracidon con geometria dindmica que
hacen los estudiantes, las conjeturas que proponen, finalizando con la
explicitacién del sistema teérico local a que da lugar cada problema
propuesto.
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En los primeros dos capitulos, presentamos las razones que moti-
varon la innovacién del curso; los referentes tedricos que sustentan la
propuesta de innovacion y son producto de las diversas investigacio-
nes que el grupo Aprendizaje y Ensefianza de la Geometria, £ « G, de la
Universidad Pedagogica Nacional, ha desarrollado desde el afio 2000;
las definiciones de los términos que usamos al describir los objetivos
de la innovacién; una descripcién de la aproximaciéon metodoldgica;
un recuento no solo de las actuaciones problematicas que presentan
los estudiantes cuando hacen demostraciones sino también de las es-
trategias que se disefiaron para apoyar al estudiante a superar dichas
actuaciones; y una herramienta didactica para ayudar al estudiante a
entender el estatus tedrico y operativo de las definiciones, los postu-
lados y teoremas, elemento imprescindible para poder construir de-
mostraciones.

Los siguientes capitulos contienen una propuesta especifica: pro-
blemas y resultados. El desarrollo de cada uno de estos capitulos in-
cluye: presentacion del problema propuesto a los estudiantes, con su
respectivo objetivo, seguida por la explicitacion de las conjeturas que
usualmente formulan ellos como respuesta al problema, la descrip-
cién de los asuntos que se tratan en la discusiéon matematica y la enun-
ciacion de los elementos tedricos que se establecen tras la discusion.
Finaliza cada capitulo con una seccién de ejercicios. En el Capitulo 3,
“Relaciones entre puntos y rectas”, y en el Capitulo 4, “Relaciones en-
tre puntos, rectas y planos”, se introducen los elementos primitivos del
sistema teorico y se estudian las relaciones entre ellos. En el Capitulo
5, “Angulos”, se desarrolla el sistema tedrico local cuyo nucleo es dicho
objeto. El Capitulo 6, “Congruencia de triangulos” trata no solo esta
relacién sino también las que se deducen de ella, como lo relativo a
desigualdades. El Capitulo 7, “Cuadrilateros”, versa sobre esta figura
geométrica, incluyendo no solo paralelogramos sino también trape-
cios. El tema de semejanza de tridngulos se aborda en el Capitulo 8,
“Proyeccion paralela y semejanza de tridngulos”. Terminamos con el
Capitulo 9, “Circunferencias”, en el cual se presenta el estudio de esta
figura geométrica.

A pesar de que la propuesta se ha implementado con estudiantes
universitarios, ello no implica que esta no pueda ser usada en otros
niveles escolares, o que no pueda ser germen para otros procesos de
innovacion.
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a linea de geometria del programa de formacio6n inicial de pro-

fesores de matematicas que ofrece la Universidad Pedagogica

Nacional esta conformada por tres cursos ubicados en los tres
primeros semestres del programa. El primero, Elementos de Geome-
tria, tiene como objetivo que los alumnos reconstruyan o amplien su
panorama geométrico y desarrollen competencias necesarias para
participar en el siguiente curso de la linea. Se lleva a cabo mediante
procesos exploratorios para hacer un acercamiento informal a concep-
tos, relaciones y propiedades geométricas. En términos generales, los
estudiantes avanzan en su aprendizaje de la visualizacién geométrica
de figuras, la argumentacién matematica fundamentada y la genera-
lizacién de propiedades geométricas de tridngulos y cuadrilateros, a
partir del estudio de ejemplos y contraejemplos.

El segundo curso, Geometria Plana, tiene como meta que los estu-
diantes aprendan a demostrar en geometria y comiencen a forjar una
visiéon amplia de la practica de la demostracion. Tal objetivo ha ilumi-
nado el proceso de innovacién curricular cuyo recuento presentamos
a continuacion.

Con la idea clara de cual deberia ser la meta del curso y una fuerte
conviccion sobre el papel imprescindible de la interaccién entre profe-
sor y estudiantes para el logro del objetivo, en 2004 iniciamos un pro-
ceso de innovacidn curricular que se extendié hasta el afio 2009. En
ese lapso, a medida que se iban aclarado presupuestos tedricos para
fundamentar la innovacién, y con base en la realimentacién que ob-
tenfamos en cada versidn realizada del curso, fuimos ajustando cada
vez mas las caracteristicas del curso hasta llegar a un disefio del mis-
mo bastante detallado y con el que estamos satisfechos en gran me-
dida. Es importante resaltar que esta innovacidn estuvo acompafada
de manera permanente por la realizaciéon de estudios de investigacion
que, aunque no se centraron en indagar sobre el proceso mismo de la
innovacién y sus resultados, se ocuparon de explorar y comprender
aspectos especificos de los procesos de ensefianza y aprendizaje que
tienen lugar en el curso. Tales investigaciones fueron desarrolladas
por el grupo Aprendizaje y Enserianza de la Geometria, ‘I » G,
de la Universidad Pedagégica Nacional, conformado en la actualidad
por los coautores de este y el siguiente capitulo, de los cuales dos son
los profesores que han llevado a cabo la innovacién y son los autores
de los demas capitulos del libro. Es asf como las decisiones de ajustes
al disefio curricular han sido objeto de consideracién y reflexion de
todo el grupo y no solo de los profesores del curso.



Antes de emprender la innovacion del curso Geometria Plana, este
tenfa como proposito principal ofrecer a los estudiantes un espacio
académico para el aprendizaje de un cierto contenido geométrico. En
dicho espacio, el profesor presentaba el sistema teérico adoptado en
el libro de texto que se estudiaba en el curso, y los estudiantes debian
aprender, de manera individual y, sobre todo, por fuera del aula, axio-
mas, definiciones y teoremas, a la vez que se podian ejercitar en la ela-
boracién de demostraciones imitando los esquemas de demostracion
ejemplificados por el profesor, con ejercicios tomados del libro, sin que
esto fuera objeto de tratamiento didactico en la clase.

Al hacer una revisién curricular del curso, nos hicimos la pregun-
ta sobre qué ideas de demostracién y practica demostrativa podrian
forjarse, en consecuencia, los estudiantes. Con base en la lectura de
diversos textos provenientes de la literatura especializada (e. g., de Vi-
lliers, 1990; Hersh, 1993; Dreyfus, 1999; Hanna, 2000; Godino y Recio,
2001) y reflexiones al respecto, pudimos imaginar que dicha idea ten-
dria que ser reducida y distorsionada. Muy probablemente, para ellos
la practica demostrativa seria una actividad ritual caracterizada por el
uso de formas esotéricas de comunicar, una actividad conformada por
una serie de acciones sacadas de la manga que solo un experto puede
realizar oportunamente, una actividad cuyo unico propdsito es validar
un enunciado que en muchos casos puede no entenderse y del que no
se estd convencido. Tal perspectiva los llevaria a creer que la demos-
tracién no puede ser actividad central de la matematica escolar y que
su ausencia en la clase de matematicas no tendria repercusiones nega-
tivas importantes en la formacién matematica de los estudiantes pues
no se pretende que ellos sean expertos en matematicas. De continuar
con este tipo de formacion, la experiencia matematica de las siguientes
generaciones de estudiantes de educacion basica secundaria y media
probablemente seguiria siendo pobre o nula en cuanto a experiencias
asociadas a la demostracidn, con las consecuencias que de ello se deri-
van para su formaciéon matematica y el desarrollo de su razonamiento.

Asi, en calidad de formadores de profesores de matematicas, nos hi-
cimos conscientes de la doble responsabilidad respecto al aprendizaje
de la demostracion: no solamente debemos apoyar a nuestros estu-
diantes para que aprendan a demostrar sino también procurar que las
experiencias de aprendizaje que tengan al respecto les sirvan como re-
ferentes y ejemplos para el ejercicio de su profesién. A través de tales
experiencias, se aportan elementos para la visiéon que pueden llegar a
construir los estudiantes sobre lo que es demostrar, el papel que juega
la demostracién en la actividad matematica, etc.

15
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Otras consideraciones generales que motivaron las decisiones cu-
rriculares de nuestra innovacién tienen que ver con los siguientes
asuntos.

Las necesidades de formacién profesional de los estudiantes inscri-
tos en el programa. Nuestros estudiantes, como futuros profesores
de matemadticas de la escuela secundaria, necesitan desarrollar, por
una parte, su capacidad de actuacion en contextos relacionados con
las matematicas y, por otra, su capacidad para generar ambientes de
aprendizaje de las matematicas escolares. El desarrollo de estas dos
capacidades es gradual y depende en gran medida de la calidad de las
experiencias de aprendizaje que propicien los diferentes cursos que
ofrece el programa de formacion. Tener en mente estas dos necesida-
des condujo a revisar e introducir cambios en la meta y los objetivos
del curso, en el tipo de tareas propuestas a los estudiantes, en la ges-
tion del contenido, y en el tipo de interaccidn social en el aula.

El papel de la prdctica demostrativa dentro del quehacer matemdtico.
La practica demostrativa esta en el corazén del quehacer matematico.
Esto implica que no es posible la formacién matematica de los estu-
diantes, en cualquier grado, sin alguna suerte de practica demostrati-
va. Este reconocimiento iluminé en buena medida la direccién de los
cambios que debiamos hacer para generar experiencias significativas
de aprendizaje matematico.

El reconocimiento de la complejidad inherente al aprendizaje de la
demostracién. Este aprendizaje no se puede dejar exclusivamente en
manos de los estudiantes; exige de parte del profesor un apoyo de-
liberado y sistematico al proceso de los aprendices. La complejidad
incluye aspectos diversos como, por ejemplo, la comprension y el uso
del enunciado condicional, el manejo bien diferenciado de distintos ti-
pos de argumentos (deductivo, inductivo, abductivo), la l6gica que hay
detras de acciones propias de la manera de justificar en matematicas,
el estatus de los enunciados que intervienen durante el proceso de jus-
tificacion.

El reconocimiento de que el uso de la geometria dindmica favorece la
ensefianza y el aprendizaje de la demostracién. En el campo de la geo-
metria se cuenta con la geometria dindmica como recurso tecnoldgico
para el aprendizaje de la demostracion. Con tareas geométricas bien
disefiadas, el uso de la geometria dinamica para explorar y experimen-
tar favorece la generacion de un ambiente de indagacién y, si se usa
para buscar ideas para la justificacion, se convierte en herramienta de
mediacion para el aprendizaje de la demostracion.



Como se ha dicho ya, en el curso innovado la meta es que los estu-
diantes aprendan a demostrar. Esto hace que la practica de demostrar,
desde ahora designada por actividad demostrativa, ocupe un lugar pri-
vilegiado en el curso. Vamos entonces a precisar qué entendemos al
respecto.

La actividad demostrativa involucra los procesos de conjeturacién y
justificacién, relacionados entre si por el hecho de que se justifica lo
que se conjetura (Diagrama 1).

( ACTIVIDAD DEMOSTRATIVA |

OTROS
EXPLORAR
VISUALIZAR

DETECTAR PROPIEDADES SELECCIONAR ELEMENTOS

RAZONAMIENTO TEORICOS O EMPIRICOS
VERIFICAR PROPIEDADES

ARGUMENTACION CONSTRUIR ARGUMENTOS
FORMULAR CONJETURA

FORMULAR
CORROBORAR CONJETURA JUSTIFICACION

Diagrama 1. Esquema de la actividad demostrativa

El proceso de conjeturacion tiene por meta la formulacién de con-
jeturas, es decir, enunciados de caracter general, fundamentados en
la observacion o el analisis de indicios, cuyo valor de verdad no lo tie-
ne definido el sujeto pero este tiene un alto grado de certeza sobre
su veracidad, razén por la cual son candidatas a entrar en un proceso
de justificacion que las valide dentro de un sistema teérico determi-
nado. Son acciones propias de este proceso: detectar un invariante y
verificarlo siempre que surjan elementos de incertidumbre, formular
la conjetura y corroborarla. Formular una conjetura se refiere a ex-
plicitar en términos matematicos, y como un enunciado condicional
general, un hecho matematico (aqui, geométrico) que se ha reconoci-
do a través del estudio de casos particulares. Corroborar la conjetura
significa examinar si lo que se reporta en el antecedente es suficiente
para obtener como consecuencia las propiedades que se mencionan
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en el consecuente de la conjetura, y si el consecuente incluye todas las
conclusiones posibles.

El proceso de justificacion tiene por meta la produccién de una ar-
gumentacién de caracter deductivo que valide la conjetura formulada,
es decir, la sustente como verdadera dentro de algtn sistema de cono-
cimiento (e. g., creencias, representaciones graficas, sistema tedrico).
En este proceso es posible reconocer tres acciones propias: seleccio-
nar entre elementos identificados, teéricos o empiricos, aquellos que
podrian sustentar la afirmacion; organizar esos elementos de manera
deductiva; formular la justificacion.

Entre las acciones —de indole heuristica— que apoyan los dos pro-
cesos estan la visualizacidn y la exploracion. Mediante la visualizacién
se consigue informacion geométrica de una figura ya sea identifican-
do los elementos que la componen y algunas configuraciones que se
pueden formar con ellos (de dimensién igual o menor que la de la fi-
gura inicial) o interpretando simbolos que representan propiedades
geométricas (e. g., de congruencia "=", perpendicularidad “1”, para-
lelismo “lI“), con el &nimo de encontrar relaciones geométricas sub-
yacentes. Requiere establecer nexos entre la figura y el saber previo
para identificar, aislar y enfocar elementos de interés por medio de la
vista, detectar o descubrir propiedades que inicialmente pasan inad-
vertidas, o evocar propiedades geométricas.

Mediante la exploracion, realizada en el mundo de los fenémenos
y/o en el mundo de la teoria, se buscan regularidades (propiedades o
relaciones geométricas).

¢ En el mundo de los fendmenos, la exploracién recae sobre repre-
sentaciones (graficas y materiales) de figuras geométricas y tiene
un caracter empirico. Puede llevarse a cabo tomando medidas, cal-
culando o haciendo construcciones (auxiliares, para enriquecer la
figura; de referencia, para comparar; de casos, para llegar a un resul-
tado por ensayo y error). Nos referimos entonces a una exploracién
empirica. Cuando esta se lleva a cabo en un entorno dinamico, es
decir, uno en el que las representaciones son susceptibles de movi-
miento, la denominamos exploracién dindmica y su objetivo es de-
tectar invariantes. Los entornos de geometria dinamica ofrecen una
herramienta particular de exploracion: la opcién de arrastre de los
objetos. Con esta opcion, una imagen en la pantalla se puede trans-
formar en un sinnimero de imagenes -una sucesién casi continua
de representaciones- todas asociadas a la misma figura geométrica



inicial. Esto permite estudiar qué propiedades permanecen inva-
riantes y cuales se modifican.

e En el mundo de la teoria, la exploracidn recae sobre los enunciados
que conforman el conocimiento individual. La designamos explora-
cion tedrica y se lleva a cabo con el propdsito de reconocer o en-
contrar enunciados que permitan justificar una afirmacion o tomar
decisiones sobre hacia dénde dirigir la exploracion empirica.

Naturalmente, no puede haber actividad demostrativa sin razona-
miento que movilice las ideas y acciones y sin la argumentacién aso-
ciada. Mas aun, la actividad demostrativa forma un entramado con el
razonamiento y con la argumentacion. A continuacién precisamos qué
entendemos al respecto.

Razonar matemdticamente es conectar, atendiendo reglas de la dis-
ciplina, experiencias y saberes, enraizados en ella, con el propoésito de
indagar, obtener nueva informacidn, interpretar informacidn, explicar,
determinar una manera de proceder, formular dudas, contradecir, re-
futar, concluir, etc. El razonamiento matemdtico es el producto de razo-
nar matematicamente.

Para precisar lo que entendemos por argumentacion y distinguir
tres tipos de argumentos, recurrimos a una version reducida del mo-
delo propuesto por Stephen Toulmin, tal como la presentan Boero,
Douek, Morselli y Pedemonte (2010) en un modelo que han construi-
do para planear, gestionar y analizar actividades cuyo proposito es
aproximar a los estudiantes a “aspectos relevantes del demostrar y la
demostracion”.

Un argumento es un enunciado oral o escrito, de estructura terna-
ria, que relaciona proposiciones particulares (datos y asercién) y una
general (garantia). Las proposiciones podrian no estar todas explicitas
pero deberia ser posible identificarlas en un esfuerzo por formalizar lo
expresado. La forma como se relacionan las proposiciones particulares
(pyr)ylageneral (r) define el tipo de argumento: deductivo, inductivo
o abductivo. El argumento puede estar dirigido a uno mismo o a otro.

Argumento deductivo: En este, se aplica una proposiciéon general
(r: p — q) con la que se cuenta, a unos datos que se tienen (p,: parti-
cularizacion de p), para obtener la asercion (q,: particularizacion de
q). El esquema del argumento es: (p, Ar) — q,(Diagrama 2). La aser-
cién asi obtenida es necesaria. Los argumentos deductivos ocurren
primordialmente en el proceso de justificacion.

19
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rp — q

b, q,

Diagrama 2. Esquema que destaca lo inferido en un argumento deductivo

Argumento inductivo de descubrimiento: En este, las proposiciones
particulares p,, p,, p,,...p, son n casos que particularizan la proposicion
p y la proposicion general (q) se satisface para cada p. Se concluye la
proposicion general (r: p — q). El esquema del argumento es: (p, A r)
A, ANQ)A(p,AqQ) A...(p, Aq) — r(Diagrama 3). La conclusion asi ob-
tenida es de indole provisional, es una conclusion plausible y para indi-
carlo en el diagrama usamos una linea punteada. Seria una conclusiéon
valida si (gq) coexiste con todas los casos posibles de (p), situacion que
se podria esquematizar con la tautologia: (p A q) — (p — q). Ademas,
si es posible validarla, constituye nueva informacion en el sistema te6-
rico de referencia. Los argumentos inductivos se dan principalmente
durante el proceso de conjeturacidn.

b

p;

b,

Diagrama 3. Esquema que destaca lo inferido en un argumento inductivo

Argumento abductivo: En este, la proposicién particular que se tiene
se refiere a un hecho que se observa (q,: caso de q), y se cuenta con la
proposicion general (r: p — q). Se concluye que es posible el hecho
(p,: caso de p). El esquema del argumento es: ((q, A r) -> (p,)) (Dia-
grama 4). La conclusion asi obtenida es de indole provisional, es una



conclusidn plausible; indicamos esto en el esquema con el simbolo” -»”
y en el diagrama con el borde punteado. Cabe mencionar que la pro-
cedencia de la regla general no es Unica: o es una regla hipotética que
proviene de una exploracién empirica o es una regla aceptada como
elemento del sistema tedrico en el que se esta trabajando, que se elige
en una exploracion tedrica. Si bien en ambos casos p es posiblemente
verdadero, en el primero esta el asunto de la validez de la regla, cir-
cunstancia que podria desencadenar en una argumentacién deducti-
va que permita justificarla. Los argumentos abductivos pueden surgir
tanto en los procesos de conjeturaciéon como en el de justificacion.

rp — q

L b q

Diagrama 4. Esquema que destaca lo inferido en un argumento abductivo

Los siguientes ejemplos pretenden aclarar la diferencia debida a la
procedencia de la regla en el argumento abductivo. Dos estudiantes
tienen una representacion, hecha con geometria dindmica, de un cua-
drilatero y descubren que las diagonales son congruentes (q,). El pri-
mero de ellos detecta ademas la perpendicularidad de las diagonales
(p,) y cree que la congruencia depende de la perpendicularidad. Por
tanto, se imagina una regla: si las diagonales del cuadrildtero son per-
pendiculares entonces son congruentes (r). Para determinar si la regla
es valida hay dos acciones posibles: examinar mas cuadrilateros con
diagonales perpendiculares, lo que podria terminar en un argumento
inductivo, o intentar formular una argumentaciéon deductiva. En cam-
bio, el otro estudiante recuerda dos teoremas cuyo consecuente es, a
saber: si un cuadrildtero es rectdngulo entonces sus diagonales son
congruentes y si un cuadrildtero es trapecio isdsceles entonces sus dia-
gonales son congruentes. Estos teoremas lo llevan a considerar que
el cuadrilatero representado, en el que vio las diagonales congruentes,
puede ser un rectangulo o un trapecio isésceles; esto da lugar a dos
proposiciones particulares: el cuadrilatero representado es un rectan-
gulo (p,), y el cuadrilatero representado es un trapecio isdsceles (p,).
Examina la figura y reconoce que esta es un rectangulo, por lo que de-
cide usar la primera regla mencionada.
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Tras las precisiones anteriores respecto a la idea de argumento,
cabe decir que entendemos por argumentacién la formulacion de ar-
gumentos para apoyar una idea; hablamos de contraargumentacién si
lo que se pretende es rechazarla. Por ser un acto comunicativo, toda
argumentacion se enmarca dentro de ciertas caracteristicas que el
grupo social en el que se expresa considera apropiadas. En particular,
la informacién que se acepta como datos y las garantias que se usan
en los argumentos las debe admitir dicho grupo, al igual que la forma
como se articulan los argumentos en la argumentacién (e. g., uso de
analogias, esquemas de razonamiento légico, semejanzas, contrastes);
adicionalmente el grupo social determina las formas de expresar los
argumentos, las cuales deben estar al alcance de dicho grupo.

La justificacién matemdtica es una argumentacion en la cual se en-
cadenan argumentos, de tal forma que una proposicién concluida en
un determinado argumento se usa como dato en otro. De acuerdo a la
edad y alas experiencias académicas previas es conveniente que el gru-
po social defina la pertinencia de usar garantias de diversa naturaleza,
razon por la cual es pertinente distinguir tres productos del proceso
de justificar: la explicacion de validacion, la prueba y la demostracion.
La explicacién de validacién es una justificacién cuyas garantias pro-
vienen de fuentes no tedricas (e. g., empiricas, de autoridad, rituales,
de conviccion personal). En la prueba, las garantias son teéricas pero
no todas son elementos del sistema teérico (local o global) dentro del
cual se trabaja o no se incluyen explicitamente todos los argumentos
esenciales. La demostracion es la justificacion en la cual toda garantia
proviene del sistema tedrico con el que se cuenta e incluye todos los
argumentos esenciales.

Para concluir nuestras precisiones, afirmamos que el objetivo de la
actividad demostrativa es producir un teorema matemdtico entendido
como un sistema conformado por un enunciado, su demostracién y la
teoria que la guia y enmarca (Mariotti, Bartolini Bussi, Boero, Ferri y
Garuti, 1997). Al adoptar una visién de actividad demostrativa como la
mencionada, atendemos a dos funciones primordiales de la demostra-
cién matematica en el ambito educativo (de Villiers, 1990; Hanna, 1995;
Mariotti, 2006): por un lado, promover la comprensién del contenido
matematico inmerso tanto en los enunciados de los teoremas como en
sus justificaciones y, por otro lado, apuntar a la validacién de dichos
enunciados, en el marco de la conformacién de un sistema tedrico.



Bajo la influencia del enfoque sociocultural del aprendizaje, tan en
boga en la actualidad, y, en particular, bajo la perspectiva participa-
cionista (Sfard, 2008) entendemos que aprender a demostrar es un
proceso gradual que ocurre principalmente en la comunidad del aula,
mediante el cual los estudiantes van siendo capaces de participar en
la actividad demostrativa con una disposicién genuina o auténtica (i.
e., asumen un papel de colaboradores o lideres por iniciativa propia,
segun lo permita y lo requiera la circunstancia), y un comportamiento
autéonomo (i. e., activan sus recursos intelectuales para hacer propues-
tas y sostenerlas, para considerar y tomar posicion frente a las pro-
puestas de los otros miembros de la comunidad del aula) y relevante
(i. e, intervienen con aportes que son ttiles aun si tienen errores).

Con el propésito de hacer operacional nuestra idea de aprender a
demostrar como participaciéon en actividad demostrativa, especifi-
camente cuando intentamos observar y analizar la disposicion y el
comportamiento de los estudiantes, hemos adoptado el modelo de
comportamiento racional formulado por Habermas segun la versiéon
de Morselli y Boero (2009). Asi, relacionamos el comportamiento au-
tobnomo con los aspectos epistémico y comunicativo del modelo, y el
comportamiento relevante con el aspecto teleoldgico. La disposicion
genuina se refleja en la medida en que los tres aspectos del modelo se
hagan evidentes. Aunque no suponemos una correlacidn directa entre
estos dos marcos de referencia, vemos factible hacer las siguientes tres
asociaciones que nos sirven como herramienta analitica (Diagrama 5):

23



24

Auténoma: se activan
recursos propios para
comunicar y justificar

las ideas propias, y para
confrontar y entender las
de los demas.

Relevante: se hacen con-
tribuciones que tienen al-
gin desarrollo, o que son
tenidas en cuenta, y que
de alguna manera son
utiles para la actividad en
que estan involucrados,
incluso si tienen errores.

Genuina: se asume una
disposiciéon de compro-
miso y se muestra interés
auténtico en busca de
lograr la produccién de
un teorema.

Epistémico: referido al con-
trol de los requerimientos
establecidos por la comu-
nidad de discurso matema-
tico y a la consciencia de

la necesidad de validar las
ideas tomando en cuenta las
premisas compartidas y las
formas legitimas de razonar.

Comunicativo: tiene que ver
con la preocupacion de for-
mular clara y concisamente
las ideas desde el punto de

vista matematico.

Teleoldgico: referido a enfo-
carse en una meta, formular
un plan o desarrollar uno
(quiza no formulado) para
alcanzar la meta, escoger
estrategias que puedan
contribuir a llevar a cabo

el plan, tener la meta bajo
control.

Epistémico, Comunicativo y
Teleolodgico.

Diagrama 5. Correlacion entre caracteristicas de participacion y aspectos del comportamiento racional



El propésito del curso es generar para los estudiantes un espacio y
una oportunidad de aprendizaje de la demostracion en geometria eu-
clidiana, no solo desde el punto de vista disciplinar de las matematicas
sino también desde el punto de vista pedagégico. Esperamos que esta
experiencia de aprendizaje se constituya en un referente significativo
tanto para su desempefio en los cursos siguientes de la licenciatura
como para el ejercicio de su profesion.

Se pretende que los estudiantes aprendan a demostrar y amplien su
visién de la demostracién y del papel que esta tiene como actividad
fundamental del quehacer matematico y como recurso de compren-
sion.

Se pretende que los estudiantes

1. Comiencen a formarse una idea de lo que es un sistema teérico ma-
tematico y de lo que significa trabajar dentro de tal sistema.

2. Adviertan que ademas de la validacién de un enunciado, la demos-
tracion tiene como funciones la explicacion del mismo, el vinculo de
este con otros enunciados en una organizaciéon y la comunicaciéon
de ideas.

3. Ganen confianza en su capacidad de explorar empirica y tedrica-
mente con miras a formular conjeturas y justificarlas.

4. Ganen confianza en su capacidad de justificar matematicamente.

Con respecto a la gestidn del contenido geométrico, hay cambios dras-
ticos que se fueron consolidando a través de las diferentes versiones
del curso. Ni el profesor ni el libro de texto son la fuente de donde
se toma el contenido que se estudia. Tampoco hay una forma fija de
secuenciar el tratamiento de los distintos elementos teéricos que se
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consideran. Una cantidad considerable de los enunciados que se de-
muestran los formula la comunidad de la clase, en calidad de conje-
turas provenientes de las producciones de los estudiantes al resolver
tareas propuestas por el profesor. Asi mismo, todas las demostracio-
nes que se hacen en el curso las realizan los estudiantes con el apoyo,
en mayor o menor grado, del profesor. Las definiciones se introducen
para satisfacer una necesidad manifiesta de precisar cual es el objeto
geométrico de estudio’. Para hacerlo, por un lado, se parte de la ima-
gen conceptual que los estudiantes tienen del objeto y, por otro, se
hace un anadlisis centrado en el papel de cada condicién dentro de la
definicion. En ocasiones, algunos hechos geométricos se incorporan
de manera legitima al sistema tedrico porque se advierte la necesidad
de demostrarlos para poderlos usar en la demostracién del teorema
que se esta realizando.

Destacamos tres elementos sobre los que recayd nuestro esfuerzo
didactico innovador para generar un entorno favorable para aprender
a demostrar: las tareas matematicas, la interaccion social en la clase y
el uso de la geometria dindmica.

El eje principal del curso es la justificacién matematica y, por tanto, las
tareas matematicas que se proponen a los estudiantes deben ofrecer-
les oportunidades para involucrarse en tal practica de manera signi-
ficativa. Por ello, se busca desplazar del curriculo tareas del tipo “De-
muestre/Justifique que...” y, en cambio, se le da un papel protagénico a
tareas que dan lugar a la actividad demostrativa o a la exploracién te6-
rica en busca de la justificaciéon de enunciados. Las tareas que incluyen
situaciones problema no se proponen esporadicamente ni tampoco
con el proposito de complementar o aplicar lo que se hace en el curso;
son, en cambio, parte central del medio didactico usual que organiza el
profesor para el aprendizaje de los estudiantes.

Para favorecer la actividad demostrativa es necesario propiciar la
resolucidn de problemas abiertos a través de los cuales se realizan ex-
ploraciones empiricas, dindmicas o no, para comprender la situacion,

1 Debe advertirse que, en general, los estudiantes tienen alguna familiaridad con
los términos que designan a los objetos geométricos que se estudian en el curso,
razén por la cual los usan aun si tienen ideas vagas al respecto Ademads, muchas
de las definiciones que se introducen ya han sido objeto de estudio en el curso
Elementos de Geometria.



encontrar regularidades, formular conjeturas, encontrar ideas para
validarlas y producir sus justificaciones, con base en el sistema tedrico
que se va consolidando paulatinamente. Para favorecer la exploracion
tedrica se formulan preguntas que impulsan a los estudiantes a ex-
plicitar y examinar sus concepciones, imagenes conceptuales, conoci-
mientos, etc., acerca de elementos del sistema tedrico, con el fin de
avanzar colectivamente en la formulacién de definiciones, postulados
o teoremas y en la justificacion de estos dltimos. Tanto en la actividad
demostrativa como en la exploracion teérica (que puede ser parte de
ella o no), el convencimiento personal, condicién necesaria para bus-
car una justificacion, se logra en la medida en que los estudiantes se
involucran en tareas colectivas de indagacion. Adicionalmente, tales
actividades proveen los recursos de justificacion.

Las tareas para proponer a los estudiantes fueron elemento central
de la innovacidn y objeto de un cuidadoso disefio por parte del grupo
de investigacion. Especificamente se procuré que las situaciones pro-
blema fueran interesantes, para asi poder estimular la actividad de-
mostrativa; los problemas fueran abiertos, para asi generar diversos
puntos de vista y favorecer la argumentacidn, y también pertinentes,
para asi propiciar una experiencia sistematica de trabajo dentro de un
sistema tedrico en construccion.

Por lo general, la resolucién de la tarea por parte de los estudiantes
y la posterior socializacion del trabajo realizado hasta llegar a la insti-
tucionalizacidn del correspondiente contenido geométrico requieren
mas de una sesién de clase y en ocasiones hasta cuatro o cinco (no ne-
cesariamente consecutivas), dependiendo de la riqueza de la situacion
planteada y de la participacion misma de los estudiantes. Las tareas en
las que es posible formular distintas conjeturas plausibles se plantean
con el propésito de generar experiencias en las que los estudiantes
puedan, por una parte, vivenciar la ampliacidn del sistema tedrico, in-
cluyendo un conjunto de elementos en torno a un nucleo tematico y,
por otra parte, participar en la organizacion de los elementos teori-
cos que han producido. Otras situaciones son menos abarcadoras y se
constituyen en la oportunidad de consensuar una conjetura especifica
y demostrarla, introduciendo al sistema teérico un elemento mas.

Subyacente a esta forma de gestionar el contenido geométrico esta
la hipétesis didactica segun la cual poder construir un sistema teérico
en la clase a partir de la resolucidn de situaciones problema, requiere
que en ocasiones, la comunidad acepte, por una parte, dejar provisio-
nalmente incompleta la demostracién de una conjetura y, por otra par-
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te, desviarse para considerar otra situacion problema que conducira a
obtener los elementos necesarios que permitiran completar la demos-
tracion inicial. Tratamos de vincular la coherencia local a una mas glo-
bal. Consideramos que esta forma de gestionar el contenido es uno de
los elementos de la innovacidon que desafian de manera mas fuerte la
tradicion de la matematica escolar que propende hacia la presentacion
de los contenidos organizada en términos de relaciones establecidas
desde el saber matematico y no desde el punto de vista de la construc-
cién del conocimiento de los estudiantes.

Formular una conjetura o proferir una idea de la que se estd mas o
menos convencido no es suficiente para emprender la construccion
de la respectiva justificacién, y menos aun cuidando que esta se haga
dentro de un determinado sistema tedrico. Por ello, la interaccién so-
cial en el aula entre profesor y estudiantes y entre estudiantes es un
factor imprescindible del aprender a demostrar. Esto porque es en la
comunicacion de ideas, en el analisis critico de estas, en la argumen-
tacion colectiva donde surgen los elementos tedricos necesarios para
construir una demostracion, se comprende el papel que juegan dichos
elementos en el proceso y también se comprenden las conexiones en-
tre ellos para ligarlos en una justificacién. El papel del profesor como
guia de la interaccién es fundamental pues es él —como experto de
la comunidad de la clase— quien puede dirigir el rumbo del proceso
hacia el uso de términos, simbolos y formas de expresion propios de la
practica de la demostraciéon en matematicas. Ademas cumple un papel
esencial en el establecimiento y utilizacién de las normas que rigen
el funcionamiento de la demostracién y del sistema tedrico. A través
de la interaccion social, los estudiantes pueden cambiar la tradicio-
nal relacién que tienen con el conocimiento, con su profesor y con sus
compafieros. Con respecto al conocimiento, pueden llegar a compren-
der que mas que conocer la estructura de un sistema tedrico, tienen
que vivir la experiencia de conformarlo en colaboracién con los demas
miembros de la comunidad. Con respecto al profesor, pueden dejar de
considerarlo como la autoridad en la clase y la tinica persona que tiene
el saber, y en cambio pueden llegar a verlo como el miembro experto
de la comunidad que guia el proceso. Con respecto a los otros estu-
diantes, pueden llegar a establecer un compromiso mutuo de trabajar
en pro de la construccién de un sistema tedrico.

Al iniciar el curso, el profesor hace explicitas las normas sociales y
sociomatematicas (Yackel y Cobb, 1996) relacionadas con la exigencia



de justificar todas las ideas, escuchar la argumentacién del otro y pro-
ducir justificaciones de acuerdo con parametros establecidos. Tam-
bién controla de manera sistematica el cumplimiento de tales normas.
Gradualmente, a medida que avanza el desarrollo del curso, transfiere
la responsabilidad a los estudiantes quienes comienzan a sentirse c6-
modos haciendo demostraciones y controlando el cumplimiento de las
normas planteadas. Podemos mencionar interacciones de tres tipos a
través de las cuales los estudiantes participan en la actividad matema-
tica que tiene lugar en la clase.

Trabajo de los estudiantes. De manera individual o por parejas y
pudiendo disponer de la geometria dinamica, los estudiantes abor-
dan, durante el tiempo asignado para ello, las tareas propuestas por
el profesor. Durante tal trabajo, el profesor pasa por los puestos con
el propdsito de recoger informacidn sobre lo que estan haciendo los
estudiantes y los resultados a los que estan llegando, informacion que
luego utiliza en la puesta en comun para animar a los estudiantes que
no se atreven por su cuenta a exponer publicamente sus conjeturas
0 propuestas. Muy ocasionalmente entra en conversaciéon con un es-
tudiante especifico y, por lo general, no es para dar explicaciones re-
lacionadas con el contenido geométrico implicado en la solucién de
la tarea. El involucrarse en la solucién de estas tareas, por lo general,
pone a los estudiantes en capacidad de hablar sobre el tema aun si no
llegan a enunciar una conjetura que se pueda aceptar o si no alcan-
zan a elaborar la demostracion. En Perry, Samper y Camargo (2006) se
presenta un recuento del trabajo colaborativo de tres estudiantes para
resolver una situacion problema; consideramos que tal caso ilustra un
tipo de interaccién en el que la produccién del grupo no es la reunién
de las contribuciones de sus integrantes, surgidas de monologos en
voz alta, sino mas bien la construcciéon conjunta a través del didlogo
de ellos; en ese sentido, el caso representa bien una caracteristica de
la interaccion social que consideramos clave para el aprendizaje de la
demostracion.

Conversacién instruccional. Es a través de este tipo de interacciéon
como se va construyendo colectivamente el contenido geométrico que
se trata en la clase. Después del trabajo de los estudiantes, el profe-
sor gestiona la socializacion de las producciones de éstos con miras
a guiar a la comunidad en la construccion de significados comparti-
dos y en la organizacién colectiva de las ideas que encontraron para
producir las demostraciones. Cuando los estudiantes han tenido que
producir conjeturas, en el proceso de analizarlas el profesor juega un
papel clave en la determinacién de la secuencia en que estas se revi-
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san, teniendo en cuenta dos criterios: el examen de una conjetura no
debe quitarle sentido al examen de otra, y tal examen debe respetar la
organizacidn tedrica que permite construir sobre unos elementos para
obtener otros.

A través de una conversacién instruccional del profesor con uno o
varios estudiantes sobre las producciones presentadas, se favorece
la construccion colectiva de significados que tiene lugar cuando los
miembros mas experimentados de una cultura instruyen a los menos
experimentados (Tharp y Gallimore, 1988, citado en Forman, 1996).
En esta conversacion se llevan a cabo acciones como responder pre-
guntas que ayudan a ganar familiaridad y comprension de los objetos
geométricos involucrados, aceptar o rechazar las conjeturas formula-
das, revisar la formulacién misma de las conjeturas, establecer la defi-
nicion de un objeto que interviene en la situacion, etc.

Conversacién matemdtica. En el marco de una conversacién mate-
mdtica, considerada como el didlogo entre el profesor y los estudian-
tes (o entre los estudiantes) sobre un tema matematico especifico,
las ideas se comunican, se comentan y se critican. No nos referimos
a esta interacciéon como una discusion matematica porque ello im-
plica que los estudiantes tienen una posicion definida con respecto a
una idea matematica y que pueden confrontarla con otras; en nuestro
caso, esto no ocurre pues para los estudiantes de ese nivel, esta tarea
es algo compleja. Consideramos que en una interaccién como esta, la
participacion estudiantil se hace mas auténoma, auténtica y relevan-
te, lo que permite que el profesor actiie como un miembro mas de la
comunidad en aspectos relacionados con contenido matematico. En
esta conversacion, la responsabilidad de culminar con éxito una tarea
recae en toda la comunidad. El papel del profesor se enfoca en admi-
nistrar las propuestas de los estudiantes, controlar el uso correcto de
los elementos del sistema tedrico, e institucionalizar el conocimiento.
En resumen, el profesor es el director de una orquesta en la que cada
miembro contribuye con sus conocimientos y el maestro armoniza sus
ideas, dando la entrada en el momento preciso para producir una gran
obra: la organizacién de unos elementos que surgen y que van confor-
mando un sistema tedrico.

El tercer elemento de la aproximacién metodolédgica a la ensefianza de
la demostracién, se enfoca en la importancia de la geometria dindmica
como herramienta de mediacién en el proceso de aprender a demos-
trar. Siguiendo a muchos investigadores en el campo (e. g., Furinghetti



y Paola, 2003; Hanna, 2000; Laborde, 2000; Mariotti, 2000; Christou,
Mousoulides, Pittalis y Pita-Pantazi, 2004), suponemos que si vincu-
lamos las tareas de construccién geométrica con las practicas de jus-
tificar y organizar sistemas tedricos, incrementamos la posibilidad de
aprender a demostrar.

Hemos podido reconocer que el uso de la geometria dindmica pue-
de mediar en varios asuntos que son de importancia fundamental en
el aprendizaje de la demostraciéon (Camargo, Samper y Perry, 2006,
2007; Perry, Samper y Camargo, 2006). Dado que los principios pre-
sentes en el disefio del programa Cabri se corresponden esencialmente
con los postulados de la geometria euclidiana, es premisa subyacente
tras la innovacién que por medio de la geometria dindmica es posible
establecer conjeturas, sobre propiedades invariantes bajo el arrastre,
con un alto grado de probabilidad de que ellas sean verdaderas en el
sistema tedrico en construccién. A continuacidon puntualizamos sucin-
tamente el papel que desempefia la geometria dindmica en la clase.

Entender que el cumplimiento de la tesis de un enunciado “si... enton-
ces...” depende de todas las condiciones de la hipétesis. La mayoria de los
postulados, definiciones y teoremas en geometria se enuncian usando
la estructura légica de una proposicién condicional, sea esta explicita o
implicita en la respectiva formulaciéon. Ademas, dos de las estructuras
basicas para establecer validez matematica son los denominados Mo-
dus Ponendo Ponens y Modus Tollendo Tollens, esquemas que hacen
uso de la condicional. Una utilizacién apropiada de las definiciones,
postulados y teoremas en el contexto de la actividad demostrativa re-
quiere reconocer en su formulacidn la estructura subyacente del enun-
ciado condicional y comprenderlo como un objeto matematico cuyas
propiedades quedan bien definidas desde la l6gica matematica. Para
captar mejor las condiciones exigidas en una definicién o un teore-
ma, el uso de la geometria dinamica se constituye en un apoyo para
estudiar las consecuencias de eliminar parte de las condiciones de la
hipétesis del teorema, o alguna de las propiedades de la definicidn, y
de esta manera comprender el papel que cumple cada una de ellas; asi,
puede decidirse si son imprescindibles. En el analisis de situaciones de
este tipo, es innegable que la posibilidad de hacer de manera rapida y
precisa diversas construcciones permite ilustrar cémo la ausencia de
alguna condicién distorsiona los resultados que se esperan.

Propiciar la creatividad, a través de construcciones auxiliares, para
elaborar argumentos que llevan a la demostracién de teoremas. La faci-
lidad de hacer construcciones auxiliares de diversa naturaleza y elimi-
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narlas si no dan los frutos esperados es uno de los factores que hacen
de los programas de geometria dindmica una herramienta poderosa
en la busqueda de una justificacion. La visualizacion de una represen-
tacidn fiel a las condiciones establecidas en la situaciéon permite evo-
car elementos del sistema tedrico que posiblemente resulten utiles en
una demostracion.

Crear situaciones que dan lugar a suficientes resultados para poder
construir una porcién del sistema tedrico. Este es un uso de la geome-
tria dinAmica muy importante para hacer posible la participacién au-
tonoma y relevante de los estudiantes en la actividad demostrativa
que tiene lugar en la clase. A partir de una situacién problema abierta,
que favorece la exploracion de propiedades geométricas, los estudian-
tes producen un conjunto diverso de conjeturas que, con la guia del
profesor, se van organizando dentro del sistema tedrico.

Corroborar las conjeturas formuladas por otros. Cuando los estu-
diantes exploran situaciones problema abiertas y enuncian sus con-
jeturas, una estrategia que puede usar el profesor para determinar si
una conjetura formulada se corresponde con las condiciones de de-
pendencia creadas, al hacer la construccidn, es solicitar a los estudian-
tes un recuento del procedimiento de construccion, pues en ocasiones
los estudiantes no perciben las condiciones reales “que han dado” a su
construccién y por tanto, la hipotesis de la conjetura formulada no es
correcta. En estas ocasiones, se busca que los estudiantes realicen la
construccién propuesta en una conjetura para analizar la validez de
esta. La opcién Revisar Construccion que tienen incorporada los pro-
gramas de geometria dindmica es muy util en este proceso.

Entender el desarrollo 16gico de una demostracién. En aquellas si-
tuaciones tedricas que buscan establecer la existencia de un objeto
geométrico con propiedades especiales, el proceso necesario, desde la
teoria, para desarrollar una demostraciéon basicamente coincide con la
organizacién requerida para realizar la construccion en el ambiente de
la geometria dindmica.

Descubrir relaciones geométricas entre las partes de figuras, que se po-
drian involucrar en la demostracién. Cuando se enuncia una situacion
geométrica sin la correspondiente representacion grafica, el hecho de
poder realizarla con geometria dindmica, con las propiedades que exi-
gen las condiciones establecidas en la hipétesis, da lugar a que la ex-
ploracién de la figura refleje confiablemente las relaciones geométricas
que existen entre las partes constituyentes de la figura. Tales relaciones
pueden evocar elementos tedricos valiosos para la demostracion.



En esta innovacion es claro que la evaluacion realizada a los estudian-
tes cumple dos funciones diferentes: por un lado, da informacién sobre
los resultados del aprendizaje, y, por otro lado, hace parte del proceso
mismo de aprendizaje. Relativas a la primera funcion, se hacen en el
curso cuatro tipos de tareas:

Comprobaciones periddicas. Se realizan cinco en total, una cada tres
semanas. Los estudiantes de manera individual y ocasionalmente
usando la geometria dinamica deben responder a dos o tres pregun-
tas. Se busca evaluar el grado de conocimiento de la teoria y el avance
en la competencia demostrativa. Aun cuando las discusiones en clase
tienden a tener un toque de informalidad, en las comprobaciones, se-
gun lo solicitado, los estudiantes deben realizar o bien un desarrollo
cuidadoso y completo, justificando con elementos tedricos cada paso
de la demostracion, o bien presentar un plan que incluya los pasos im-
portantes para desarrollar la demostracién.

Tareas para realizar fuera del aula. En la Gltima sesion semanal, el
profesor asigna a los estudiantes un conjunto de tres o cuatro pro-
blemas relacionados con el tema que se traté durante la semana. Son
problemas disefiados por el profesor o tomados del libro de Moise y
Downs; con frecuencia se incluyen preguntas surgidas durante la se-
mana que quedaron sin responder o sin desarrollar en detalle. Los es-
tudiantes, en grupos de tres constituidos desde el comienzo del cur-
so, deben entregar por escrito el desarrollo de la tarea en la primera
sesion de la siguiente semana. Durante la semana, el profesor dedica
tiempo a comentar el trabajo realizado destacando errores y aciertos.

Cuaderno comunal de notas de clase. La toma de notas de lo que se
trabaja en el aula es una tarea que se distribuye entre los estudiantes,
organizados en grupos de tres, y en la que también participa el pro-
fesor. A lo largo del semestre, en cuatro o cinco oportunidades, cada
grupo tiene la responsabilidad de hacer un informe escrito de lo que
se tratd en sendas sesiones especificas. El informe debe incluir no solo
el problema en torno al cual giré el desarrollo tematico de la clase, los
elementos que se introducen al sistema tedrico y las demostraciones
realizadas sino también las diferentes propuestas hechas por los es-
tudiantes para construir las justificaciones, indicando cuales de ellas
se aceptaron, cuales no y por qué no se aceptaron; asi mismo deben
quedar registradas las actuaciones problematicas que el profesor des-
taco y el tratamiento apropiado sugerido por el profesor. Finalmente,
se debe mencionar cudl fue el uso dado a la geometria dindmica. Una
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vez que el grupo entrega sus notas de clase al profesor, este hace los
ajustes que considera necesarios produciendo asi la version definitiva
del informe, y la envia por correo electrdnico a todos los estudiantes.

Examen final. Alas distintas secciones del curso se les pone el mismo
examen final, disefiado con la participacion de los profesores que las
hayan tenido a su cargo durante el semestre; de esa manera, el cono-
cimiento y las competencias que se sondean son mas bien generales.

Con respecto a la segunda funcion, todas las tareas que realizan los
estudiantes reciben de manera oportuna una realimentacion en la que
se destacan, por un lado, los errores cometidos por los estudiantes y,
por otro, soluciones interesantes. Con el analisis de las ideas erréneas
de los estudiantes se busca determinar qué elementos de estas son tti-
les para construir a partir de ellos algin hecho geométrico verdadero
o rescatar aspectos, ya sea en las construcciones o en el andlisis de las
situaciones, que han pasado inadvertidos por otros miembros de la
comunidad. Es por ello que toda idea que profiere el estudiante, sea
equivocada o no, merece un reconocimiento.

Todo proceso de innovacién requiere una evaluacién. Hemos em-
prendido la tarea de determinar las posibilidades reales de éxito que
tiene la aproximacién metodoldgica configurada durante nuestra inno-
vacion para favorecer el aprendizaje de la demostraciéon. Hemos reali-
zado dos estudios sobre la actividad demostrativa de un grupo de tres
estudiantes a quienes se les pidi6 resolver un problema sin la inter-
vencion del profesor (Perry, Molina, Camargo, Samper, 2011; Molina,
Samper, Perry, Camargo, 2011). Los estudios se realizaron teniendo
en cuenta nuestra concepcion de lo que es aprender a demostrar y la
relacion que establecemos entre esta y el modelo de comportamiento
racional de Habermas tal como lo adaptan Morselli y Boero (2009). En
el primero, nos concentramos en el proceso de argumentacién desa-
rrollado por los estudiantes y en el segundo en el proceso de genera-
cién y desarrollo de ideas matematicas subyacentes a la produccion
de un teorema. Dichos analisis nos permiten asegurar que, en general,
se evidencia que los estudiantes tienen habilidad en el manejo de los
aspectos comunicativo, teleolégico y epistémico del comportamiento
racional y que, por tanto, estdn aprendiendo a demostrar.
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n este capitulo exponemos algunas actuaciones problematicas

relacionadas con la comprensién del enunciado condicional,

que hemos identificado en los estudiantes y que definitivamente
afectan el aprendizaje de la demostracion. Presentamos también una
breve descripcion de estrategias didacticas que hemos disefiado para
modificar la actuacién de los estudiantes. Denotamos como actuacio-
nes problemdticas aquellas acciones que alejan al estudiante de la com-
prension que la comunidad matematica tiene de un objeto matemati-
co. El uso de la palabra “problematica” no hace referencia a problemas
en el desarrollo cognitivo de los estudiantes; tan solo es una forma de
indicar que estamos atendiendo aspectos del comportamiento del es-
tudiante que deben cambiar si queremos que ellos puedan tener una
participaciéon autébnoma y relevante en la actividad demostrativa.

El enunciado condicional tal como se usa en matematicas es un ob-
jeto de naturaleza compleja cuyo aprendizaje parece no darse per se
con la maduracién intelectual del sujeto o con su uso en la logica co-
tidiana, también denominada légica natural. Duval (1991) sefiala que
aunque la légica cotidiana hace uso de formas lingtiisticas y conectivas
proposicionales propias de la l6gica matematica, la condicional, en el
uso cotidiano, no se considera como un enunciado compuesto de dos
proposiciones cuya formulacion o uso exige tener la seguridad de que
las condiciones suficientes, expresadas en el antecedente, existen para
asegurar como resultado necesario de ellas el consecuente, operacion
imprescindible en la formulaciéon de un argumento deductivo. Es de-
cir, en el manejo de un enunciado condicional en la l6gica natural no
se realiza operacion alguna para verificar si se tienen las condiciones
suficientes establecidas en el antecedente de la condicional para asi
poder concluir el consecuente. Segiin el investigador, la manera de
operar en la argumentacién cotidiana lleva a no discriminar el estatus
operatorio —la funcién— de cada proposicion involucrada en un paso
de deduccion.

Asociado al problema mencionado por Duval (1991), pero sin enfo-
carse el momento de la formulacién de condicionales sino en el de su
uso, Laudien (1999) encontrd evidencia empirica para apoyar la tesis
de que los estudiantes malinterpretan el enunciado condicional (si-en-
tonces) entendiéndolo como un enunciado bicondicional (siy solo si).
Explicamos este asunto asi: en el uso cotidiano, la proposicién condi-
cional esta compuesta por dos proposiciones que, tacita o explicita-



mente, se consideran verdaderas; esto lleva a que tanto la condicional
como la reciproca de esta se tomen como afirmaciones verdaderas. Por
ejemplo, si un padre establece para su hijo la siguiente regla: “si sacas
promedio por encima de 39, te regalo un teléfono celular”, la interpre-
tacion que usualmente se asigna a este enunciado lleva a concluir que
si el padre le regald un celular, el promedio del estudiante fue superior
a 39 y si el promedio no fue superior a 39, el padre no le regal6 un ce-
lular. Es decir, se usan la condicional y su reciproca como equivalentes.

Esa idea limitada de la condicional es problematica a la hora de
usarla en deducciones, pues conduce a esquemas de razonamiento no
validos que Laudien denomina “negacion del antecedente” y “afirma-
cion del consecuente”. El primero se refiere a la situacién en que, ante
la presentacion de una condicional (p — ¢q) y la negacién del ante-
cedente (—p), los estudiantes concluyen la negacién del consecuente
(7q), en lugar de reconocer que los datos dados no permiten decidir,
desde la légica matematica, si un objeto tiene la propiedad cuando
no tiene la propiedad . Para seguir con el ejemplo, si el hijo obtiene
un promedio de 35, el esquema de razonamiento que obedece a in-
terpretar como bicondicional la regla enunciada por el padre, lleva a
las personas a concluir que este no le regalara un celular. Pero, si se
analiza la situacién desde la matematica, revisando la tabla de verdad
de la condicional, habria que reconocer que es imposible determinar
lo que hard el padre. Debido a la interpretaciéon dada por los estudian-
tes es dificil que ellos comprendan que en la matematica, dadas una
condicional y la negacion de su antecedente, es igualmente posible que
se dé el consecuente como que no se dé (la situaciéon p — q verdadero
y p falso se da tanto cuando q es verdadero como cuando es falso). El
segundo esquema de razonamiento no valido, ocurre cuando, frente a
una condicional (p — q) y la afirmacién del consecuente (q), los estu-
diantes concluyen que es verdadero, de nuevo desconociendo la impo-
sibilidad de determinar si el antecedente se da o no. En el ejemplo, la
interpretacion de la regla establecida por el padre lleva a que los estu-
diantes afirmen que debido a que el padre le regal4 un celular a su hijo,
el promedio de este tuvo que haber sido superior a 39. De nuevo, si se
trata de una condicional analizada segtn la tabla de verdad, es imposi-
ble saber si el antecedente fue verdadero o no. En resumen, el razona-
miento no valido, en ambos casos, surge porque en el imaginario de los
estudiantes no existe la idea de que la combinacién antecedente falso
y consecuente verdadero determina una condicional verdadera, desde
el punto de vista matematico. Las respuestas de los estudiantes, pro-
ducto de los esquemas de razonamiento no validos, serian adecuadas
para las preguntas hechas si se tuviera un enunciado bicondicional.
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En busca de una explicacién en términos del efecto de la ensefianza,
y no solamente de la asociacion con lalégica cotidiana, Hoyles y Kiiche-
mann (2002), destacan que, en lo que concierne al desarrollo del ra-
zonamiento deductivo, las experiencias escolares de los estudiantes se
reducen usualmente a la interpretacion de la condicional l6gica como
una proposicion hipotética, cuyo enunciado es de la forma “Si, ” y que
generalmente se refiere al caso en el que el antecedente es verdadero.
Deloustal-Jorrand (2002) denomina esta concepcién de condicional
como concepcion causal de la condicional, y menciona que tal inter-
pretacion induce a los estudiantes a centrarse en el caracter temporal
del fendmeno al que refiere la condicional y no en el efecto que el valor
de verdad de las proposiciones y tiene sobre el valor de verdad de la
expresion condicional . En diferentes grupos de estudiantes que han
tomado nuestro curso Geometria Plana, hemos podido evidenciar di-
versos tipos de actuaciones problematicas relacionadas con la formu-
lacidn de enunciados condicionales. Con frecuencia encontramos que,
contrario a nuestras expectativas, la construccién hecha en geometria
dindmica y la exploracidn realizada no conducen a la formulacién de
una condicional que asocie apropiadamente el antecedente de esta
con las propiedades que se usaron en la construccioén o se impusieron
por arrastre de los objetos libres, y el consecuente de la condicional
con las propiedades que se “descubren” en la exploracidn.

Las actuaciones problematicas al respecto consisten en formular:
(a) una condicional en la que no se menciona, en la hipotesis o en la
tesis, las condiciones establecidas en el enunciado de la situacion pro-
puesta o las que se generan por la construccion; (b) una condicional
cuyo antecedente esta compuesto por las relaciones que se obtuvieron
y no por las dadas o las construidas, es decir, la conjetura enuncia la
proposicion reciproca de la condicional modelada en la geometria di-
namica; (c) una condicional que generaliza una propiedad, a partir de
un caso particular que se evidencia en la construccion hecha; (d) una
condicional que no incluye todas las condiciones que se evidencian en
la construccién, desconociendo asi que al representar una situacion
general, se espera que estas se reporten como resultado.

A partir del estudio cuidadoso de estas dificultades hemos identifi-
cado mas puntualmente los asuntos problematicos que se evidencian
en el trabajo de los estudiantes. A continuacién definimos cada asunto
problematico y presentamos las estrategias que hemos puesto en jue-
go para atender dichos asuntos.



Se concibe la condicional de manera restringida, considerando que
esta se refiere Unicamente a casos en los que el antecedente es ver-
dadero. Esta actuacion problematica esta relacionada con el significa-
do de una afirmacién condicional desde el punto de vista de la logica.
Aunque este asunto problematico no se evidencia con frecuencia en el
curso pues no es usual tener que examinar la validez de una afirma-
cion en la cual es posible que el antecedente sea falso, (especialmente
porque en geometria la mayoria de los problemas propuestos esta-
blecen como verdaderas todas las condiciones dadas), es importante
estar pendientes de situaciones en las que se puede tratar este asunto
con los estudiantes. Por ejemplo, para entender que un conjunto de
puntos unitario es convexo se requiere hacer un analisis de la defini-
cién desde esta Optica. La definicién establece como conjunto de pun-
tos convexo aquel que satisface la siguiente condicional: si dos puntos
Ay B pertenecen al conjunto X entonces el AB C X. Asi, en este caso, el
antecedente es falso (pues no se tiene un conjunto con al menos dos
puntos) y por ello la condicional es verdadera; por tanto, el conjunto
es convexo.

La condicional se considera como un todo conformado por dos pro-
posiciones cuya relacidn, si se considera, es vaga, difusa. Es decir, los
estudiantes no estan conscientes de la relaciéon de dependencia o in-
clusiéon que ahi se expresa. Esto lleva a tratar las proposiciones o sus
negaciones, involucradas en la condicional, como si su posicién en esta
pudiera ser intercambiada sin afectar el correspondiente valor de ver-
dad y su respectivo significado. Por lo tanto, los estudiantes usan la
reciproca como si fuera equivalente a la condicional o la inversa como
la negacion de esta. Asi por ejemplo, se considera que la regla “si sacas
promedio por encima de 39, te regalo un teléfono celular” es equiva-
lente a “si te regalo un teléfono celular entonces sacas promedio por
encima de 39” (reciproca) o “si no sacas promedio por encima de 39,
no te regalo un teléfono celular” (inversa) equivalente a “si no te re-
galo un teléfono celular entonces no sacas promedio por encima de
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39” (contrarreciproca). Este asunto problematico surge con frecuencia
cuando se hace demostracién indirecta.

Se formula un enunciado condicional que no incluye la informacién
significativa y relevante para reportar una propiedad. Esta actuacion
surge cuando se expresa en el formato si-entonces una condicional
dada en otros términos o cuando se reescribe para hacerla opera-
tiva para su demostracion. Los estudiantes pueden no incluir una
condicién que deberia hacer parte del antecedente aun si esta se da
explicitamente. Por ejemplo, puede ocurrir que la afirmacion “Si un
tridngulo es isOsceles entonces las alturas a los lados congruentes son
congruentes” que deberia expresarse como: “Si un 4ABC es isdsceles,
conAB = ACy CXy BY alturas, entonces CX = BY”, los estudiantes la es-
criban asi: “Si un 4ABC es is6sceles con CX = BY”, entonces CX y BY son
alturas y son congruentes”. Es decir, los estudiantes usualmente colo-
can la ultima propiedad del antecedente como parte del consecuente.

La relaciéon de dependencia que se expresa en la condicional es inco-
rrecta o incompleta. Esta actuacion se da cuando se enuncian conjetu-
ras obtenidas de exploraciones con geometria dindmica. La conjetura
formulada puede no ser una generalizacién verdadera, inducida a par-
tir de un caso particular visto en la exploracion, o puede ser una afir-
macién en la cual se hace caso omiso de alguna propiedad construida
o resultante en la figura. La conjetura es inconsistente con el proceso
de construccion por alguna de las siguientes razones: en el anteceden-
te se mencionan propiedades que surgieron de la construccion, no se
incluyen todas las condiciones impuestas en el proceso o algunas de
las propiedades construidas se mencionan en el consecuente, o la con-
jetura no reporta todas las propiedades invariantes que claramente
conlleva la construccion. Por ejemplo, después de construir un rectan-
gulo y medir las diagonales y los segmentos determinados por el pun-



to de interseccion de estas, un estudiante formula la conjetura “Si un
OABCD es un rectangulo y las diagonales son congruentes entonces las
diagonales se bisecan”; sin embargo, como el estudiante construy6 el
rectangulo y luego midio las diagonales y los segmentos determinados
por el punto de interseccién de estas, las dos propiedades de las diago-
nales deberian ser parte del consecuente de la conjetura.

Esta actuacion problematica consistente en obtener una conclusion a
partir de un enunciado condicional sin examinar si este es aplicable
(es decir, sin examinar si se tienen todas las condiciones impuestas
en el antecedente de la condicional) afecta la produccion de argumen-
tos deductivos. Por ejemplo, un estudiante demuestra que dos lados
correspondientes de dos tridngulos son congruentes y en el siguiente
paso, concluye que los tridngulos son congruentes aludiendo al crite-
rio hipotenusa-cateto. La actuacién problematica reside en haber apli-
cado el criterio de congruencia triangular hipotenusa-cateto sin haber
determinado previamente que los tridngulos en cuestion eran rectan-
gulos.

Hemos disefiado estrategias didacticas que aplicadas sistematicamen-
te en el curso pueden ayudar a los estudiantes a superar las actuacio-
nes problematicas. Para el disefio de las estrategias tuvimos en cuenta
la necesidad de:

1. Aclarar la estructura légica de la condicional y el papel que juega
cada componente de una proposicion de la forma si-entonces;

2. Dar significado a la condicional a partir del establecimiento de rela-
ciones de dependencia entre propiedades geométricas;

3. Diferenciar entre una proposicién condicional, su inversa, su reci-
procay su contrarreciproca;

43



44

4. Enfatizar en acciones de caracter heuristico asociadas al proceso de
la actividad demostrativa para favorecer la construccién de conje-
turas de la forma si-entonces que dan significado a la condicional;

5. Identificar el papel que juega la condicional en la construccién de
una justificacion matematica y en el mecanismo para producir una
cadena deductiva;

6. Establecer normas sociomatematicas (Yackel y Cobb, 1996) que in-
centiven a los estudiantes a hacer explicitos sus razonamientos y a
construir demostraciones en forma colectiva.

Un denominador comun de todas las estrategias es el andlisis de afir-
maciones condicionales incorrectas en el marco de las conversaciones
matematicas (ver capitulo anterior). Creemos que estos actos social-
mente compartidos influyen de manera considerable en el aprendizaje
de los estudiantes. Es usual que no todos los estudiantes interpreten
informacidn visual o textual de la misma forma, y por medio de la inte-
raccién generada, sus diferentes interpretaciones se complementan o
se modifican. Usualmente, es necesario acudir a la geometria dindmica
para construir las condiciones exigidas en el antecedente de una con-
dicional propuesta, examinar la figura resultante y verificar posibles
inconsistencias entre lo que se propone como consecuente y lo que se
puede proponer realmente. La realimentaciéon dada por la geometria
dindmica esta en conformidad con el sistema teérico que se consolida
colectivamente y se convierte en uno de los factores que viabiliza la
participacién auténoma y relevante de los estudiantes en la actividad
demostrativa. Las Estrategias Ay C estan relacionadas con situaciones
especificas: la Estrategia A, con la situacién en la que una condicional
no esta dada en el formato si-entonces; la Estrategia C, con situaciones
que requieren una exploraciéon mediada por un artefacto de construc-
cién para establecer un hecho geométrico. Las Estrategias B y D estan
ligadas al proceso deductivo seguido para obtener una conclusién va-
lida, ya sea que se comience con un postulado o un teorema conocido
o con una afirmacion que los estudiantes consideran es equivalente a
éstos, tal como el enunciado converso o el inverso.

El propésito principal de la Estrategia A es proveer mecanismos para
que los estudiantes comprendan la estructura de un enunciado con-
dicional, y puedan hacer de la informacién -obtenida al resolver un
problema o al reformular un enunciado en la forma si-entonces- una
fuente fiable para la demostracion. Esperamos que los estudiantes



puedan superar las actuaciones problematicas 3 y 4. La estrategia con-
siste en las siguientes acciones: a. solicitar la identificacién completa
de la hipétesis y la tesis de los enunciados condicionales y su reformu-
lacién en el formato si-entonces, si es pertinente; b. proponer la refor-
mulacién de la afirmacién en términos especificos, usando los nom-
bres dados a los objetos de las figuras que modelan la afirmacién. El
ejercicio de identificar las proposiciones que conforman la condicional
y colocarlas en un patroén lingiiistico especifico ayuda a reconocer que
la condicional involucra dos proposiciones que no se pueden inter-
cambiar, enfatizando sus papeles especificos: la hipdtesis contiene la
informacidn aceptada como verdadera y la tesis es aquello que debe
establecerse como verdadero. Se busca que determinen completa-
mente la informacién que contiene la condicional. Las razones por las
cuales se solicita reformular la condicional son: facilitar la comunica-
cién entre estudiantes, contribuir a la interpretacién de la afirmacién
y aclarar la relacion légica entre hipdtesis y tesis o entre antecedente
y consecuente. El uso de nombres especificos ayuda a que los estu-
diantes representen la situacién, y por medio de ella: identifiquen ex-
plicitamente las condiciones expresadas en la hipétesis, compartan lo
que hicieron para construir y explorar la situacién, y expresen lo que
piensan y ven en la representacion.

La Estrategia B se enfoca, en reconocer, por una parte, la diferencia en-
tre una condicional dada y las condicionales, que denominamos aqui,
asociadas a la original, a saber: reciproca, inversa y contrarreciproca,
y por otra, las relaciones entre ellas. Se usa en el contexto de construc-
ciéon de demostraciones. Esperamos que los estudiantes tengan ele-
mentos para darse cuenta por qué el uso de proposiciones asociadas
con la condicional no siempre lleva a un argumento valido. Es decir,
esta estrategia fue disefiada para dirigirse a las actuaciones problema-
ticas 1y 2. Las acciones de la Estrategia B son: a. examinar si el uso de
una condicional asociada provee una argumento valido; b. explicitar el
significado de una condicional y sus condicionales asociadas; c. propo-
ner el uso de la simbolizacion l6gica de las proposiciones involucradas
en una argumentacion para: comparar el esquema de razonamiento
representado con otros esquemas de razonamiento validos; analizar
la tabla de verdad; identificar y analizar cualquier discrepancia entre
los argumentos de los estudiantes, (tales como la negacion del ante-
cedente o la afirmacién del consecuente), con los esquemas de razo-
namiento validos. Por ejemplo, cuando el argumento de un estudiante
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corresponde al esquema de afirmacion del consecuente, se invita a los
estudiantes a simbolizar las afirmaciones usadas, representar el es-
quema de razonamiento y destacar los casos de consecuente verdade-
ro y condicional verdadera, para mirar cémo corresponden tanto a un
antecedente verdadero como a uno falso.

En el contexto de las exploraciones realizadas con la geometria di-
namica, es norma sociomatematica que los estudiantes formulen sus
descubrimientos como proposiciones en el formato si-entonces. Ahi
no es infrecuente encontrar producciones de los estudiantes en las
que se evidencia que la comprensiéon de la condicional es limitada o
esta distorsionada. La Estrategia C se disefi6 para apoyar la compren-
sion de la estructura de la condicional, especificamente para resaltar
las dos partes que la componen y la relacion entre ellas, recurriendo a
las relaciones de dependencia entre propiedades que se pueden visua-
lizar en las construcciones geométricas dindmicas.? Se propuso para
ayudar a los estudiantes a superar la actuaciéon problematica 4. Las
acciones de la Estrategia C son: a. solicitar una descripcion de todas las
acciones realizadas durante el proceso de construccion y exploracion
con geometria dinamica; b. identificar las propiedades construidas y
las que resultan. En conversaciones matematicas, los estudiantes com-
parten sus experiencias, identifican errores, comprenden por qué lo
son, descubren hechos geométricos, y articulan colectivamente al sis-
tema tedrico la proposicién que sera un teorema.

Esta estrategia estd centrada en el proceso deductivo necesario para
establecer pasos de una demostracion. Por lo tanto, esta relacionada
con el uso de condicionales y la actuacién problematica 5. Las siguien-
tes son las acciones incluidas en la Estrategia D: a. solicitar la iden-
tificaciéon de definiciones, postulados y teoremas que tengan como

2 Estaestrategia se apoya en la concepcion causal de la condicional que, tal como lo
mencionamos anteriormente, no es la que se usa en matematicas pues excluye los
casos en los que el antecedente de la condicional es falso. Aun asi, consideramos
util la estrategia pero somos conscientes de la necesidad de contrarrestar esta
limitacién a través de otras estrategias en las que subyazga la concepcién mate-
matica.



conclusidn una proposicién que corresponda a la afirmacién que debe
demostrarse o que tenga una relacién muy cercana a esta; es decir,
se busca que los estudiantes realicen, colectivamente, un proceso ab-
ductivo y encuentren, por esa via, una posible hipotesis para un hecho
geométrico cuya conclusidn se conoce; luego, se revisa cada condicion
de la hipdtesis escogida para hacer un contraste con la informacion
que previamente se ha establecido en la demostracién y se determina
su utilidad para esta; b. analizar por qué se propone una construccion
auxiliar en una demostracién; para ello, se invita a los estudiantes a
identificar la situaciéon que se genera con la construccién auxiliar y
los vinculos que se pueden establecer con la informacién que se tenia
previamente para avanzar en la demostracion; esta accién se enfoca
en la posibilidad de introducir otros elementos tedricos que ayuden
al progreso del proceso deductivo; c. solicitar el analisis de todas las
condiciones de la hipdtesis de un hecho geométrico que se quiere usar
en un proceso deductivo para ver si todas ellas se han establecido pre-
viamente; d. exigir, en cada paso de la demostracidn, la identificacion
de los pasos previos de esta que se han usado para obtener la corres-
pondiente conclusion, para asi reafirmar que esta es consecuencia 16-
gica de aquellos pasos. Las dos ultimas acciones estan centradas en
asegurar el uso de esquemas de razonamiento validos.

La gran cantidad de acciones que se tienen que articular para producir
una demostracion hace dificil la ensefianza y el aprendizaje de esta.
Como se evidencia de la seccion anterior, construir una demostracion
matematica requiere, entre otras acciones, identificar el antecedente
y el consecuente de un enunciado condicional; reconocer todas las
condiciones, incluso las tacitas, que hacen parte del antecedente de
un teorema, un postulado o una definicién para verificar su existen-
cia ya sea como informaciéon dada o deducida y poder decidir si un
cierto hecho se puede usar para deducir informacién; usar esquemas
de deduccidn valida; asignar el estatus tedrico correspondiente a una
proposicion que se usa como garantia de una conclusion; e identificar
aquello que se debe demostrar.

La representacion figural, el lenguaje natural y la notacién especia-
lizada son registros regularmente usados en un curso de geometria
para la construccién de demostraciones. Sin embargo, tal como lo se-
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fiala Duval (2007), hacen falta otros registros para ayudar a los estu-
diantes a organizar sus ideas y a entender como las diferentes proposi-
ciones entran en juego para formar una cadena deductiva que permita
ir desde hechos conocidos a una conclusion.

Hemos disefado, en calidad de propuesta didactica, una secuencia
de cinco tipos de diagramas que pueden constituirse en registros va-
liosos durante el proceso de aprendizaje. Cada tipo de diagrama es util
para una cierta clase de tareas de deduccidn, mediante las cuales se
apoya el aprendizaje de la demostracion. Los diferentes diagramas se
usan como recursos para: indicar relaciones entre propiedades; dife-
renciar el antecedente y el consecuente de una proposicién condicio-
nal; reconocer el estatus operativo de una proposicién condicional; y
enfatizar el estatus teérico de una proposicién (su funcion especifica
como definicion, postulado o teorema dentro del sistema teérico de
referencia). Tenemos la tesis de que al usar estos diagramas, los estu-
diantes pueden entender por qué los teoremas, postulados y definicio-
nes demuestran, en efecto, un enunciado, y pueden diferenciar entre el
estatus de una proposicion y el contenido de ella, elementos que Duval
considera imprescindibles para aprender a demostrar: “Una demos-
traciéon no puede operar como demostracion hasta que haya una com-
prension de la organizacion deductiva especifica del discurso” (Duval,
2007, p. 159).

Reconocemos que el uso de cualquier herramienta en la construc-
cién de conocimiento matematico influye sobre como se representan
las ideas, como se usan en argumentos, se presentan y se defienden, y
cémo se razona. Nuestros diagramas en si mismos solo resaltan la es-
tructura ternaria de las proposiciones; por tanto, es el profesor quien
los hace significativos y eficaces.

Aunque en el curso Geometria Plana solo empleamos los dos ultimos
tipos de diagramas, presentamos los cinco por considerar que cono-
cer la secuencia completa le permite al profesor remontar sus explica-
ciones a la conceptualizacién misma de los enunciados condicionales.
Los primeros cuatro tipos de diagramas son herramientas principales
en el curso Elementos de Geometria pues en ese curso se trabajan los
aspectos mencionados en el Capitulo 1 (e. g, el significado de una de-
finicidn, el proceso deductivo usando Modus Ponens) concentrandose
mas en ellos que en conformar un sistema teérico.



El diagrama para definiciones (de ahora en adelante denominado dia-
grama-definicion) estd constituido por tres marcadores de posicién.
Los marcadores de posicién tienen diferentes formas para indicar fun-
ciones diferentes de las proposiciones que los pueden sustituir. El que
tiene forma de rombo se destina para el nombre del objeto cuya defi-
nicion se estd considerando, y sirve de puente entre las proposiciones
que remplazan a los otros dos marcadores de posicidn, el de forma
rectangular y el évalo. La eleccidn de la forma romboidea, que puede
evocar con relativa facilidad dos flechas opuestas que apuntan a los
dos conjuntos de informacién conectados por la definicion, pretende
poner de manifiesto la naturaleza bicondicional de una definicién. Su
colocacién en un nivel diferente al del 6valo y el rectangulo indica que
ha de recurrirse a la definicion para poder obtener una conclusion.
Los otros dos marcadores de posicidn se distinguen en su forma con
el proposito de indicar que la informacién que cada uno de ellos refie-
re, aunque equivalente, juega una funcién diferente dentro de la de-
duccidn: condiciones que se tienen dadas o conclusion que se obtiene
(Diagrama 6).

D.
/ Cuadrado \
ZA, /B, £C, ZD
0ABCD son angulos rectos.
es un cuadrado AB=BC=CD=AD

Diagrama 6: Ejemplo de diagrama-definicin

Las tareas de deduccidn que promueven el uso de este tipo de dia-
grama varian segun la informacién que se proporciona:

1. Dadas las propiedades definitorias de una figura o relacién geomé-
trica, informacién que se puede colocar en el rectdngulo o el 6valo
gracias a la naturaleza bicondicional de una definicién, el estudian-
te debe identificar de qué objeto se trata y proporcionar el térmi-
no con el que se le conoce, o sabiendo que una figura especifica es
representante de una cierta clase, el estudiante debe explicitar las
propiedades definitorias de tal clase de figura.

2. Dado el término designante de una figura o relacion en el marcador
de posicién destinado para ello, el estudiante debe particularizar el
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objeto de definicion en otro de los marcadores, y en el tercero debe
particularizar las propiedades definitorias.

Se pueden proponer tareas de deduccién durante los procesos de
definicién, encadenando una definiciéon con otra, y usar los diagra-
mas-definiciéon para ilustrar el proceso de razonamiento correspon-
diente. Cada vez que en el curso se elabora o se analiza una definicion,
se puede emplear el diagrama-definicion para ayudar a los estudiantes
a establecer la informacién que se puede deducir de la definicion mis-
ma; de esa manera es posible esperar que ellos recuerden el tipo de
diagrama usado cuando incluyan una definicién como garantia en una
demostracién y, por ende, le asignen correctamente su estatus tedrico.

Como ya lo mencionamos, en el lenguaje cotidiano existe la tendencia
a tratar el enunciado condicional como si antecedente y consecuen-
te fueran intercambiables, y por ello es frecuente confundirlo con su
enunciado converso. Esta interpretacién equivocada conduce a los es-
tudiantes a acciones en las que los enunciados condicionales que pro-
ducen o utilizan no estan de acuerdo con conceptos o procedimientos
matematicos. Como ejemplos, sefialamos al comienzo de este capitulo,
los esquemas de razonamiento no légico denominados afirmacion del
consecuente y negacién del antecedente. El diagrama para enunciados
condicionales que son teoremas o postulados (de ahora en adelante
denominado diagrama-condicional) se usa para ayudar a los estu-
diantes en la comprension de la estructura del enunciado condicional,
para hacerla significativa al establecer la relacién de dependencia en-
tre las propiedades involucradas, y para que recuerden el enunciado
en cuestion. Los componentes del diagrama son los mismos que los
del diagrama-definicién: tres marcadores de posicion. El marcador de
posicion que tiene forma de flecha se destina para el nombre de un
postulado o un teorema, el de forma rectangular para las condiciones
suficientes en la relacién de dependencia y el 6valo para las condicio-
nes necesarias en la relaciéon de dependencia. El marcador que conecta
los dos conjuntos de informacién tiene forma de flecha que apunta ala
proposicion que se puede concluir para enfatizar la relacion de depen-
dencia referida por el enunciado condicional. Su ubicacién en un nivel
diferente al de los otros dos indica que ha de recurrirse al postulado o
al teorema para poder obtener una conclusién (Diagrama 7).



Teorema del
triangulo isésceles

AABC con AB=BC

Diagrama 7: Ejemplo de diagrama-condicional

En tareas en las que se usa este diagrama, la premisa, la conclusién
o la garantia (teorema o postulado), dadas como informacién, rempla-
zan al marcador de posicidn correspondiente; no se incluye una repre-
sentacion figural que presente las condiciones del antecedente.

1. Dado el nombre de un teorema o postulado, el estudiante debe colo-
car el antecedente en el marcador de posicidn rectangular y el con-
secuente en el de forma ovalada. En la produccion del estudiante se
pueden encontrar indicios de si da por sentado que el enunciado
condicional y su converso son equivalentes y la comprension de la
relacion de dependencia en cuestidon.

2. Dado el antecedente de un teorema o de un postulado (no designa-
do aun), el estudiante debe identificar el teorema o postulado, escri-
biendo en la flecha el respectivo nombre, y completar el diagrama
colocando en el 6valo la correspondiente consecuencia. La respues-
ta no siempre es Unica.

3. Dadala tesis de un teorema o postulado (no designado aun), el estu-
diante debe identificar todas las proposiciones condicionales tedri-
cas estudiadas que tienen tal consecuente. De esa manera se preten-
de legitimar el razonamiento abductivo en el aula.

Este diagrama es util para la tarea de obtener una conclusién a partir
de un determinado hecho, caso en el cual la deduccidon esta constituida
por un Unico paso; explicita el papel de cada componente del enuncia-
do condicional en el primer nivel de organizacién de una demostra-
cién (Duval, 2007). El diagrama para deducir (de ahora en adelante
denominado diagrama-deduccién) estd conformado por tres marca-

dores de posicidn titulados “Qué sé”, “Qué uso” y “Qué concluyo” que
corresponden respectivamente a los tres componentes requeridos
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para poner en juego los esquemas de razonamiento Modus Ponendo o
Modus Tollendo Tollens, a saber: la premisa (el hecho dado), la garan-
tia y la conclusioén.

AABC es recto Def1n1c1on.de rectas 4B | BC
perpendiculares

Diagrama 8: Ejemplo de diagrama-deduccion

El tipo de tareas que se proponen para usar este diagrama es similar
al de las disefiadas para el diagrama-condicional pero el contexto es
diferente porque ahora los estudiantes deben deducir. Este diagrama
propicia el uso de la teoria estudiada (definiciones, postulados y teo-
remas) en la deduccion de conclusiones.

Este tipo de diagrama se introduce cuando los estudiantes se han fami-
liarizado suficientemente con los tres tipos de diagramas antes descri-
tos y estan preparados para producir cadenas deductivas de proposi-
ciones para demostrar un enunciado. El diagrama A para demostracion
(de ahora en adelante denominado diagrama A-demostracion) se con-
figura mediante la yuxtaposicion de varios diagramas-deduccion y el
empleo de colores como c6digos para distinguir la hipotesis (verde), la
tesis (rojo) y los varios enunciados que son conclusiones parciales del
proceso deductivo (un color por enunciado). El empleo de color para
distinguir cada enunciado tiene como propdsito resaltar el cambio de
estatus operatorio de una proposiciéon cuando en un paso es conse-
cuencia (ha sido deducida) y en uno posterior es premisa (se cono-
ce); tal cambio se evidencia visualmente cuando un enunciado de un
determinado color estd ubicado en distintos marcadores de posicién.
Es en esta diferenciacion de estatus operatorio dentro de la deduc-
cién donde se evidencia el segundo nivel de la demostracién (Duval,
2007); es decir, se destaca el cambio de ser una conclusién en un paso
a ser un dato en otro paso. Reunir premisas de colores diferentes en el
marcador de posicion “Qué sé” para usar un elemento tedrico en cuyo
antecedente estan incluidas tales premisas deberia habituar a los es-
tudiantes a constatar si se tienen todas las condiciones de la garantia.
Si se da una representacidn figural es posible obtener informacién me-



diante el reconocimiento visual de una propiedad en la figura siempre
y cuando lo permita una regla sociomatematica del aula. La informa-
cion asi obtenida se registra en el marcador de posiciéon “Qué conclu-
yo”, y la garantia correspondiente se registra como “informacién dada
graficamente”. Podemos mencionar como ejemplos de esta situacion:
la interestancia de puntos, los dngulos opuestos por el vértice, los an-
gulos alternos internos, punto en el interior de un angulo.

Ejemplo 1. Determine si el siguiente enunciado es verdadero. Si lo
es, demuéstrelo.

Si C es el punto medio del AE y del BD entonces AB || ED (ver la
figura adjunta).

C es punto medio de AE Definicién punto medio

C es punto medio de DB Definicién punto medio

Informacién dada grafi- 21y £2 son opues-
camente tos por el vértice.

Teorema Angulos
opuestos por el vértice 21 =22
son congruentes

21y £2 son opuestos
por el vértice.

Postulado Lado-angu-
1=,2 lo-lado
Definicion de tridngu-

2EDC = £ABC
los congruentes
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Informacion dada grafi- 2EDCy £ABC son

camente alternos internos
2EDC = £ABC Teorema Angulos alter- -
2EDCy £ABC son alter- | nos congruentes enton- AB || ED
nos internos ces rectas paralelas

El diagrama B de demostracién (de ahora en adelante denomina-
do diagrama B-demostracion) es similar al conocido formato de dos
columnas que se usa en los libros de texto de geometria, pero presen-
ta una variacion. Los marcadores de posicion primero y tercero del
diagrama-deduccidn se funden en uno solo que ahora tiene como en-
cabezamiento “Afirmacion” y el segundo se titula “Gartantia y datos”
y se destina para registrar la garantia y también los niimeros de los
pasos previos que contienen las premisas de la hipotesis del teorema,
postulado o definicién usado como garantia. Los enunciados que co-
rresponden a informacién dada, la hipétesis, se registra en verde. Las
proposiciones que se deducen, sea de manera grafica o tedrica, cada
una tiene un color diferente, y la tesis demostrada se registra en rojo.
El nimero que se refiere a un paso va en el mismo color que el enun-
ciado de tal paso.

Ejemplo 2. Se presenta la misma demostracion del Ejemplo 1, ahora
usando el diagrama B-demostracion.

1. C es punto medio de AE Dado
2. Definicion punto medio (1)
3. C es punto medio de DB Dado
4. Definicién punto medio (3)

5.41y £2 son opuestos por el

. Informacién dada graficamente
vértice.

Teorema Angulos opuestos por el

6.£1=122 o
vértice son congruentes (5)



7. Postulado Lado-angulo-lado (2,4,6)

Definicion de triangulos

8. LEDC = £LABC
congruentes (/)

9. £EDCy 24ABC son alternos Informacién dada graficamente

internos
Teorema Angulos alternos con-
10.AB Il ED gruentes entonces rectas paralelas

(89

En resumen, con el uso de los diagramas apuntamos a operacio-
nalizar la produccién de una demostracién en matematicas en lo que
concierne al procedimiento de construir una cadena deductiva de pro-
posiciones. Proponemos usar los diagramas en basicamente cuatro
situaciones: siempre que se introduzca una definicién, un postulado
o un teorema al sistema tedrico de referencia; después de un proce-
so de exploraciéon empirica como fuente para la formulaciéon de una
conjetura, en cuyo caso se usa un diagrama-condicional para resaltar
el papel de cada parte del enunciado condicional; para destacar como
se usa una condicional para obtener una conclusién, en cuyo caso se
usa el diagrama-deduccion; para organizar de manera deductiva las
proposiciones mediante las cuales se justifican las conjeturas, en cuyo
caso se usan los diagramas-demostracién.
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1 libro Elementos de Euclides (tr. 1991, p. 13, 14,15) comienza
con las siguientes afirmaciones que pretenden definir los objetos
punto, linea, linea recta y superficie:

Punto es lo que no tiene partes.

Linea es longitud sin anchura.

Linea recta es aquella que yace por igual sobre sus puntos.
Superficie es lo que tiene largo y ancho.

En la actualidad, las definiciones anteriores no se consideran vali-
das por incluir en su formulacién términos no establecidos o definidos
previamente. Con el animo de presentar la geometria de manera tal
que todo el razonamiento matematico empleado se basara en deduc-
cion a partir de axiomas establecidos y no en evidencia empirica, Mo-
ritz Pasch (1843-1930) analizé cuidadosamente la propuesta de Eucli-
des para detectar y explicitar los supuestos hechos en ella.

Escribe asi un texto de geometria que, segin Campos (1994), fue
el primero en que se “consideraba la geometria como un sistema de
relaciones logicas entre variables” (p. 344). De ahi en adelante, el tra-
tamiento riguroso de la geometria exige iniciar con la mencién de los
términos primitivos o no definidos, y, las relaciones primitivas o no
demostradas. A partir de la propuesta hecha por Pasch en 1882 se pre-
cisa el estatus teorico de los diferentes elementos de un sistema axio-
matico. En particular, David Hilbert (1862-1943) propuso un sistema
axiomatico, en 1899, que da lugar a un tratamiento moderno de la geo-
metria euclidiana. Comienza estableciendo como nociones primitivas
del sistema a los objetos punto, recta y plano.

En correspondencia con lo planteado por Hilbert, el sistema axio-
matico que se construira en este curso también establece que punto,
recta y plano son términos primitivos y que la pertenencia es una rela-
cion primitiva. El problema que se presenta a continuacién se diseno
para iniciar la construccion del sistema tedrico, especificamente, para
introducir los hechos geométricos (postulados o teoremas) y defini-
ciones de la geometria euclidiana que describen la relacién entre pun-
tos y rectas. Ademas, la discusién que se genera permite introducir
aspectos, desde la l6gica matematica, de la comunicacién, y de los es-
quemas de razonamiento validos. El problema pone en juego las no-
ciones de los estudiantes acerca de relaciones entre rectas y puntos,
por ejemplo, que una recta tiene infinitos puntos.



Para abordar el proceso de construccion del sistema tedrico, es ne-
cesario instaurar, para el grupo de estudiantes, que los elementos pri-
mitivos del sistema que se empieza a construir son los sugeridos por
Hilbert. Cuando se propone el problema en el curso, también se han
institucionalizado los siguientes postulados, con el propdsito de que el
problema tenga pertinencia:

Postulado Existencia: Los puntos, las rectas y los planos existen.
Postulado Conjuntos de puntos: Las rectas y los planos son conjuntos,
no vacios, de puntos.

Asi mismo se ha hecho explicito ante los estudiantes que los enun-
ciados que conforman un sistema axiomatico tienen estatus tedricos
diferentes, y que un postulado es una afirmacién que se acepta como
valida sin discusidn.

Problema 1: Construya una recta en Cabri. Determine los hechos
geométricos involucrados en la construccién.

Es usual que surjan los siguientes tres procesos de construccion.
Debido a las diferencias en los procedimientos realizados, las repre-
sentaciones graficas, en la pantalla, difieren.

Propuesta 1.1 Teniendo la pantalla en blanco, usar la herramienta recta.

(a) Procedimiento de la (b) Representacion de la
Construccion 1 Construccion 1

figura 1

Propuesta 1.2 Teniendo la pantalla en blanco, primero usar la herra-
mienta punto (Figura 2a), construir dos puntos (Figura 2b) y luego usar
la herramienta recta (Figura 2c) para construir la recta que los contiene
(Figura 2d).
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(a) Paso 1 Construccién 2 (b) Paso 2 Construccién 2

(d) Representacion de la

c) Paso 3 Construccién 2 .,
(©) Construccién 2

Figura 2

Propuesta 1.3 Teniendo la pantalla en blanco, primero usar la herramien-
ta punto (Figura 3a), construir un punto (Figura 3b) y luego usar la herra-
mienta recta (Figura 3c) para construir la recta que lo contiene (Figura 3d).

(a) Paso 1 Construccién 3 (b) Paso 2 Construccion 3



(c) Paso 3 Construccion 3 (d) Paso 4 Construccion 3

figura 3

Ligados a los anteriores procesos de construcciéon o a las represen-
taciones graficas que surgen de estos y que se observan en las panta-
llas, los estudiantes, tal como lo solicita el enunciado del problema,
deben proponer hechos geométricos.

En cuantoalarepresentacidn, se formulan las siguientes afirmaciones:

Conjetura 1.1 Una recta tiene un punto. (Ligada a las representaciones
de la Construccién 1 y Construccion 3)

Conjetura 1.2 Una recta tiene por lo menos dos puntos. (Ligada a la
representacion de la construccion 2)

En cuanto al procedimiento de construccion, se presentan las si-
guientes afirmaciones:

Conjetura 1.3 Una recta pasa por dos puntos. (Ligada a la Propuesta 1.2)

Conjetura 1.4 Dado un punto, existe una recta que lo contiene. (Ligada a
la Propuesta 1.3)

Conjetura 1.5 Infinitas rectas pasan por un punto. (Ligada ala
Propuesta 1.1)

Conjetura 1.6 Infinitas rectas en un plano pasan por un punto. (Ligada a
la Propuesta 1.1)

Conjetura 1.7 Las rectas tienen infinitos puntos. (Ligada a la Propuesta
1101.2)

Una vez presentadas las afirmaciones, se inicia el proceso de analisis
con el propésito de determinar cuales de ellas son hechos geométricos
verificables con la geometria dinamica, cules de ellas se introduciran
al sistema tedrico y con cual estatus tedrico (postulado o teorema). Las
primeras afirmaciones que se discuten son la primera y la tercera. Se
hace especial énfasis en el lenguaje que se usa (que debe ser formal)
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y en la estructura légica de las afirmaciones, en cuanto proposiciones
condicionales.

Respecto a la primera afirmacion se aclara que las expresiones “tie-
ne un punto” y “tiene por lo menos un punto” significan lo mismo, y se
enfatiza lo relacionado con los cuantificadores “una” y “toda”. Se anali-
za si la Conjetura 1.1 se puede demostrar. Es usual que los estudiantes
usen el Postulado Conjuntos de puntos para justificar la validez de dicha
afirmacion, lo que es correcto; sin embargo, para complementar la res-
pectiva justificacion, es necesario precisarles que se debe introducir
la definicion de conjunto no vacio. Producto de todo lo anterior, queda
establecido el siguiente teorema. Como es costumbre hasta ahora, le
asignamos un nombre al teorema. El propdsito es doble: por una parte,
proveer una forma facil de hacer referencia a este cuando se use y, por
otra, recordar de qué se trata, para lo cual se destaca en el nombre una
palabra de la hipdtesis del enunciado (la primera) y otra de la tesis.

Teorema Recta - punto Toda recta tiene por lo menos un punto.

Aun cuando en la mayoria de los textos de geometria, el teorema se
enunciaria como se ha expuesto anteriormente, nosotros siempre pri-
vilegiamos el formato condicional de la proposicion, reescribiéndolo
como sigue:

Teorema Recta - punto Si m es una recta, entonces existe por lo menos un
punto en m.

En cuanto a la Conjetural.3, se solicita a los estudiantes proponen-
tes que la reformulen como condicional. Suelen surgir dos propuestas:

1. Si Ay B son dos puntos entonces existe una recta que los contiene.
2. Si m es una recta entonces contiene dos puntos.

Se analiza cudl de los dos enunciados se corresponde con el proceso
que realizaron para construir la recta en Cabri. Dado que construyeron
inicialmente dos puntos, la primera propuesta es la que informa sobre
el proceso. Por ello, y ante la dificultad de justificarla, esta se establece
como el Postulado Dos puntos -recta.

Postulado Dos puntos - recta Si A y B son dos puntos, entonces existe una
Unica recta m que los contiene.

El analisis realizado es muy importante por ser esta la primera vez-
que los estudiantes hacen y formulan una conjetura a partir de su ex-
ploracién empirica con geometria dindmica. Este es, entonces, el mo-
mento propicio para enfatizar que la conjetura debe corresponderse



con el proceso de construccion (o de exploracion) desarrollado. Ello
porque los estudiantes deben comprender que la condicional que for-
mulan como conjetura reporta una relacién de dependencia. De otro
lado, los estudiantes también deben conocer que las conjeturas que
formulan con base en el uso de geometria dindmica, tienen un alto gra-
do de plausibilidad de ser validas en la teoria que se esta construyen-
do, dado que este software corporeiza la teoria de la geometria plana
euclidiana.

Cuando se retoma el estudio de las afirmaciones surgidas del Pro-
blema 1, se destaca que la Conjetura 1.2 (i. e., Una recta tiene por lo me-
nos dos puntos) y la segunda propuesta que surge de la reformulacion
de la Conjetura 1.3 (i. e., Si m es una recta, entonces contiene dos puntos)
proveen la misma informacion. Se analiza si la segunda propuesta se
puede demostrar usando la teoria disponible. A continuaciéon se pre-
sentan algunas de las demostraciones propuestas por los estudiantes.

Nota: En adelante, seguiremos el siguiente convenio para la escritura de
las justificaciones: T. significa Teorema, P. significa Postulado, D. significa
Definicién, Pr. significa Principio y Prop. significa Propiedad. Ademas se
usard el diagrama-deduccidn a tres columnas descrito en el Capitulo 2.

m recta P. Conjuntos de puntos ~ LXiStenpuntosAy B
enm

mrecta T. Recta - punto Existe A € m, A punto

m recta T. Recta - punto Etflrsr;[en puntosAy B
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Existen puntos Ay B
enm

m recta P. Puntos - recta

La primera justificaciéon se descarta cuando se explica a los estu-
diantes que el uso del plural en la expresion P. Conjuntos de puntos no
significa que el conjunto tenga mas de un punto. Para que los estudian-
tes acepten que la segunda justificaciéon tampoco es valida es necesa-
rio explicitar que en la teoria disponible no hay manera de asegurar
que los dos puntos, A y B, son diferentes; es decir, se debe explicar que
el T Recta - punto garantiza la existencia de solo un punto. La discusion
sobre la aceptabilidad de la tercera justificacion lleva a destacar la re-
lacion logica que existe entre el P. Dos puntos - recta y la afirmacion: Si
m es una recta entonces m tiene dos puntos; al respecto, los estudian-
tes estan asumiendo como valido que una afirmacién condicional es
equivalente a su reciproca. Para dar claridad sobre este aspecto, vale
la pena justificar, desde la l6gica, por qué una condicional no es equiva-
lente a su reciproca, hecho que implica hablar de las tablas de verdad
de proposiciones compuestas. Las tablas correspondientes a la con-
juncién y a la disyuncién se construyen con base en la l6gica natural,
mientras que la construccién de la tabla de verdad de una condicional,
generalmente se hace a partir de la aceptacidén de que la negacién de
una condicional es equivalente a la conjuncién del antecedente con la
negacion del consecuente, 7(p — q) < (p /A 7q) asunto que facilmente
aceptan los estudiantes, desde la l6gica cotidiana.

Habiendo descartado las anteriores justificaciones propuestas por
los estudiantes, se requiere introducir otro postulado al sistema te6-
rico con el objetivo de poder justificar las Conjeturas 1.2 y 1.7. El pos-
tulado que se introduce consiste en una modificacién sustancial de la
propuesta original de Euclides, ya que introduce al sistema teérico el
conjunto de los nimeros reales, estableciendo una relacién entre estos
y los puntos de una recta. Ello significa que adoptaremos los linea-
mientos propuestos por George Birkhoff (1884-1944) para construir
un sistema tedrico que permite confirmar experimentalmente hechos
geométricos de la geometria de Euclides, debido a que los postulados
que propone Birkhoff introducen el uso de la regla con escala y del
transportador. Esto ultimo lleva a establecer también una relacién en-
tre los nimeros reales y los angulos. El enfoque que asumimos permi-



te que la geometria dindmica sea una herramienta util para el apren-
dizaje, puesto que al utilizar las herramientas que permiten obtener
medidas de longitud de segmentos o medidas de angulos en las cons-
trucciones que se hacen en este entorno, los estudiantes pueden esta-
blecer, bajo el arrastre, las propiedades invariantes que la construc-
cién tenga, hecho que se convierte en germen para el establecimiento
de algtin teorema de la geometria plana euclidiana.

El postulado, al que hacemos referencia, es el siguiente:

Postulado Recta - nimeros reales Dada una recta, se puede establecer
una correspondencia entre los puntos de la recta y los nimeros reales tal
que:

i. A cada punto de la recta le corresponde exactamente un nimero real;
ii. A cada namero real le corresponde exactamente un punto de la recta.

Este postulado permite definir una funcién biyectiva entre el con-
junto de los numeros reales y los puntos de una recta. Por ello, se in-
troduce la siguiente definicion:

Definicion Coordenada de un punto El nimero real que le corresponde a
cada punto de la recta se denomina la coordenada del punto. La coordena-
da x del punto se denotara c(4) = x, donde x es un nimero real.

La intencién ahora es demostrarla Conjetural.2 (i. e., Una recta tie-
ne por lo menos dos puntos). En este momento vale la pena abordar
algunas cuestiones sobre los diferentes métodos de demostracion.
Hasta ahora, las demostraciones que se han realizado son directas;
ello quiere decir que de las condiciones que impone el antecedente del
enunciado, se deduce el consecuente, utilizando elementos del sistema
tedrico y haciendo uso del esquema de razonamiento Modus Ponendo
Ponens, principalmente.

Para demostrar la Conjetura 1.2 es necesario usar el método deno-
minado demostracion indirecta. Este método consiste en introducir la
negacion del consecuente del enunciado como una premisa adicional
alasincluidas en el antecedente del enunciado. La idea general de este
tipo de demostracion es deducir alguna afirmacién que contradiga
otra previamente establecida en la demostracion que, por lo general,
es alguna condicidn del antecedente mismo, o una propiedad aceptada
como teorema ya sea en la teoria que enmarca la demostraciéon o en
otra teorfa matematica. Con esto entonces, se contradice el Principio
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del Tercio excluido®. Como suponer verdadera la negacion del conse-
cuente lleva a una contradiccidn, entonces por el Principio de Reduc-
cién al absurdo*, se deduce que el consecuente del enunciado original
tiene que ser verdadero y, por ende, consecuencia necesaria del ante-
cedente (Caicedo, X., 1990).

Otro método que usaremos para demostrar es conocido como de-
mostracion por casos. Consiste en establecer, como una disyuncién, to-
dos los posibles casos (C) de una situacion. La situacion puede estar
relacionada con el consecuente mismo del enunciado que se quiere
demostrar o ser una que surge en algin momento del desarrollo de
la demostracion. Cada uno de los casos C, se considera como premisa
nueva, y a partir de esta, junto con el antecedente original, se deduce
informacidn. Si esta es una contradiccion légica, por el Principio de
Reduccioén al absurdo, la premisa que se introdujo no puede ser verda-
dera. Después de desechados algunos de los casos C, se usa el esquema
de razonamiento Modus Tollendo Ponens para concluir la validez de
los casos restantes.

Los dos ultimos métodos de demostracion, en esencia, proponen
agregar a las premisas dadas, nuevas premisas, C , que se suponen
verdaderas, y a partir de todas deducir, mediante esquemas validos de
razonamiento y elementos del sistema tedrico, una contradiccion 16gi-
ca, es decir, la negacidén del Principio del Tercio excluido. Ello conlleva
a desechar como verdaderas las premisas que se introdujeron C_y a
establecer como verdadero el consecuente del enunciado que se quie-
re demostrar o aquellas proposiciones que eventualmente permiten
deducir el consecuente (procedimiento valido gracias al Principio de
Reduccion al absurdo).

3 ElPrincipio del Tercio excluido dice que en una légica aristotélica (bivalente: falso
o verdadero) se tiene como verdadera o bien la proposicién o bien la negacién
de, pero no ambas. Es decir, se excluye la posibilidad de que la proposiciéon p A =q
sea verdadera. Negar el Principio del Tercio excluido implica entonces considerar
como verdadera la proposicion p A -q.

4  El Principio de Reduccién al absurdo establece que si se afiade una premisa p a
un conjuntos de premisas dado, y se deduce una propiedad que contradice otra
entonces la premisa introducida no puede ser verdadera. Por tanto, se concluye
que del conjuntos se deduce como verdadera la negacién de dicha premisa: p A ~q.



Finalmente, la demostracion de la Conjetura 1.2 es la siguiente:

1. m es una recta T. Recta - punto Existe un punto A en m

P. Recta - nimeros
Seaa € R tal que

2. Apunto de m r.eales c(4) = a
(i)
3. Prop. nimeros reales SeabeR,b#a

P. Recta - nimeros

4.SeabeER,b#a reales Sea B € m tal que

(ii) c(B)=b
5.Aem B€Em Negacion de conclusion A =B

P. Recta - nimeros
6.c(A)=a,c(B)=b,A=B reales a=b

(1
7 a=bAb%a Pr. de Reduccioén al A%B

absurdo

Volviendo a la demostracion anterior, aplicando el mismo razona-
miento a cada numero real diferente escogido, se establece la existen-
cia de un punto en m distinto a los anteriores, lo que lleva a garantizar
que la recta tiene tantos puntos como numeros reales hay. Esto de-
muestra la Conjetura 1.7 (i.e. Las rectas tienen infinitos puntos). Dada la
relacion entre esta afirmacion y la Conjetura 1.2, se establece un tnico
teorema:

Teorema Recta - infinitos puntos Si m es una recta entonces existen infi-
nitos puntos en .

Para estudiar los hechos geométricos concernientes a las posibles
posiciones relativas de tres puntos y su relacién con el orden de sus
respectivas coordenadas, proponemos tres problemas que suscitan la
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inclusion de tales hechos en el sistema tedrico. El primero de ellos es
el siguiente:

Problema 2: ;Es posible la siguiente situacion? (Figura 4)

c(A)=-4,c(B)=0yc(C)=3

Figura 4

Las respuestas de los estudiantes se recogen en las siguientes dos
afirmaciones:

Conjetura 2.1 Dados tres puntos 4, By C de larecta m, si c(4) < c(B) < c(C)
entonces B estaentre Ay C.
Conjetura 2.2 Dado B entre Ay C entonces c(4) < c(B) < c(C).

Al analizar la Conjetura 2.1, se nota el uso de una idea intuitiva que
es muy importante: la relacién “estar entre”. Es una nocién que apare-
ce de manera formal solo con Pasch (1882) pero que parece ser que
Euclides la us6 de manera implicita. Pasch axiomatiza esta idea, cosa
que se hara en este texto usando la nocién de distancia. Ello permitira
definir segmento y rayo. En adelante, llamaremos interestancia a esta
relacidn.

Definicion Interestancia El punto B esta entre los puntos A y C si

i ABy Cson colineales, y

ii AB+ BC=AC (ABeslanotacion que se usa para indicar la distancia entre
AyB)

La notacién que se usa para indicar la relacion de interestancia de
tres puntos es A - B - C que se lee B estd entre Ay C.



La definicidn anterior requiere definir la distancia entre puntos, no-
cién que los estudiantes usan libremente sin caer en cuenta de que la
construccidén del sistema tedrico exige que se formalice. Para Birkhoff,
la distancia entre dos puntos es una relaciéon primitiva. Nosotros se-
guiremos la propuesta de Edwin Moise, plasmada en su texto Geome-
tria Elemental desde un Punto de Vista Avanzado que se publicé en es-
pafiol en el afio 1968, en el cual establece una métrica para puntos de
una recta, es decir, una funcién entre parejas de puntos y los niimeros
reales no negativos, que permite definir la distancia entre puntos. Pero
teniendo en cuenta que nuestros estudiantes son alumnos universita-
rios de segundo semestre, nos inclinamos mas a la adaptacién que al
respecto hacen Moise y Downs (1968) en el texto Geometria Moderna .
Asi, se introducen un postulado y una definicidn.

Postulado Puntos - nimero A cada par de puntos diferentes le corres-
ponde un nimero real positivo Uinico.

Problema 3: ;Cémo se encuentra la distancia entre dos puntos?

Definicion Distancia El nimero real asignado a dos puntos se llama la
distancia entre los puntos.

Este postulado define una funcién del conjunto de pares de puntos
en el conjunto de reales no negativos y da pie para introducir una mé-
trica. Para ello, se propone el siguiente problema.

Surgen propuestas como “contar la cantidad de puntos entre los da-
dos”. Pero, teniendo coordenadas, es usual que los estudiantes propon-
gan usarlas, especificamente con la métrica cartesiana.

Definicion Métrica La distancia entre dos puntos A y B es el valor absoluto
de la diferencia de sus coordenadas. La distancia entre un punto y él mismo

es cero.

La demostracién de la Conjetura 2.1 se basa en la D. Interestancia,
el P. Recta - niimeros reales y la definicién y propiedades del valor ab-
soluto. En el Ejercicio 1 se presenta el esquema de la demostracion. El
objetivo de dicho ejercicio es apoyar a los estudiantes en el proceso de
aprender a organizar deductivamente las afirmaciones que conforman
la demostracion. Para los teoremas cuyas demostraciones son exten-
sas, presentar los pasos fundamentales es un mecanismo para ayudar
a los estudiantes a ver el esquema general de la demostracién y para
guiarlos en el desarrollo deductivo de esta. Generalmente, se asignan
este tipo de tareas para que los estudiantes, trabajando en parejas, las
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completen, y después se revisan en clase. El teorema que se introduce
al sistema tedrico correspondiente a la afirmacién mencionada, es:

Teorema Doble orden - interestancia Dados tres puntos 4, By C de la
recta m, si c(A4) < c(B) < ¢(C) o c(C)<c(B)<c(A) entonces A - B - C.

En la respectiva discusion para la Conjetura 2.2, vale la pena resal-
tar que lo Unico que se puede asegurar es que la coordenada de B esta
entre la coordenada de A y la coordenada de C; es decir, la Conjetura
2.2 esta incompleta pues deben mencionarse dos posibilidades para el
consecuente de la proposicion: c(4) < ¢(B) < c¢(C) o c(C) < c(B) < c(4).
Ello lleva a establecer el siguiente teorema:

Teorema Interestancia - doble orden Si A - B - C entonces c(4) < c¢(B) < c(C)

o c(C) < c(B) < c(4).

La demostracion de este teorema se realiza estudiando todos los po-
sibles casos de la relacion de orden entre las coordenadas y usando la
definicion de interestancia para descartar cuatro de esos casos.

Otra situacién interesante de analizar al respecto de la relacién de
interestancia se establece con el hecho de que al tener tres puntos en
una misma recta, siempre uno de ellos esta entre los otros dos, lo cual
se puede traducir en el siguiente teorema:

Teorema Tres puntos Si 4, By C son puntos colineales, entonces uno de
esos puntos esta entre los otros dos.

Si se tienen cuatro puntos tal que AB = CD entonces, recurriendo
meramente a lo visual la separacion entre Ay B debe ser la misma que
hay entre Cy D. De hecho, la siguiente representacion (Figura 5) no es
aceptada por los estudiantes como correcta:

Figura 5



La razén que frecuentemente exponen los estudiantes para descar-
tarla es “no habria suficientemente espacio entre los puntos By C para
asignarle a cada nimero real entre 2 y 3 un punto” o “ello significaria
que hay mas puntos entre By A de lo que hay entre By C”. Aclarar estas
concepciones requiere hablar de la densidad de los niimeros reales y
del cardinal de los conjuntos de puntos, cosa que se menciona pero no
se profundiza porque es tema de cursos mas avanzados. Sin embargo,
como esa representacion incomoda y pueden suceder cosas contradic-
torias, como la que sugiere el siguiente problema, es necesario intro-
ducir un convenio como se explicara mas adelante.

Problema 4: Maria ha representado la siguiente situacién en una hoja
de papel y se da cuenta de que AB + BC = AC (Figura 6).

c(4)=0,c(B) =2y c(C) = 4

a. Segln nuestro sistema tedrico, ;es aceptable la representacién que hizo Maria?
b. Represente la situacion con geometria dindmica y determine si la posicion de B se corres-
ponde o no con la propuesta por Maria.

Figura 6

Con geometria dindmica no se puede construir un punto B exter-
no a la AC que cumpla esa condicién, hecho que se evidencia si el nu-
mero de digitos que se le asignan a las medidas de la longitud de los
segmentos es suficientemente grande (seis cifras decimales); si esto
ultimo no sucede, pareceria que existe una regién limitada, a la cual
puede pertenecer B. Esta situacion se debe aprovechar para destacar
que la informacién que suministra el entorno de geometria dindmica
requiere verificacion, ya sea aumentando el numero de digitos para
las medidas, o arrastrando puntos para determinar si la propiedad
se mantiene. Un andlisis de la situacién, desde la evidencia empirica,
lleva a determinar que siendo el entorno de geometria dinamica un
modelo de la geometria euclidiana y el que usaremos para resolver los
problemas propuestos, y, dado que en estos entornos los segmentos
congruentes se ven del mismo tamafio, a pesar de que no hay elemen-
tos tedricos que obliguen a que eso tenga que ser asi cuando hacemos
representaciones en papel, se establece el siguiente acuerdo, cada vez
que sea necesario recurrir al uso de coordenadas:
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Convenio Unidad de medida La unidad de medida se debe mantener para
todos los objetos que se representen en una misma situacion.

Los siguientes problemas tienen como propésito crear la necesidad de
introducir hechos geométricos que garanticen la existencia de puntos
que cumplan una propiedad determinada -en particular, cierta rela-
cioén de interestancia-, a partir de dos puntos dados.

Problema 5: ;Cuantos puntos tiene un segmento?

Antes de discutir sobre la solucién del problema se establece la de-
finicién de segmento.

Definicion Segmento Dados dos puntos Ay B, el segmento AB (que se de-
nota con AB es la unién de los puntos A y B con todos los puntos que estan
entre Ay B.

En notacién de conjuntos, la definicién se representa de la siguiente
manera:

AB={ABYU{X|A-X-B}

En la tercera definicién de los Elementos se establece una relacién
entre los puntos y las lineas que, cabe anotar, para Euclides no se re-
fieren solo a lineas rectas. Sin embargo, esta relacién coincide con una
de las caracteristicas incluidas en nuestra definicién de segmento:
los puntos A y B delimitan al segmento. Euclides (tr. 1991) establece
como la Definicién 3: “Los extremos de una linea son puntos” (p. 13).
Proponer la pregunta del Problema 5 no va en contravia con la geo-
metria de Euclides pues en su cuarta definicion, en la que presenta la
nocion de segmento, expresa: “Una linea recta es aquella que yace por
igual respecto de los puntos que estan en ella”, aunque Euclides solo
ha mencionado los puntos extremos del segmento y parece que quiere
presentar al segmento como un todo y no como un conjunto de puntos.
Sin embargo, hay una diferencia entre nuestra definicién de segmento
y la de Euclides: en nuestra teoria las rectas preceden a los segmentos
y estos se definen como subconjuntos de ellas; para Euclides, los seg-
mentos generan a las rectas como lo expresa el segundo postulado de
Elementos: “prolongar continuamente una recta finita en linea recta”
(p- 21). Ademas, Euclides presenta para los segmentos la propiedad



que nosotros expresamos para las rectas en el P. Dos puntos - recta, es-
pecificamente a través del primer postulado: “Posttilese el trazar una
linea recta desde un punto cualquiera hasta un punto cualquiera”. No
incluye en este una caracteristica que nosotros si imponemos: la recta
determinada por los dos puntos es Unica.

Institucionalizada la definicién de segmento, los estudiantes, como
respuesta a la pregunta formulada, manifiestan que un segmento tie-
ne infinitos puntos. En la discusidon que sigue para justificar esa afir-
macion se concluye que con la definiciéon de segmento solo se puede
asegurar que existen dos puntos en un segmento, los extremos. Para
garantizar que existen mas puntos en él, es necesario mostrar que el
X | A - X - B} no es vacio. Ello lleva a establecer el siguiente teorema de
interestancia.

Teorema Punto entre Dados dos puntos A y B existe un punto entre ellos.

La demostracién de este teorema requiere el uso de las coordenadas
que se les pueden asignar a los puntos A y B, 1a propiedad de densidad
del conjunto de los nimeros reales y el T Orden-interestancia.

Problema 6: ; AB # AB?

La respuesta afirmativa de los estudiantes se basa en las percepcio-
nes que tienen de las dos figuras pero no en las definiciones de estos
objetos. Se recuerda la definicién de rayo.

Definicion de Rayo Dados dos puntos de una recta Ay B, el rayo AB (que
se denota AB es la unién del AB con el conjunto de puntos X de la recta para
los cuales B esta entre A y X.

Es decir, en notacién de conjuntos se tiene:
AB =AB U{X | A-B-X}

Para demostrar que los dos conjuntos si son diferentes, es necesario
justificar que el conjunto {X | A-B-X} no es vacio, lo cual da lugar a otro
teorema relacionado con la interestancia.

Teorema Punto a un lado Sean A y B dos puntos. Existe un punto C tal que
A-B-C

También en este caso, la demostracién requiere el uso de las coor-
denadas que se le asignan a los puntos Ay B el T. Orden - interestancia
y propiedades de los nimeros reales.
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Problema 7: ;Existe el punto medio de cada segmento?

Para dar solucién al problema, antes conviene recordar la definicién
de punto medio de un segmento:

Definicién Punto medio de un segmento M es punto medio del 4B si se
cumplen las siguientes condiciones:

i. A-M-B
ii. AM =MB

Los estudiantes usualmente creen que las definiciones de los ob-
jetos aseguran la existencia de los mismos, creencia que no es valida
y que requiere aclaracion. Asi que se debe demostrar la existencia de
dicho punto. El respectivo teorema es:

Teorema Existencia de punto medio Todo segmento tiene un punto medio.

Para realizar la demostracion de este teorema, los estudiantes
usualmente proponen utilizar el Teorema Punto entre para garantizar
la existencia de un punto M tal que A - M - By luego, de manera conve-
niente, asignar coordenadas a estos puntos para que cumplan la igual-
dad AM = MB. Claro, esta propuesta no es valida, pues si bien es cierto
que existe el punto M, al asignarle una coordenada que cumpla dicha
igualdad, se estaria obligando al punto a cumplir una propiedad que
probablemente viola el Convenio Unidad de medida. Por ejemplo, en la
Figura 7,si c(A) =0, c(B) =2y c(C) =1 se cumple que AM = MB, pero
claramente esto no es valido puesto que dicho convenio no se cumple.

tigura 7

La justificacion valida para este teorema se fundamenta en la asig-
nacién de coordenadas a los puntos A y B, a saber x e y, y luego, con
base en propiedades de los nimeros reales, se tiene que el nimero
’%’ también es un nimero real. Hecho esto, se asigna un punto M de



la AB de tal forma que c(M) = )%/ Para terminar, se utiliza el T Orden
- interestancia, la D. Interestancia y propiedades de los nimeros reales
para garantizar que A - M - By AM =MB. También puede realizarse la
demostracién asignando a los puntos A y B valores numéricos especi-
ficos.

El siguiente problema se debe hacer con geometria dindmica pues
una de las intenciones que tenemos al proponerlo es mostrar la co-
rrespondencia entre los pasos de la construccién y los pasos de la de-
mostracion de la existencia del punto que se solicita en la pregunta.
Con esto se hace evidente la organizacion deductiva de una demostra-
cion, es decir, la demostracion de la solucidn a este problema se utiliza
para ilustrar la necesidad de tener para justificar un paso, como pasos
previos, aquellos que permiten deducir ese paso. Otra intencion del
problema es introducir al sistema teérico el teorema que permite jus-
tificar la construccién de dos segmentos de igual longitud. Euclides (tr.
1991) también incluye, como su segunda proposicién o teorema, una
afirmacion que justifica lo deseado. Esta dice: “Poner en un punto dado
(como extremo) una recta igual a una recta dada” (p. 27). La demostra-
cién consiste en describir y justificar la construccidon de un segmento
de igual longitud a la de uno dado, usando regla y compas ideal (el que
se cierra al levantarlo). La demostracion del teorema de nuestro siste-
ma teodrico se facilita debido a la introduccidn de la relacién entre los
puntos de una recta y los niumeros reales.

Problema 8: Dados tres puntos no colineales 4, By C. ;Es posible cons-
truir un punto D tal que ABy CD se bisecan? Justifique su respuesta.

Para tratar el problema, se debe enunciar lo que significa bisecar.

Definicion Biseccion de segmento Una figura geométrica biseca a un
segmento si esta contiene a su punto medio.

Generalmente, con respecto a la solucién del problema, surgen tres
construcciones, que se describen, a grandes rasgos, a continuacion.

Propuesta 8.1 Los estudiantes construyen los puntos A y B, el punto medio
M del AB y una circunferencia centrada en M con didmetro AB (Figura 8a).
Luego construyen otro didmetro cualquiera de la circunferencia para esco-
ger a los extremos de este como puntos Cy D (Figura 8b).
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(a) (b)
fiqura 8

Propuesta 8.2 Los estudiantes construyen los puntos A y B, el punto me-
dio M del AB (Figura 9a). Construyen la CM y una circunferencia con centro
M y radio CM. D es el punto de interseccién de la circunferencia y la CM’
(Figura 9b).

(a) (b)
Figura 9

Propuesta 8.3 Los estudiantes construyen los puntos 4 y B, el punto me-
dio M del AB (Figura 10a). Construyen el CM y con transferencia de medi-
das localizan un punto tal que DC = 2CM (Figura 10b).

(a) (b)

Figura 10



La discusién de la Propuesta 8.1 permite destacar que esta es in-
correcta porque los estudiantes estdn desconociendo todas las condi-
ciones del enunciado, especificamente el hecho de que el punto C esta
dado y no puede ser escogido como lo hicieron. Esto se corresponde
con uno de los asuntos problematicos que presentan los estudiantes
cuando se enfrentan a un problema: no reconocen todas las condicio-
nes establecidas en la hip6tesis ni la diferencia entre hip6tesis y tesis
de un enunciado condicional.

La Propuesta 8.2 es correcta; sin embargo, como lo que se busca
es justificar la construccién, es importante darle respaldo teérico al
uso de la circunferencia, pues este objeto geométrico se introduce al
sistema tedrico solo después de estudiar la semejanza de triangulos.
La circunferencia se usa en la construccién para localizar en la CM el
punto D tal que DC = CM. Esta accidn, localizar un punto en una recta,
a una distancia preestablecida de un punto de la recta, es la misma de
la Propuesta 8.3 pero el proceso es diferente. Ello, porque localizan el
punto en un rayo usando la herramienta transferencia de medidas. Esta
ultima construccidn ilustra de manera fiel el teorema que se introduce
para validar estos pasos.

Teorema Localizacién de puntos Sean r un nimero real positivo y el AC .
Entonces existe un tnico punto D € AC tal que AD=r.

La demostracion de este teorema se basa en el Postulado Recta -
ntimeros reales, la definicion de rayo y el T. Orden - interestancia (ver
ejercicio 12.) Es importante analizar con los estudiantes por qué son
necesarios los pasos 8 a 16, pues es frecuente que ellos piensen que
con el paso 7 se ha terminado la demostracion.

NOTA: Cabe anotar que en este momento se introduce el diagrama-deduc-
cién de dos columnas, por cuanto las justificaciones de aqui en adelante,
son algo extensas y este formato facilita la escritura de las demostraciones.

A continuacién se presenta la justificacion de la Propuesta 8.3.
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1. A, By C puntos no colineales
2. Construimos AB
3. Construimos H punto medio AB

4. Construimos CW

5.CH>0
6.Sea D € CH tal que CD=2CH

Dado

P. Dos puntos - recta y D. Segmento (1)
T. Existencia de punto medio (2)

P. Dos puntos - recta y D. rayo (2)

P. Puntos - numero (1)

T. Localizaci6én de puntos (4, 5)

Con estos pasos se garantiza la existencia del punto D; faltaria de-
mostrar que H es punto medio del CD. Esta demostraciéon implica ase-
gurar la interestancia C - H - D; para ello es necesario introducir el

siguiente teorema:

Teorema Desigualdad - interestancia Si AB<ACy C € AB entonces

A-B-C

Continuando con la demostracién de la propuesta 8.3,

7.CD > CH

8C-H-D

9.CH+HD=CD

10.CH + HD = 2CH
11.HD =CH

12. H es punto medio de D
13. Eyﬂ se bisecan

Prop. Nimeros reales (6)

T. Desigualdad - interestancia (7)
D. Interestancia (8)

Pr. de sustitucion (6,9)

Prop. Numeros reales (10)

D. Punto medio (8, 11)

D. Bisecar (12,3)

La demostracidn del T. Desigualdad - interestancia se hace por el mé-
todo indirecto dando lugar al estudio de dos casos; debe usarse la D.

interestancia.



Desde un punto de vista tedrico, la Propuesta 8.2 difiere de la ante-
rior porque en el paso 5 se construye el rayo opuesto al C*H)y se localiza
en él el punto D tal que HD = CH. Ello implica introducir la definicion
del rayo opuesto y el teorema que garantice su existencia.

Definicion Rayo opuesto Eﬁy BC son opuestos si A-B-C.

Teorema Existencia rayo opuesto Dado BA, existe un BC opuesto al BA.

El tipo de tarea que introducimos en el siguiente ejercicio tiene como
objetivo proveer a los estudiantes el esquema de una demostracion
en la que no se dan las justificaciones de cada paso. Trabajando en
grupos, los estudiantes proveen lo que creen son las justificaciones.
Esta actividad pretende apoyar a los estudiantes en el reconocimien-
to del desarrollo légico de la demostracidn, afianzar la comprension
de lo que expresa cada elemento tedrico, promover el aprendizaje
de tanto el estatus como el nombre y el contenido de cada elemento
tedrico usado.

1. Complete el siguiente esquema para demostrar el Teorema Orden
-interestancia. Los cuadros con el mismo contorno contienen la mis-
ma afirmacion.

A, By Cson colineales

c(A) <c(B)<c(0)
c(A)=a D. Distancia
c(B)=b
c(Q)=c
c(A)<c(B)<c(C)  D.Menor que A
L . lc(A) - ¢ (B)| =
L . D. Valor absoluto |c(B) - ¢ (Q)] =
[c(4) - c (O)] =
AB + BC

Pr. Sustitucion AB + BC = ------- 8]
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AB+BC=i ____. i Prop.delosreales AB+BC=____

AB + BC = F— — — — 4
Pr. Sustitucion Lo
A, By C son colineales
r— - — — 1 D. Interestancia A-B-C

L - — — — 4

. Se asignan a la misma recta tres sistemas diferentes de coordena-

das, con igual unidad. Asi, a tres puntos fijos y de se le asignan las
siguientes coordenadas:

e Enelsistemal, c(4)=-6,c(B)=-2.
e Enelsistemall, c(4d) =-4,c(C)=-
e Enelsistemalll, c(C) =7, c(B) = 4.

;Cudl punto esta entre los otros dos?

. Demuestre el Teorema tres puntos.

. Demuestre las siguientes afirmaciones:

i. SiIA-B-CyB-C-DentoncesA-B-DyA-C-D
ii.SiA-B-CyB-D-CentoncesA-B-DyA-D-C

Nota: Estas afirmaciones se pueden introducir al sistema tedrico como el
Teorema Transitividad de interestancia.

. Demuestre el Teorema Recta - rayo - segmento: Existe AB'si y solo

si existe AB o AB . Existe AB siy solo si existe AB o AB.

. Demuestre el siguiente teorema:

Teorema Conjunto no vacio Los segmentos y los rayos son conjuntos no
vacios de puntos.

. Realice, por completo, la demostracién del Teorema Existencia del

punto medio.

. Demuestre el Teorema Punto medio: Si M es punto medio del CD, en-

tonces la mitad de la medida del CD es igual a la distanciade Co D a M.

. Demuestre:

a. Si TE€BA yc(B) =0, c(A) =-2 entonces c(T) < 0.



b. Si BA 'y BC son rayos opuestos, ;se puede hacer la siguiente asig-
nacién: c(B) =0, c(4) =- 2 y c(C) = 37 Explique su respuesta.

10. Se tiene que ﬂ)y BCson rayos opuestos, T € ﬁyS €BC, Ty S diferen-
te de B. Complete el siguiente esquema para demostrar que T - B - S.

1. BA'y BC son rayos opuestos
2.TEBAySE€BC
3.A-B-C
4.Sea0=c(B)yc=c(C),c>0
5.Seaa=c(4)

6.a<0
7.Seat=c(T)ys=c(S)

8.T€EBAoTE{Y|B-A-Y}
SeBCoSe{Y|B-C-5}

9.A-T-BoB-A-T,
B-§S-CoB-C-S

10.t<0ys>0
11.T-B-S

11. Demuestre:

a Teorema Existencia rayo opuesto. Demuestre, ademas, que el
rayo opuesto es unico.
b Teorema Desigualdad - interestancia.

12. Demuestre el Teorema Localizacion de puntos completando las
justificaciones en el siguiente esquema.

1. AC
2.AC
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3.Seac(4)=0,c(C)=b0<b
4.r>0

5.Sea D € AC tal quec(D)=r
6.AD =|r|

7.AD =r
80<b<r,0<r<bo0O<r=b
9.0<b<r

10.A-C-D

11.D€AC

12.0<r<b

13.A-D-C

14.DEAC

15.D € AC

16.0<r=»

17.C=D

18.D€AC

13. Sea m una recta y A un punto de ella. Los puntos de m diferentes de
A determinan dos conjuntos, cada uno llamado semirrecta.

a. Defina semirrecta.

b. Si C es un punto de una semirrecta y D un punto de la otra, ;qué
puede decir del CD? Justifique su respuesta.

c. Si My N son puntos de la misma semirrecta, ;qué puede decir
del MN? Justifique su respuesta.

14. Dado un segmento, ;existen dos puntos que lo trisecan? Justifique
su respuesta.

15. Dados dos puntos Fy G en la recta m, ;existe un inico punto T en
m tal que FG = 3GT?

16. Determine si la respuesta a la pregunta es Si, No o No se sabe. Jus-
tifique su respuesta. Escriba, haciendo las modificaciones necesa-
rias, lo que seria un teorema relacionado y demuéstrelo.



17.
18.

o o

;o Q0

g.

. Estd dado el 4B ;Es diferente al BA?
. A, By Cson tres puntos de la AB.y AC = %2 AB. ;Es C el punto

medio del AB?

. Setiene que Q - R - S.;Es QR > QS? o
. Dado MN, ;existen dos puntos Hy ] tal que HJ ¢ MN?
. Sean MNy MQ. ;Se tiene Q - M - N?

Sean A4, By C tres puntos de la recta k tal que AC > AB. ;Esta B
entredy C?
;La interseccion de CD y DC es un segmento?

Justifique la Propuesta 8.2.

Demostrar la Proposicion 3 del libro Elementos de Euclides (tr.
1991): “Dadas dos rectas desiguales, quitar de la mayor una recta
igual a la menor” (p. 29).

Reformulacion: Dados dos segmentos, @IWV, de longitudes
diferentes, AB > MN. Existe un punto C € AB tal que AC=MN.
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(apitulo 4:

Relaciones entre puntos, rectas y
planos
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asta ahora nos hemos ocupado de estudiar las relaciones entre

puntos, teniendo en cuenta que ellos son elementos de rectas.

Como caracteristica principal del sistema tedrico que se esta
conformando esta la introduccién de los nimeros reales al sistema,
por medio de la correspondencia que se establece entre los puntos de
la recta y los nameros reales. Ello dio lugar a asignar medidas a dis-
tancias. Entre las preguntas que dieron origen a muchos elementos
del sistema teoérico, se cuentan las que indagan sobre el nimero de
puntos en las diferentes figuras geométricas ya estudiadas. Asi que es
coherente con lo que hemos venido haciendo formular la siguiente
pregunta:

PROBLEMA 9: ;Cuantos puntos tiene un plano?

Los estudiantes afirman que los planos tienen infinitos puntos. Sur-
gen, con frecuencia, las siguientes propuestas para justificar su afir-
macioén:

Propuesta 9.1 El plano « tiene infinitos puntos porque el Postulado Con-
juntos de puntos asegura que este es un conjunto no vacio
de puntos.

Propuesta 9.2 Se tiene un plano a, hay un punto P € a. Hay infinitas rectas
en a que contienen a P. Las rectas tienen infinitos puntos.
Por tanto, « tiene infinitos puntos.

Propuesta 9.3 Se tiene la recta m y hay un plano a tal que m € a. m tiene
infinitos puntos. Por tanto, a tiene infinitos puntos.

Propuesta 9.4 Un plano tiene al menos dos puntos. Dos puntos determinan
unarectay larecta tiene infinitos puntos. Por tanto, el plano
tiene infinitos puntos.

El argumento en la primera propuesta es similar al que dieron los
estudiantes cuando se indagé sobre el nimero de puntos en una recta.
De nuevo, se destaca que la alusién a “conjuntos de puntos” en el P.
Conjuntos de puntos no significa que el conjunto en cuestiéon tenga mas
de un elemento. Analizando diferencias entre las propuestas, se ve que
la segunda y la cuarta parten de lo dado: un plano; la tercera no lo
hace, razo6n por la cual se descarta como posible justificacién para la
respuesta al Problema 9. Es de notar que las tres propuestas que que-
dan suponen que las rectas son subconjuntos de los planos: la tercera,
de manera explicita, y la segunda y cuarta, de manera implicita. Los



argumentos dados anteriormente se basan en tres suposiciones que
hacen los estudiantes pero que no manifiestan:

Suposicion 9.1 Dada una recta m, existe un plano que la contiene.
Suposicion 9.2 Un plano tiene por lo menos dos puntos.
Suposicion 9.3 Hay infinitas rectas en un plano a que contienen a P.

Para justificar la primera suposicion, es necesario introducir el si-
guiente postulado.

Postulado Puntos - plano Dados tres puntos existe un plano que los con-
tiene y si los tres puntos no son colineales, existe un tnico plano que los
contiene.

Para justificar la Suposicién 9.3, se necesita un postulado:

Postulado Llaneza del plano Si dos puntos pertenecen a un plano, entonces
la recta que los contiene estd en el mismo plano.

Pero la discusidn en torno a la Propuesta 9.4 y la Suposicion 9.2 lleva
al siguiente argumento: si solo podemos asegurar que un plano tiene
dos puntos entonces no habria diferencias entre un plano y una recta.
Asi, se genera la necesidad de exigir que un plano tenga al menos otro
punto que no sea colineal con los otros dos. Con ello se llega a estable-
cer el siguiente postulado.

Postulado Plano - puntos Un plano tiene por lo menos tres puntos no
colineales.

Ya se tienen los elementos tedéricos para demostrar la siguiente
afirmacioén, que no recibira un nombre pues no sera parte del sistema
tedrico que se esta conformando. Este solo contendra los elementos
que se requieren para demostrar afirmaciones que seran teoremas del
sistema tedrico.

Suposicion 9.3 Si a es un plano y P es un punto de @, entonces hay infinitas
rectas del plano a que contienen a P (Figura 11).
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Figura 11

1. P € a, a plano Dado

2.ExistenAy Ben atalesqueA, By P

no son colineales P. Plano - puntos (1)

3. Existe AB P. Dos puntos - recta (2)
4.ABestiena P. Llaneza del plano (2,3)
5.ExistenC,, C,, ...C,, ... en AB T. Recta - infinitos puntos (3)
6.C,C,..C,..€Ea D. Subconjunto (4,5)

7. Existen I‘ﬁ, F(T;, i (ﬁ;, P. Dos puntos - recta (2,5)

8. I(T;, F(TCy A FQ?, ..estidn en a P. Llaneza del plano (1,6)

Con la demostracién de la primera suposicién, usando el P Puntos
- plano, y habiendo ya justificado la tercera, se pueden demostrar las
Propuestas 9.2y 9.3.

En este punto, se puede sugerir a los estudiantes otra situacion res-
pecto a la relacion entre puntos, rectas y planos que puede aprove-
charse para ilustrar cdmo pueden diferir los sistemas teéricos para
una misma teoria matematica. La idea es mostrar que hay dos postula-
dos que son equivalentes y que cualquiera de los dos se puede tomar
como postulado con lo cual la otra afirmacién es un teorema.

PROBLEMA 10: ;Cuantos planos contienen a una recta dada m y a un
punto C & m?



La conjetura propuesta por los estudiantes como respuesta a esta

situacion es:

Teorema Recta y punto - plano Si C es punto dado y m una recta tales que
C ¢ m, entonces existe un plano a que los contiene.

1. mrecta, C punto, C &€ m
2. Existen A, BEm

3.4, B, C no colineales

4. Existe un dnico plano a tal que
A B Cea

5.ABCc a
6.m=AB
7.mca

8.C€Eaymca

Dado
T. Recta - infinitos puntos (1)
D. Colinealidad (1,2)

P. Puntos - plano (3)

P. Llaneza del plano (4)
P. Dos puntos - recta (unicidad) (2)
Pr. Sustitucidn (5,6)

Conjuncion (4,7)

Terminada la demostracion se plantea la siguiente pregunta: ;Es po-
sible demostrar el P. Puntos - plano ii. a partir del teorema anterior? La
respuesta positiva lleva a la siguiente justificacion:

1.4, B, C no colineales
2. Existe mrectatal que A4, BEm

3.C&€m

4. Existe un Uinico plano « tal que
mcayCea

5.A,BE«a
6.A,ByCea

Dado
P. Dos puntos- recta (1)
D. Colinealidad (1,2)

T. Punto y recta-plano (2,3)

D. Subconjunto (2,4)

Conjuncion (4,5)
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En este momento, se debe decidir cual de los dos enunciados, el re-
lativo a la relacion entre recta, punto y plano o el relativo a los puntos
en el plano, se tomara como postulado y cudl como teorema. La dis-
cusién se aborda con los estudiantes con el fin de que comprendan
asuntos de indole metamatematica respecto a la construccion de un
sistema axiomatico, que es arbitraria. En nuestro caso, optamos por
dejar el segundo enunciado como P. Puntos-plano.

Finalmente, se tiene el siguiente teorema:

Teorema Dos rectas - plano Si m y k son dos rectas que se intersecan,
entonces existe un Unico plano que las contiene.

De manera analoga a la forma como se introdujo el concepto de semi-
rrecta, se introduce la definicién de semiplano, y se indaga sobre las
relaciones de los segmentos y los semiplanos, para puntos en diferen-
tes posiciones.

Definicion de Semiplanos Una recta m separa al plano a en dos subcon-
juntos Hy K, llamados semiplanos (Figura 12) tales que:
LHNm=pyKnm=09

22HNK=0

3 HUKUm=«a

Figura 12: Semiplanos Hy K

Nota El semiplano H se denota con Sz, 05, , silarecta que separa al plano

se llama m (Figura 12); a su vez el semiplano K se denota con S, , 0 Sy,
B). SiX ¢S ,significaqueXemoX€S, ,.CuandoAy Bestan en distintos
semiplanos determinados por unarecta m en un plano a se usara la siguiente

notaciéon: BES .



El hecho de que el plano sea la unioén de los semiplanos y la recta, y
que cada dos de los tres conjuntos sean disyuntos es sumamente im-
portante, y se usara con mucha frecuencia en las demostraciones que
siguen. Nos referiremos a esta propiedad especifica de la definicion
como “unidn disyunta”,

Definicion Unién disyunta Un conjunto K es la union disyunta de los con-
juntos Ay Bsi:i. K=AUByii.AnB=0.

PROBLEMA 11: ;Qué puede decir sobre el AB si:

a. Ay B son dos puntos cualesquiera del mismo semiplano
determinado por la recta m en un plano a?

b. Ay B son dos puntos cualesquiera de semiplanos distintos
determinados por una recta m en un plano a?

Las respuestas a estas dos preguntas llevan a introducir una defini-
cién y un postulado, este tltimo para posibilitar la demostracién de la
conjetura correspondiente a la parte (b) del problema anterior.

Definicion Conjunto convexo Sea A un conjunto de puntos. 4 es un con-
junto convexo si la siguiente afirmacién es verdadera para todo par de
puntos del conjunto: Si Xy Y son dos puntos cualesquiera de 4, entonces
XY es subconjunto de A.

Esta definicién es un buen ejemplo para mostrar que aceptar como
verdaderas condicionales con antecedente falso permite dar definicio-
nes generales que incluyan casos especiales. Especificamente, seglin
esta definicion tanto el conjunto vacio como el conjunto de un solo
punto son conjuntos convexos. En este momento, si no se ha hecho
antes, se estudia la tabla de verdad de la proposicidn condicional, o, de
lo contrario, se trae a cuenta para explicar porque la propiedad condi-
cional si es verdadera cuando el conjunto es unitario.

Para ayudar a aclarar la nocién de conjunto convexo, es conveniente
mencionar la diferencia entre poligono convexo y conjunto de puntos
convexo. Por ejemplo, un tridngulo es un poligono convexo pero no es
un conjunto convexo.

Postulado Separacion del plano Sea a un plano, m una recta en el plano
y Hy Klos semiplanos determinados por m en a.

1. Hy K son conjuntos convexos.

2. SiA€e Hy B € K entonces ABN m # Q.
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Con el animo de profundizar mas en las caracteristicas de los semi-
planos, se propone el siguiente problema.

94 PROBLEMA 12:

a. ;Podemos garantizar que los semiplanos determinados por la recta
m en el plano « tienen un punto?

b. Si tienen un punto, ;tiene infinitos puntos?

C. Sean Hy K los semiplanos determinados por la recta m en el plano a.
Si H tiene un punto, ;podemos garantizar que K tiene por lo menos
un punto?

No podemos responder la primera pregunta afirmativamente dado
que el P. Plano - puntos, que es el pertinente para poder justificar la
existencia de puntos en un plano, da lugar a cuatro posibles situacio-
nes de los tres puntos no colineales (Figura 13):

oA C : C .
. B , B A
(aJAeH (b)AEK
H
A K oA
N s c B
H L
(c)AeHy BEK (c)A,BEH[0A,BEK]

Figura 13: Posibilidades de la existencia de puntos en un plano

Lo anterior muestra que no es suficiente el uso de ese postulado
para afirmar que los dos semiplanos tienen por lo menos un punto. A
lo mas se puede asegurar que uno de los semiplanos tiene un punto (T.
del Semiplano). Es por ello que las otras dos preguntas tienen sentido.

Teorema del Semiplano Uno de los semiplanos determinados por unarecta
en un plano tiene por lo menos un punto.



Para justificar la respuesta afirmativa a la pregunta del literal 12 (b),
los estudiantes proponen tomar un punto en la recta que determina
el semiplano y el punto que existe en el semiplano (cuya existencia
se asegura con el T del Semiplano). Aluden a que el segmento cuyos
extremos son esos puntos esta contenido en el semiplano y dado que
el segmento tiene infinitos puntos, el semiplano también los tendra.

En la discusidn de la propuesta que se acaba de mencionar, se aclara
que el segmento no esta contenido en el semiplano puesto que uno
de sus extremos esta en la recta. No obstante, la propuesta conduce a
estudiar si los demds puntos del segmento si estdn en el mismo semi-
plano en el que se encuentra el otro extremo. Esto conduce al siguiente
teorema:

Teorema Puntos en el mismo semiplano Dado el plano o, la recta m en
ayAunpuntodem.SiC-D-AoD-C-Adonde C es un punto en uno de
los semiplanos determinados por m en a, entonces Cy D estan en el mismo
semiplano.

Para el desarrollo de la demostracidn conviene reformular el teore-
ma anterior en términos especificos, pues la notacidn facilita la comu-
nicacion.

Reformulacién Teorema Puntos en el mismo semiplano Dada m una

recta en un plano a, sean Hy K los semiplanos determinados por m en a, y

A, DyCpuntosdea.SiCEH,AeEmyC-D-AoD-C-A entoncesDES, .
(o de otro modo, D € H) (Figura 14).

Figura 14
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1. m una recta en un plano a

2.Sean Hy K los semiplanos deter-
minados por m en a

3.CeEH

4.A€m

5.C-D-AoD-C-A

6.D¢S, [(H)

7.HU KU m = @, (uni6n disyunta)
8.()Demo(i)DES,  (K)
9.DEmM

10. C, Dy A son colineales

11. Existerectaltalque C,D,A €l
12.A,CECA;C,AECD
13.CD=1;CA=1

14.CD=CA

Dado

D. Semiplano (1)

Dado

Dado

Dado

Negacidn de la conclusién

D. Semiplano (2)

D. Unidn disyunta (7)

Caso (i)

D. Interestancia (5)

D. Colinealidad (10)

P. Dos puntos - recta (existencia) (11)
P. Dos puntos - recta (unicidad) (11)

Prop. Transitiva (13)

En este momento se interrumpe la demostraciéon que sugieren los
estudiantes para comentar que los pasos 10, 11, 12, 13y 14 que ellos
proponen pueden ser modificados de la siguiente forma:

10. C, Dy A son colineales
11. Sea CD
12.A€CD

D. Interestancia (5)
P. Dos puntos - recta (10)

D. Colinealidad (11)

Hasta el momento no se ha mencionado el hecho de que dos rectas
que se intersecan lo hacen en un tnico punto porque no habia surgido
la necesidad. Pero para poder llegar a una contradiccidn, es necesario
introducirlo. Para facilitar la comprensién del desarrollo de la demos-
tracion del T Puntos en el mismo semiplano, se hara la demostracién



del T Interseccion de rectas una vez finalizada la demostracion del teo-
rema que nos ocupa en este momento.

13.AemyA€CD
14.DemyDeCD
15.AEmnﬁyD€mnﬁ
16.A=D
17.A=DyC-D-AoA=DyD-C-A

18.D&m

19.D€S,
20.CDNm# @
21.Sea{X}=CDNm
22.XECDyX€Em
23.CDc CD

24.X€CD yX€m
25.XGmﬂﬁyAEmﬂﬁ5
26.X=A

27.C-X-D [;Por qué X no puede
ser Cni D?]

28.C-A-D
29.C-D-AyC-A-DoD-C-Ay
C-A-D

30.D €S,

C

31.DES,,

Conjuncion (4,12)
Conjuncién (9,11)

D. Interseccion (13,14)

T. Interseccidn de rectas (15)
Conjuncion (5,16)

Pr. de reduccién al absurdo (17) (D.
Interestancia)

Caso (ii)

P. Separacion del plano (19)
T. Interseccién rectas (20)
D. Interseccion (21)

T. Recta-rayo-segmento (11)
D. Subconjunto (22)

D. Interseccion (23)

T. Interseccién de rectas (24)
D. Segmento (22)

Pr. Sustitucion (25,26)
Conjuncion (5,27)

Pr. Reduccion al absurdo (28) (Con-
tradice T. Tres puntos)

Pr. Reduccion al absurdo (6,8,29)

Teorema Interseccion de rectas Si dos rectas distintas, my I, se intersecan
entonces su interseccion es un tinico punto.
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1. Sean m y I dos rectas distintas

2mnNnl#0

3.Sean A y B puntos tales que
A BeEmnI

4. AelyAem;BelyBeEm
5.Sea AB
6.ﬁ=myﬁ=l

7.m=1

8m=lym#lI

9. m N [ es un Unico punto

Recordando que todos los elementos tedricos anteriores surgieron
para justificar que todo semiplano tiene infinitos puntos, en ese es-
fuerzo se sigue notando que hasta ahora solo se puede asegurar que
el semiplano del que podiamos aseverar que tiene un punto, tiene infi-
nitos puntos. Asi que, es pertinente preguntar lo siguiente: Toda recta

Dado
Dado

Negacidn de la conclusion

D. Interseccion de conjuntos (3)
P. Puntos - recta (4)

P. Puntos -recta (unicidad) (5,4)
Transitividad de igualdad (6)
Conjuncion (1,7)

Pr. Reduccién al absurdo(8)

que esta en el plano a y que contiene a B, ;tiene puntos en H?

Para continuar con la propuesta de los estudiantes de mostrar que
el semiplano también se extiende infinitamente como el plano, es ne-

cesario introducir el siguiente teorema:

Teorema de la Semirrecta Si un punto de una semirrecta estd en un semi-
plano determinado por una recta que contiene el extremo de la semirrecta,

entonces esta estd contenida en el semiplano (Figura 15).

Figura 15



1. a plano, mrecta, m c a

2. H, K semiplanos determinados
por m

3. semirrecta ABcon A € m

4. Sin perder generalidad, se puede
decirque BEH

5. Sea un punto X tal que X € semi-
rrecta AB

6.XtAyX€e€AB
7.X€ABoX-B-A

8.A-X-BoX-B-A[;Porqué Xno
puede ser ni 4 ni B?]

9.XeH

10. semirrecta ABc H

Dado
Dado
Dado

T. Semiplano (2)

D. Conjunto

D. Semirrecta (5)
D. Rayo (6)

D. Segmento (7)

T. Puntos en el mismo semiplano
(4,8)

D. subconjunto (5,9)

Teorema Puntos en distintos semiplanos Si D, E'y F son puntos colineales,
D - E - Fy mes una recta que contiene a E, m # DF, entonces D y F estan en
distintos semiplanos determinados por m (Figura 16).

F

e

Figura 16

Para este dltimo teorema, generalmente los estudiantes sugieren
dos demostraciones: una indirecta y otra directa. Solo la primera re-
sulta correcta pues en la segunda se cometen dos errores que hay que
destacar pues suelen suceder. Primero, presentamos la demostracion

indirecta del teorema.
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1.D-E-F
.E€em, mrecta

.E€EDF

2
3
4.m# DF
5.DFnm = {E}
6

.Sea a el plano determinado por
my DF

7. a es la uniéon disyunta de Sm,F’ SWF
ym

8.1)Demoi)DES, oiii)DES, ,
9.DEmM

10.DF N m = {D}

11.D=E

12. D, E'y F son puntos distintos
13.D=Ey D, Ey F son puntos distintos
14.D¢&m

15.D€eSs, ,

16.S . es un conjunto convexo
17.DF c S,

18.E€S, .

19.E€S, ,Nnm

20.5, .nm#Q

215, .Nnm=9

22.5, . Nnm=0QyS .Nnm#0Q
23.D€S, .

24.D€eS,

F

Dado
Dado
D. Segmento (1)
Dado

T. Interseccién rectas (2,3)

T. Dos Rectas - plano (4)

D. Semiplano (6)

D. Unioén disyunta (7)

Caso 1

T. Interseccion de rectas (10,4)

Pr. Sustitucién (11,5)

D. Interestancia (1)

Conjuncién (12,13)

Pr. Reduccidn al absurdo (14)
Caso 2

P. Separacion del plano (6)

D. Conjunto convexo (9)

D. Subconjunto (3,18)

D. Interseccién de conjuntos (2,19)
D. Conjunto vacio (20)

D. Semiplano (unién disyunta) (7)
Conjuncioén (21,22)

Pr. Reduccién al absurdo (23)
MTP (9,15,24)



Con este teorema queda respondida de manera afirmativa la Pregunta

12 c.

La demostracion directa que proponen los estudiantes para el T.
Puntos en distintos semiplanos, y que no es correcta, es:

1.D-E-F

2.E € m, mrecta, m C a, a plano
3.DFc DF

4.E€DF

5.E€DF

6.DF N m = {E}

7. Existe plano a tal que
DFcaymca

8. Sean H y K semiplanos determina-
dos por m

9.DeHyFeK

Dado

Dado

T. Subconjunto de recta (1)
D. Segmento (1)

D. Subconjunto (2, 3)

T. Interseccién rectas (2,5)

T. Dos Rectas - plano (2,3)

D. Semiplano (7)

P. Separacion del plano (ii) (6,8)

El primero de los problemas que se evidencian en esta demostra-
cion es que el plano a ya esta dado en el paso 2 como uno de los que
contiene a la recta m luego no puede darse su existencia en el paso 7;
tampoco puede asegurarse que ese es el que también contiene a la DF.
Por otro lado, en el paso 9 se usa la proposicién reciproca de la parte
ii. del Postulado Separacién del plano como si fuese equivalente a lo
establecido en ese postulado. Es decir, aqui hay un claro ejemplo de
la Actuacion problematica 2. La discusion acerca de la invalidez del
paso 9, debido a que se esta usando como garantia una afirmacién que
no es parte del sistema tedrico, lleva a cuestionar si esa afirmacion es
verdadera. De ello, surgen los siguientes dos teoremas:

Teorema Segmento-extremos en un semiplano Sea a un plano que con-
tiene al ABy ala recta n. Si AB N n = @, entonces A y B estan en el mismo
semiplano determinado por n (Figura 17).
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tigura 17
1. aplano,nrecta,n C a Dado
2ABca;ABNn=0 Dado
3.4, BEAB D. Segmento (2)
4.A¢nyBé&n D. Conjunto vacio (2)

5.Sean Hy K semiplanos determina-

dos por n en @ D. Semiplano (1)

6.A€EHyBEK Negacion de la conclusion (5)
7.ABNnz@ P. Separacion del plano (ii) (6)
8.ABNn=0yABNn#0 Conjuncién (2,7)

9. Ac HyBEHoAEKyBEK Pr. Reduccidn al absurdo (4,8)

Teorema Extremos-segmento en un semiplano Dados el plano a y una
rectaltalesquelc a,A,BEa,A¢1yB &1 SiAy Bestan en el mismo semi-
plano determinado por I, entonces AB N [ = @ (Figura 18).

T

.A/’

Fiqura 18



1. aplano, Irecta, I C Dado

2.A,BEa Dado

3.Sean Hy K semiplanos determina-

dos porlena D. Semiplano (1)

4. A€eHyB€EH Dado (sin perder generalidad)
5A¢ KyB¢K D. Semiplano (3)

6. H es conjunto convexo P. Separacion del plano (i) (3)
7.ABc H D. Conjunto convexo (4,6)
8.INH=0 D. Semiplano (3)

9.ABni=0 D. Subconjunto (7,8)

1. Demuestre: Un conjunto de puntos convexo es vacio, unitario o tiene
infinitos puntos.

2. Determine si la respuesta a la pregunta es Si, No, o No se sabe. Si
la respuesta es Si, formule el hecho geométrico correspondiente y
provea la demostracién. Si la respuesta es No se sabe o No, justifi-
quela utilizando una representacion grafica y elementos del sistema
tedrico.

a. W es un conjunto de dos puntos, A y B. ;W es un conjunto con-
vexo?
b. ;La unién de dos semiplanos, de un mismo plano, es un conjunto
convexo?
c. A es un punto. ;Es {4} un conjunto convexo?
d. ;Existen dos rectas?
e. El MN es subconjunto del conjunto de puntos E. ;E es un conjun-
to convexo?
f. Dado que Hy J son semiplanos contenidos en el plano a, ]03
iesHUJ=a?



g. ¢(La unién de dos conjuntos convexos es un conjunto convexo?
h. ;La interseccién de dos conjuntos convexos es un conjunto con-
vexo?
]04 i. Dada una recta, ;existe un plano que la contiene?

3. Si unarecta m que no esté en el plano a lo interseca, ;puede la inter-
seccion tener mas de un punto? Justifique su respuesta.

4. Complete las justificaciones en la demostracion de la siguiente afir-
macion:

Un segmento es un conjunto convexo.

1. MN

2.SeanX, Y€ MN
3.M-X-NyM-Y-N

4 M-X-Y-NoM-Y-X-N
5.DF

6. XY

7.Sea Z € XY

8.X-Z-Y

9.M-Z-N

10.Z € MN

11.XY € MN

12. MN es un conjunto convexo
5. Demuestre la siguiente afirmacién, conocida como el Axioma de

Pasch:

Teorema Axioma de Pasch Dado el plano , 4, By Ctres puntos no colineales
ylarectam,talesqueA4,B,C, mc a.SimnN AB 20 y m no contiene ni a 4, ni
aBniaC, entonces m N BC£® o m N AC £Q.



Es importante destacar aqui que, siendo una disyuncién lo que
se va a demostrar, el método consiste en negar una de las dos pro-
posiciones de la disyuncion y demostrar que la otra es valida. Para
comprender la validez de este método de demostracion, conviene
recordarles a los estudiantes la tabla de verdad de la disyuncién.

1. A, By C tres puntos no colineales
yrectam; A,B,C, mca

2.mNAB#0

3.AByC¢&m

4. Suponga que m N BC =@

5.SeaD € mnAB

6.DEAByD€Em

7.D#A,D#B

8.A-D-B

9. Sean H y K los semiplanos
determinados por m en «

10.SeanS, =HyS ,=K
(sin perder generalidad)

11.CeS,,

12.C¢S, ,

13.mNAC#Q

6. Discuta si el T. Puntos en el mismo semiplano es o no equivalente a
la siguiente afirmacién: Si 4, By C son tres puntos tales que A - B - C,
entonces cualquier recta m que contenga al punto 4, m # AC, deja a
By a Cen el mismo semiplano.
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Capitulo 5:
Angulos
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on el siguiente problema se pretende motivar una conversacion

instruccional sobre qué es un angulo, la cual debe concluir con

el establecimiento de la definicion de tal objeto geométrico y su
inclusién en el sistema axiomatico en construccion. El Problema 13
pone en juego la nocién de angulo que tienen los estudiantes, la que
no necesariamente coincide con la dada por Hilbert (1862-1943), en
su libro Los Fundamentos de la Geometria: la unién de dos rayos que
tienen el mismo origen y estdn contenidos en rectas diferentes (Hilbert,
1899). En sus soluciones, generalmente los estudiantes proveen una
nocién de angulo relacionada con la definicién que al respecto dio A.
Arnauld (1612-1694), en su texto Nuevos Elementos de Geometria,
Libro VIII: parte de un plano comprendida entre dos semirrectas que
tienen origen comtin (Arnauld, 1683)o con la de Euclides (siglo 1v a.
C.): la inclinacién mutua de dos lineas que se encuentran una a otra en
un plano y no estdn en linea recta que retoma A.C. Clairaut (1713-1765)
la inclinacion de una linea sobre otra (Clairaut, 1881) Las varias y di-
versas respuestas de los estudiantes dan pie para hacer explicitas las
definiciones mas frecuentemente usadas en el ambito escolar, y para
poner de manifiesto cudn disimiles son los respectivos objetos a los
que hacen referencia: inclinacién se refiere a una relacién, parte de
un plano se refiere a una region, y unién de dos rayos se refiere a una
figura geométrica. El problema pone en juego la nocién en vez de pedir
directamente que se dé una definicion pues es posible que un estu-
diante, o bien, recite de memoria un enunciado correcto sin la suficien-
te comprension, o bien, pueda no tener el respectivo vocabulario para
comunicar su idea aunque tenga una comprension adecuada.

PROBLEMA 13: Dados £ABCy £ACB. Describa: ZABC N £ACB.

Se solicita a los estudiantes que escriban su definiciéon de angulo.
Generalmente, proponen las siguientes.

Propuesta 13.1 Un angulo es la regién entre dos rayos que comparten
su extremo.

Propuesta 13.2 Un dngulo es la amplitud resultante de la unién de un
ABy otro AC

Propuesta 13.3 Es la abertura que se da entre dos rayos que comparten
su punto inicial.



Propuesta 13.4 Son dos rayos que comparten un punto en comuny la
region entre ellos.

Propuesta 13.5 Dados AB y AD cuyo punto de origen es 4, el angulo esta
constituido por los dos rayos.

Presentadas estas afirmaciones, se analizan para determinar exac-
tamente a qué se refieren. Las Propuestas 13.1 y 13.4 se refieren a una
region del plano (Figura 19).

Figura 19

Las Propuestas 13.2 y 13.3 parecen traer a cuenta la medida del an-
gulo (Figura 20).

Fiqura 20

A la Propuesta 13.5 le faltan condiciones para que se corresponda
con la definicion de Hilbert, que es la que se adopta en el curso:

Definicion de angulo Un angulo es la unidon de dos rayos que tienen el
mismo extremo y que no son colineales (Figura 21).
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figura 21

Una caracteristica esencial de los angulos y necesaria para desarro-
llar la teoria asociada a estos objetos, es que ellos son figuras coplana-
res.

Teorema Angulo figura coplanar Un angulo es una figura coplanar.

Dado que entre los estudiantes predomina la idea de angulo como re-
gion, es indispensable establecer la diferencia entre angulo y region
angular o interior de dngulo. Para ello, se propone el siguiente pro-
blema:

PROBLEMA 14: Defina la region a la que se refieren las Propuestas
13.1y 13.4.

Las respuestas mas frecuentes al Problema 14 generan dos pro-
puestas para definir interior de un angulo, a saber:

Propuesta 14.1 El interior de un dngulo es la regiéon convexa determi-
nada por el &ngulo.

Propuesta 14.2 El interior de un dngulo es el conjunto de todos los seg-
mentos cuyos extremos son puntos, uno en cada lado del
angulo, sin incluir los extremos.

De estas, una se convierte en definicidn y la otra en teorema. La de-
finicion que se establece es la siguiente:

Definicion de interior de un angulo Dado el ZABC, el interior del ZABC es
la interseccion del semiplano determinado por la BC en el cual esta A con el
semiplano determinado por la BA en el cual esta C (Figura 22).



figura 22

La definicién anterior se puede simbolizar asi:
int£ABC = SBT,A N Smc

Con esta definicién se puede demostrar que el interior de un dngulo
es un conjunto convexo. De la Propuesta 14.2, surge el siguiente teo-
rema:

Teorema Punto en el interior de angulo Dado el ZABC, si E un punto
cualquiera en el BA, F un punto cualquiera en el BC con E'y F diferentes de
B,y X un punto tal que E - X - F, entonces X € intZABC. (Figura 23)

Figura 23

La introduccién del concepto de paralelismo, mas adelante, hace
posible demostrar que la caracterizacion de interior de angulo dada
en el teorema anterior es equivalente a la definiciéon que se da para el
interior de un angulo.

Reconocemos que el siguiente problema se puede resolver utilizando
representaciones con lapiz y papel. No obstante, resolverlo con Cabri
es una tarea interesante porque genera la oportunidad de emplear una
herramienta del software que sustituye al transportador y discutir so-

11
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bre cuales elementos deben incluirse en el sistema teérico para que
sea valido el uso de esa herramienta.

PROBLEMA 15: Dado un angulo A en Cabri, describa dos procesos
diferentes para construir un angulo congruente a este. ;Qué le permite
garantizar que son congruentes?

La resolucidn de este problema exige definir la congruencia de an-
gulos y determinar la forma en que se establece la medida de un angu-
lo, procedimiento similar al empleado para determinar la distancia en-
tre un par de puntos o la medida de un segmento cuyos extremos son
esos puntos. Para ello, procedemos con base en un postulado, formu-
lado por Birkhoff, que establece una correspondencia entre los rayos
coplanares con un mismo extremo y los nimeros reales médulo 2.
En Cabri, nuestra herramienta de mediacion, para la correspondencia
entre los angulos y sus medidas, usa los nimeros entre 0 y 180; esta
situacion se refleja en el siguiente postulado:

Postulado Angulo - niimero A cada angulo le corresponde un tinico niimero
real entre 0 y 180.

Para determinar el nimero que le corresponde a cada angulo, asig-
namos “coordenadas” a los rayos cuestién que establece el siguiente
postulado:

Postulado Rayos - niimero Dada una AB y un punto C tales que C & AB.Se

puede establecer una correspondencia de todos los rayos con extremo en A

y un punto en Sy, con los numeros reales entre 0 y 180 tal que:

i. A cadarayo con un punto en S le corresponde un unico nimero entre
0y 180.

ii. A cadantimero entre 0y 180 le corresponde un tnico rayo con un punto
en Sy

iii. AlABle corresponde 0.

iv. Al rayo opuesto al AB le corresponde el niimero 180. (Figura 24)

Figura 24



El postulado anterior instaura lo que podriamos llamar un sis-
tema de coordenadas para un conjunto de rayos con puntos en un
mismo semiplano. El niimero asignado a un AF, F en Sy, se denotara
por rgz5 (se lee coordenada del AF con respecto al AB) indicando que
laAB es larecta de referencia y que al AB se le asigna el 0.

Nota El P. Rayos — nimero es andalogo al P. Recta — niimeros reales, asunto
que sugiere que los hechos geométricos relativos a la interestancia -que se
demostraron, en gran medida, gracias al P. Recta — niimeros reales- tienen sus
respectivos hechos andlogos en el marco de los angulos, esta vez pensando
en algo como “rayo entre rayos” relacidn esta que puede expresarse mejor
como punto en el interior de dngulo. Esta analogia permite demostrar los
hechos geométricos relacionados con angulos siguiendo la misma estructura
de las demostraciones hechas para los respectivos hechos de interestancia.

Definicion Medida de angulo Dado un £EAD, la medida del ZEAD es
|reas - roas|, donde AB es la recta de referencia.

La medida del ZEAD se denota por mzEAD. Si el rayo de referencia
es un lado del angulo, se obtiene el siguiente teorema que es muy util.

Teorema Medida de angulo Si ZEAD entonces m £EAD = r;5, donde el AD
es el rayo de refrencia.

Debemos hacer en este momento una observacion: se adopta una
unidad de medida para determinar la coordenada de cada rayo; esto
garantiza que lo perceptual y lo tedrico se correspondan. Sin impor-
tar el sistema de coordenadas con el cual se establece su medida, esta
siempre debe ser la misma. Como se ilustra en la Figura 25, se debe
tener que m £FAB = |ry- 0] = |rf - p].

Figura 25

Ademas, el nimero asignado mediante el P. Angulo-ntimero es preci-
samente el nimero que se obtiene como medida del angulo.

Con base en lo anterior, definimos angulos congruentes asi:
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Definicion de Angulos congruentes Dos angulos son congruentes si tienen
la misma medida.

'|'| 4 Realizadas estas precisiones, los estudiantes usualmente proponen
las siguientes construcciones para obtener un angulo congruente al
dado.

Propuesta 15.1 Construir dos rectas que se intersecan determinando
angulos opuestos por el vértice.

Propuesta 15.2 Construir dos rectas paralelas y una secante.

Propuesta 15.3 Utilizando la herramienta rotacidn, construir un angulo
de igual medida que el &ngulo dado, que no comparta
ningun lado con el 4ngulo original.

Propuesta 15.4 Construir un 2ABC, medirlo y, tomando el BA como uno
de los lados del angulo que se esta construyendo, usar
la herramienta rotacién para encontrar el BD con D €
Sgz-c, de tal forma que el £DBA tenga igual medida a la
del £ABC (Figura 26).

Figura 26

Propuesta 15.5 Construir un angulo, tomar su medida y construir un
rayo en el interior del &ngulo para formar, con un lado
del &ngulo, otro angulo con medidala mitad de lamedida
del 4ngulo original, o construir otro rayo en el mismo
semiplano determinado por la recta que contiene uno
de los lados del 4angulo original, tal que forme con dicho
lado un dngulo del doble de la medida del original, utili-
zando las herramientas medida de dngulos, calculadora 'y
rotacion o usar la herramienta bisectriz para construir
la bisectriz de un angulo.

Propuesta 15.6 Construir dos rectas perpendiculares.

Propuesta 15.7 Construir un £ABC. Reflejar el punto A respecto a la AB
y nombrar la imagen como D.

La Propuesta 15.2 no es aceptable en este punto del desarrollo del
curso, puesto que requiere usar herramientas aun no validadas a par-
tir de la teoria e introducir un nuevo concepto, a saber, el paralelismo.



Con esta restriccion emulamos la propuesta de Euclides de no intro-
ducir dicho concepto hasta que sea absolutamente necesario hacerlo.

Respecto a la Propuesta 15.1, es necesario construir cada una de las
rectas que contienen un lado del angulo dado; de esa manera 2ZBAC
es opuesto por el vértice al 2DAF. Para validar esta propuesta desde
el sistema tedrico se requiere utilizar, en su orden, las definiciones de
angulo y rayo, el P. Puntos-recta, el T. Punto a un lado o, en vez de estos
dos elementos, usar T. Existencia rayo opuesto y, finalmente, la defini-
cién de angulos opuestos por el vértice.

Definicién de Angulos opuestos por el vértice Dos angulos son opuestos
por el vértice si sus lados determinan dos pares de rayos opuestos.

En la Propuesta 15.1, los estudiantes estan basandose en el siguien-
te teorema:

Teorema Angulos opuestos por el vértice Si dos angulos son opuestos
por el vértice, entonces son congruentes.

Su demostraciéon se fundamenta en las definiciones de angulos
opuestos por el vértice, angulos par lineal y angulos suplementarios, y
en el T Par lineal.

Definicién de Angulos par lineal Si ,ﬁyﬁ son rayos opuestos y C es un
punto que no estd en la AB, entonces £BACy £CAD forman un par lineal.
Definicién de Angulos suplementarios Si la suma de las medidas de dos
angulos es 180, entonces los angulos son suplementarios.

Teorema Par lineal Si dos angulos forman par lineal, entonces los angulos
son suplementarios.

Reformulacidn del T. Par lineal Si ZABC y £CBD son par lineal entonces
son suplementarios.

1. ZABCy £CBD par lineal Dado
2.AB y BD rayos opuestos y C & AB D. Angulos par lineal (1)
3. Cy AB determina un plano a T. Recta y punto-plano (2)

4. C pertenece a un semiplano de a

determinado por la AB D. Semiplano (2,3)
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5.r4a5=0,rp: =180 P. Rayos-nimero (iii,iv) (2)
6.0 <r:z5 <180 P. Rayos-numero (ii) (4)

7.m LABC = |r¢zz |

8.m £CBD = |r¢z5 - 180)|
9.m £ABC = r¢z5

10.m 2CBD =180 - r¢az

11.m £ABC+ m £CBD =180 - Pr. Sustitucién y propiedades de los
reag + reag= 180 numeros reales (8)

D. Medida angulo (5,6)

D. Valor absoluto (6,7)

12. £ABCy £CBD suplementarios D. Angulos suplementarios (9)

En relacién con la Propuesta 15.3, como en el sistema te6rico ain no
se tiene como sustentar que los dngulos son congruentes, se introduce
el T de Construccion de angulos. Por otra parte, como Cabri no tiene
una herramienta especifica para construir angulos con una medida
dada, se usa la herramienta rotacion para cumplir esa funcidn, es decir,
se usa en calidad de transportador, aprovechando que dicho teorema
ofrece el sustento tedrico para ello.

Teorema Construccion de angulos Si se tienen AB en un plano a y un nu-
mero real rtal que 0 < r < 180, entonces existe un inico AD tal que D esta en
alguno de los semiplanos determinados por AB en ay ademas m £DAB =r.

La Propuesta 15.4, en la cual acaban construyendo dos angulos ad-
yacentes congruentes, exige inicialmente medir el angulo dado, es de-
cir, se le asigna al BA el ntimero r,5c - Luego se debe encontrar el BD,
con D € Sg;.c, de tal manera que ryz; =r,5¢, lo cual se justifica con el
T. Construccién de dngulos. En este punto se introduce la definicién de
angulos adyacentes.

Definicién de Angulos adyacentes Dos angulos son adyacentes si son
coplanares, tienen un lado comun y los lados no comunes tienen puntos en
semiplanos opuestos determinados por la recta que contiene el lado comin.

La Propuesta 14.5, en la que se construye lo que seria la bisectriz del
angulo, exige la introduccién de varios elementos nuevos al sistema
tedrico. Ella es importante porque da lugar a la entrada de la bisec-
triz de un angulo aunque no corresponde al problema propuesto pues
no construyen un dngulo congruente al original. Si esta propuesta no



resulta entre las que enuncian los estudiantes, se asigna el siguiente
problema para que ello se dé.

PROBLEMA 15a: Construya angulos adyacentes congruentes. ;Qué le
permite garantizar que son congruentes?

Como propuesta de solucion para este problema, los estudiantes
suelen presentar tanto la Propuesta 15.5 como la Propuesta 15.6 des-
critas para el problema anterior. En cualquier caso, la idea es que surja
el concepto de bisectriz de un dngulo y también el de rectas perpendi-
culares. Es usual que para este problema aparezca otra propuesta no
mencionada anteriormente:

Propuesta 15a.1 Construir un £ZABC, escoger un punto H y un punto K
en cada lado del angulo tales que HB = HK. Construir el
HK y su punto medio M. Considerar los ZABM y £CBM.
(Figura 27)

Figura 27

Esta ultima Propuesta no se discutira con los alumnos en este mo-
mento porque para justificarla es necesario hablar de tridngulos con-
gruentes, cosa que no se quiere hacer hasta que se haya agotado toda
la tematica relacionada con angulos.

La validacion de la Propuesta 15.5 conduce a introducir, como se
dijo anteriormente, la definicién de bisectriz de un angulo y demos-
trar su existencia. La propuesta que sugieren los estudiantes para la
demostracidn de este teorema se basa en usar el hecho de que cual-
quier £ABC esta contenido en un plano a para asi poder determinar
semiplanos, asignar coordenada 0 al BCy ral BA, buscar el BD al cual le
corresponde el niimero real g, y justificar que este rayo es la bisectriz
del angulo. En sintesis, la demostracion es analoga a la de la existencia
del punto medio. Sin embargo, para justificar la propuesta se requiere
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la inclusiéon de otros elementos teoricos: la definicién de bisectriz, el
P. Adicién de medidas de dngulosy el T. Adicién de medidas de dngulos.

Definicion Bisectriz de angulo La bisectriz de un angulo es un rayo con
extremo en el vértice del &ngulo y un punto en el interior del angulo que
determina con los lados del dngulo dos dngulos adyacentes congruentes.
Postulado Adicion de medida de angulos Si C € int£ZDAB, entonces
m+£DAC + m£CAB = m£DAB.

El enunciado reciproco del postulado que se acaba de mencionar ex-
presa un teorema que es importante incluir en el sistema tedrico que
se esta formando, razoén por la cual se demuestra, pero su demostra-
cién requiere validar previamente un hecho, que se llamara Teorema
A. Puesto que tanto la demostracion del hecho como la del teorema
son extensas, en este caso no se incluird la primera dentro de la segun-
da. La demostracion del teorema A se convierte en un buen ejercicio
para los estudiantes pues hace uso de los teoremas y postulados de-
sarrollados en el capitulo anterior. Para abordarla se sugiere entregar
a los estudiantes una copia del diagrama B-demostracién elaborada
parcialmente (Anexo 1, pag. 125): la primera columna presenta la se-
cuencia de afirmaciones que conforman la demostracidn, y en la se-
gunda, para cada afirmacion deben dar la garantia y los datos corres-
pondientes. A continuacion se hace la demostracién del hecho:

Teorema ASiCE Syzp, C € Sip - yﬁ? NAD= {X}, entonces X € semirrecta AD.

1.C€ Sap Dado
2.CE Sip-p Dado
3.CBNAD = {X} Dado
4.X€eCByX€AD D. Intersecci6on de conjuntos (3)

5.C-X- B [;Por qué X no puede ser D. Segmento (4)

ni C ni B?]
6.{X}={A}o .
X-A-DoXE€semirrectaAD D. Semirrecta
7.{X} ={A} Caso1

8.C-A-B Pr. Sustitucién (5,7)



10.C€ 4B
11.C€ABy CE€ Sz
12.{X} # {4}
13.X-A-D

14’ XE€E SE:ND

15.C € Sizx

16.C € Sizp
17. CE S,‘qT;}~D y C € SE»«D

18. X no puede satisfacer la relacion
X-A-D

19. X € semirrecta AD

D. Colineal (9)

Conjuncién (1,10)

Pr. Reduccién al absurdo(11)
Caso 2

T. Puntos en distintos semiplanos
(12)

T. Puntos en el mismo semiplano
(5)
Sustitucion (13,14)

Conjuncién (15,1)
Pr. Reduccién al absurdo (17)

MTP (12,18)

Teniendo la validez del Teorema A se puede proceder con la demos-
tracion del siguiente teorema. De nuevo se sugiere dejar como ejerci-
cio completar el diagrama B-demostraciéon que corresponde a la de-
mostracién que sigue (Anexo 1, pag. 125).

Teorema Adiciéon de medida de angulos Si C € Sip y
m<DAC + m£CAB = m«£DAB, entonces C € intZDAB

2.ms£DAC + m£CAB = m£DAB

3.a.CeAD
b. C € Sm,.g
c.C€ int£DAB

4.Ce AD
5.m«DAB = m«CAB
6.m<DAC=0

Dado

Dado

Casos (uso de
D. Semiplano con respecto a la AD
D. Interior del angulo

Caso 1
D. Medida de dngulo (4)

Prop. Numeros reales (2,5)

19
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7.ms£DAC> 0
8.m4£DAC =0y ms£DAC > 0

9.C¢ AD
10CES}ﬁ:~B
11.CBN AD ={X}

12.X€ CByX€ AD
13.C-X-B

14. X € semirrecta AD

15.X € int£CAB

16. semirrecta (AD) c int£CAB

17.D € int£CAB

18. m«£DAC + m«DAB = m«CAB

19. m£DAC + m£DAC + m4CAB =
m«£CAB

20.msDAC=0
21.m«DAC> 0

22.C & Sigp

23.C € int£DAB

P. Angulo - niimero (2)
Conjuncion (6,7)

Pr. Reduccién al absurdo(Se contra-
dice la Tricotomia) (8)

Caso 2 (3)

T. Interseccion de recta
P. Separacion del plano (10)

D. Interseccion (11)
D. Segmento (12)
T.A.(1,10,11)

T. Punto en el interior del angulo
(13)

T. Semirrecta - interior del &ngulo
(14,15)

D. Subconjunto (16)
P. Adicién de medida de angulo (17)

Sustitucion (18,2)

Prop. Nimeros reales (19)
P. Angulo-ntimero (2)

Pr. Reduccidn al absurdo(se contra-
dice la tricotomia) (20,21)

MTP(22,9,3)

Nota: E1 P Adicién de medida de dngulosy el T. Adicién de medida de dngulos,
tomados en conjunto, conforman un enunciado, analogo al utilizado para
definir punto entre o interestancia, que podria ser util para definir punto en
el interior de un dngulo.

En lo que sigue, con el animo de simplificar los elementos tedricos
relacionados con angulos que se introducen, usaremos siempre como
sistema de coordenadas para los dngulos uno referido a una de las rec-
tas que contiene a uno de los rayos involucrados en la situacion, esco-
gido a conveniencia.

Teorema Orden - punto en el interior Si a plano y AD, AC, AB, AE C a con
D, E € Sagc y reag < rpas < r'gas, entonces D € int£CAE.



Nota: Este teorema es analogo al T. Orden - interestancia y su demostracion
tiene la misma estructura de la demostracion de tal teorema en el Capitulo 3.

1.a.AD, AC, AB, AE ca
b.D, E € Sis.
C.Tcag < Ipas < 'eis
2. ﬁ,mﬁﬁno son colineales
3.3 2DAC, LEAD, LEAC
4. m£EAD = |rpas - Tsi5 |
5.m4DAC = |rcas - roas |
6. mLEAC = |rcas - reas |
7. rE,E'rcﬁ >0
g - Teag > 0
reag - Tpas >0
8. mLEAD = g5 - rpas
m4DAC = ryz5 - rcas
M4EAC = rgzp -Icas
9. m£EAD + m«£DAC
=Tgag - Vpag t Ipag - I'cap
= T'Eﬁ - r(_'l,ﬁ’

10. m£EAD + m£DAC = m£EAC

11. D € int£EAC

Dado

D. Rayos-ntimeros (1b)

D. Angulo (2)

D. Medida de angulos (1c)

D. Orden ntimero reales (1c)

D. Valor absoluto (4,5,6,7)

Pr. Sustitucion y Prop. Nimeros
reales (8)
Pr. Sustitucién (8,9)

T. Adicién de medida de angulos
(10)

Los teoremas 4, Adicion de medidas de dngulosy Orden - punto en el
interior permiten demostrar la existencia de la bisectriz:

Teorema Existencia de la bisectriz de angulo: Dado un angulo, existe su

bisectriz y esta es unica.

La Propuesta 15.6 que corresponde a la construcciéon de dos rectas -|2-|
perpendiculares se refiere a la situacion especifica en la que se toma
como dado que el angulo dado en el problema es recto. Esta propuesta
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propicia el surgimiento del teorema que garantiza la existencia de una
recta perpendicular a otra recta por un punto dado de esta.

Teorema Perpendicular - punto de larecta Si mrectay P un punto en m
entonces existe una recta n que contiene a P tal que m _| n.

Su demostracion se basa en el T Construccién de dngulos.

Los siguientes dos problemas abren una oportunidad para revisar
el significado y recordar o establecer las definiciones de los objetos
geométricos involucrados en las situaciones (e. g., rayo, rayos opues-
tos, semiplano, dangulos complementarios, angulos agudo y obtuso).
Por tanto, su solucién juega un papel importante en la ampliacién del
sistema axiomdtico. Ademas, su resolucion exige el uso de teoremas
anteriormente establecidos.

PROBLEMA 16: Sean ﬂy ﬁrayos opuestos y BK otro rayo. Sean BTfy
BD las bisectrices de £ABKy £KBE, respectivamente. ;Cual debe ser la
posicién del BK para que la medida del 2GBD sea maxima? Justifique su
respuesta.

Este problema motiva el uso de todo el potencial dindmico que ofre-
ce un programa de geometria dinamica, e induce a la actividad demos-
trativa en toda su dimension. Los estudiantes generalmente juegan, en
su proceso de exploracién, conlo que anticipan podria ser la respuesta
al problema: piensan que el BK debe ser perpendicular al BA'y al BE o
estar muy cercano a uno de estos rayos. El problema induce al estudio
de resultados al variar la posicion del rayo (Figura 28) y ello conduce
a visualizar matematicamente la figura para percibir la propiedad in-
variante bajo el arrastre: el 2GBD es recto en cualquier posicién del
BK Se pretende que los estudiantes formulen una conjetura tal como
se encontraria el enunciado en un texto de geometria, desprovista de
toda alusién a la variacidn, lo que exige captar la esencia del hecho
geométrico: el angulo formado por las bisectrices de angulos que son
par lineal es recto. Llegar a tal formulacién puede requerir la interven-
cion del profesor. El resultado obtenido, que es bastante inesperado y
sorprendente para la mayoria de los estudiantes, hace que la busqueda
de la justificacion adquiera un sentido ligado mas a la curiosidad pro-
pia que a una exigencia externa debida a las normas de la clase.



figura 28

Las conjeturas que usualmente proponen los estudiantes son las si-
guientes:

Conjetura 16.1 Si ﬂy BE son rayos opuestosy BK otro rayoy ﬁy BDson
lasrespectivas bisectrices de ZABKy £ KBE, entonces para
cualquier posicion del BKlamedida del 2GBD eslamisma.

Conjetura 16.2 Si BA y BE son rayos opuestosy BKotro rayoy ﬁy BD son
las respectivas bisectrices de ZABK'y 2KBE, entonces la
medida del 2GBD es siempre 90.

Conjetura 16.3 Si dos dngulos forman par lineal, entonces las bisectrices
de esos dngulos son perpendiculares.

La formulacién de las Conjeturas 16.1 y 16.2 esta ligada a la accién
del arrastre del BK; la regularidad que se establece en cada una se
expresa en términos asociados al movimiento. La discusién se debe
centrar en la necesidad de transformar dichos enunciados en uno “es-
tatico y general” como el que se presenta en la Conjetura 16.3 para
poder usar el sistema axiomatico existente en la demostracién, como
se muestra a continuacién. Para poder abordarla es necesario contar
con los siguientes teoremas:

Teorema Bisectriz Si BC es bisectriz del ZABD, entonces

m«ABC = m«CBD = % m<ABD, o 2m<ABC = 2m<CBD = m<ABD.
Teoremaj’ulto en el interior- doble orden Si AB es una recta en un
plano a, AD, ACy AE, C, D € Sz, y D € int£EAC, entonces ¢z < I'nzs < I'es O

rC,ATj> I"D,ﬁ> I"E,,ﬁ.

La demostracion del T Punto en el interior - doble orden se realiza de
manera analoga a la demostracién del T. Interestancia — doble orden en
la cual se usa el T. Tres puntos. El teorema analogo de este se presenta
a continuacion:

Teorema Tres rayos Si AB es una recta en un plano a, AD, AC y AE con
C, D € Sggr entonces D € int£CAE o C € int£EAD o E € int£CAD.
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Teniendo ya todos los elementos tedricos necesarios, procedemos a
demostrar la Conjetura 16.3.

124

1. £EBK'y £KBA par lineal, BD y BG
respectivas bisectrices de ZABK  Dado

y £EBK
2. znm:‘gg(l( =msEBKy 2m£KBD = T Bisectriz (1)
3. m£EBK + m£ABK = 180 T. Par lineal (1)
4.2m<GBK + 2m«KBD = 180 Pr. Sustitucion (2,3)
5.m4GBK + m£KBD =90 Prop. Numero reales (4)
6.D € int£ABK; G € int£EBK D. Bisectriz (1)
7.1452=0, rger =180 P. Rayos numero (iii, iv) (1)

T. Punto en el interior- doble orden
8.TrxEr> rpga > rupa

(6), (7)
9. Fomi> Femi> Femt T. Punto en el interior- doble orden
oo (6), (7)
10. rgpa> rxpa > o Pr. Sustitucién (8), (9)
11. K € int £GBD T. Orden- punto en el interior (10)
12. m£GBK + m£KBD = m£GBD P. Adiciéon medida de angulos (11)
13.m4£GBD =90 Pr. Sustitucién (5), (12)
14. £GBD es recto D. Angulo recto (13)
15.BG | BD D. Perpendicularidad (14)

PROBLEMA 17: Seanﬁyﬁrayos opuestos y@ otro rayo. ;Es
posible determinar un punto E, en el mismo semiplano en el cual esta
D, para que el 2BAD sea complementario con el ZCAE? Formule una
conjetura y demuéstrela.

La intencién que tenemos al proponer el problema va mas alla de
descubrir la existencia del angulo complementario: queremos propi-



ciar que los estudiantes se involucren en una actividad demostrativa
plena, que vaya desde la exploracién de la situaciéon problema, pase
por la formulacién de una conjetura y concluya con la demostracion
del hecho geométrico que subyace en la situacion problema. Resolver
el problema exige un andlisis detallado pues el estudiante debe darse
cuenta de que el ZBAD debe ser agudo y que cualquier punto de la se-
mirrecta AE construida es un punto solucién (Figura 29). La geometria
dindmica juega un papel protagdnico, pues permite a los estudiantes
identificar el lugar geométrico que es solucion del problema. En el caso
de que la resolucion de los Problemas 15 y 15a no hubiera suscitado la
necesidad de establecer la existencia de rectas perpendiculares, la re-
solucién de este problema hace surgir necesariamente una discusion
al respecto ya que al arrastrar un punto E libre, descubren que se debe
construir un rayo perpendicular al AD por el punto A para obtener el
angulo complementario pedido.

figura 29

Al explorar la situacidn, algunos estudiantes hacen explicita la res-
triccidn que tiene el punto D para que exista el complemento de 2BAD:
este debe ser agudo. Esta circunstancia propicia la revision de la de-
finicién de los términos angulo agudo, angulo obtuso y angulos com-
plementarios. Sin embargo, hay estudiantes que, aunque trabajan la
situaciéon tomando al ZBAD agudo, no mencionan esa condicién en su
conjetura.

Definicién de Angulo agudo Un angulo es agudo si su medida es menor
que 90.

Definicién de Angulo obtuso Un angulo es obtuso si su medida es mayor
que 90.

Definicién de Angulos complementarios Dos angulos son complementa-
rios si la suma de sus medidas es 90.

Las tres construcciones que surgen como solucién al problema son
las siguientes:

Propuesta 17.1 Construir el ZEAC de medida 90 - m£DAB.
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Propuesta 17.2 Construir una recta que contiene al punto 4, y escoger
al punto una recta m que contiene al punto A, m | Ey
escoger al punto E sobre la semirrecta AX con X € Szzp -

]26 Propuesta 17.3 Construir unarectam | :ﬁy el £EAY de igual medida al
2DAB donde Y € Sqzp N m.

Las conjeturas que presentamos aqui, resultado de las construccio-
nes propuestas, no difieren mucho de las que proponen los estudian-
tes cada vez que hemos propuesto este problema en clase.

Conjetura 17.1Si AB y AC son rayos opuestos y AD otro rayo tal que
m<DAB < 90, entonces existe un punto E € Szzp tal que
m<DAB + m£CAE =90.

Conjetura 17.2 Si Ey AC son rayos opuestos y AD otro rayo, entonces
existe un punto E en el semiplano en el cual esta D tal
que m£EAD =90y LEACy £DAB son complementarlos

Conjetura 17.3 Si se tiene AB yAC son rayos opuestos yAD otro rayo tal
que el £BAD es agudo y sea el ZCAE con E en el mismo
semiplano en el cual estd D tal que 2BAD y £CAE son
complementarios, entonces el ZDAE es recto.

Conjetura 17.4 Si 2DAB y «DAC forman par lineal y mzDAB o
m«£DAC < 90, entonces existe 2EAC en el mismo semi-
plano tal que 2DABy £EAC 0 £DACy £EAC son comple-
mentarios.

En el analisis correspondiente es posible y conveniente discutir y
destacar las siguientes cuestiones:

. Eluso de términos del lenguaje geométrico; especificamente, sustituir
la expresion “Si se tiene AB yAC son rayos opuestos yAD otro rayo”
por “4DAB y £DAC forman par lineal” y la expresiéon “m£DAB < 90”
por “42DAB es agudo”. Esto con la intencién de presentar una afirma-
cién compacta equivalente a las dadas.

ii. La correspondencia entre el proceso de construccion y exploracion
y la conjetura establecida; esto para asegurar que la hipdtesis de la
condicional contenga solamente las condiciones establecidas, ya sea
construidas o logradas por el arrastre, y que la tesis informe sobre
lo que descubrieron. Por ejemplo, es posible que el estudiante cons-
truya el AE | AD pero que la tesis de la conjetura sea esa condicion.
Enfatizar en la correspondencia mencionada es importante para
que los estudiantes entiendan que los enunciados condicionales en
geometria reportan relaciones de dependencia.

Finalizando el andlisis de las conjeturas, usualmente quedan dos
afirmaciones por demostrar:



Conjetura 17.1 Si 2DAB y 2DAC par lineal, 2DAB agudo y AE | AD con
E € Sz5p, entonces £DABy £CAE son complementarios.

Conjetura 17.2 Si £DABy £DAC par lineal, 2DAB agudo y 2DABy £CAE,
con E € S35, son complementarios, entonces AE 1 AD.

En el Anexo 1, (pag. 127) se presenta el esquema de la demostracién

de la Conjetura 17.1. Hay varios hechos geométricos que deben surgir
en el esfuerzo de demostrar las conjeturas y que son de gran utilidad.
Pueden establecerse como teoremas o simplemente indicar que en los
pasos correspondientes de la demostracion, se estd demostrando cada
hecho.

Teorema Complementarios - agudo Si dos angulos son complementarios,
entonces cada uno de ellos es agudo.

Teorema Agudo - obtuso Si dos angulos son par lineal y uno es agudo,
entonces el otro es obtuso.

Con este problema se cierra el proceso de construccién del siste-

ma axiomatico relacionado con la geometria de dngulos, logrando asi
una organizacién deductiva para los conceptos, postulados y teoremas
correspondientes. Hasta el momento no se ha estudiado la Propuesta
15.7 que, como se dijo anteriormente, necesita de teoria asociada a la
congruencia de triangulos. En el capitulo siguiente, nos ocuparemos
con detalle de esta Propuesta.

. Demuestre que existen los dngulos.
. Demuestre que un angulo es una figura coplanar.

. Demuestre que no es posible la siguiente situacion: C € intZEAD y
D € int£EAC

. Demuestre los siguientes teoremas:

a. Teorema Semirrecta interior de angulo Si D estd en el interior
del £CAB, entonces la semirrecta AD estd en el interior del 2CAB.

b. Teorema Angulos suplementarios - congruencia Suplemen-
tos de dngulos congruentes son congruentes.

c. Teorema Angulos complementarios - congruencia Comple-
mentos de angulos congruentes son congruentes.

d. Teorema Cuatro angulos rectos Si dos rectas son perpendicu-
lares, entonces se determinan cuatro angulos rectos.
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e. Teorema de la Bisectriz Si BC es bisectriz del £ZABD, entonces
m£ABC = m£CBD = 5 m£ABD o 2m£ABC = 2m£CBD = m£ABD.

f. Teorema Punto en el interior - doble orden Si AB es una recta
en un plano «, /Tﬁ, nyﬁ C,D € Syzry D € int£EAC, entonces
T'cag <T'pag < I'gag O I'cap > I'pag > 'gap.

g. Teorema Existencia de la bisectriz de angulo Dado un angulo,
existe su bisectriz y esta es Unica.

. Demuestre los siguientes dos teoremas:

a. Teorema Complementarios - agudo Si dos angulos son com-
plementarios, entonces cada uno de ellos es agudo.

b. Teorema Agudo - obtuso Si dos angulos son par lineal y uno es
agudo, entonces el otro es obtuso.

. Usando las afirmaciones anteriores, demuestre la Conjetura 17.2.

. Generalmente se define angulo recto como un dngulo de medida 90

(D1). Considere la siguiente definicién: (D2). Un angulo es recto si
es par lineal de un angulo congruente a él.

a. Demuestre que D2 es valida usando D1 como definicién.
b. Demuestre que D1 es valida usando D2 como definicién.

. Determine si la respuesta a la pregunta es Si, No o No se sabe. Si la

respuesta es No se sabe, modifique las condiciones dadas para que
la respuesta sea Si y demuestre que asf es. En caso contrario, de-
muestre su respuesta.

a. ;El ZABC es un conjunto convexo?

b. Dado 2GH] y HT,T¢ HGUHJ . (Es la semirrecta HT subconjunto
del interior del 2GHJ

c. Sean £A 'y £B. ;Existe un angulo cuya medida sea mzA + m4£B?

. Explique por qué el sistema tedrico que tenemos hasta el momento

no nos permite demostrar que

Ssea N Szic € {X | F-X-G donde F € BA; G € BC: F, G # B}

10.Demuestre que si m£BAC > m£DAC, donde D € S,z5 entonces

D € int£BAC.



Anexo |

Teorema A Si C € Sz, CE€ S y CBN AB= {X} entonces X € semirrecta AD.

Demostraciéon

GEOMETRIA PLANA - ANGULOS

Mirmacion Garantia y datos

1.C€ Sup

2.CE Siyp
3.CBNAD={X}
4.XeCByX€AD
5.C-X-B

6.a) {X} = {A}
b)X-A-D
c) X € semirrecta AD
7.{X} ={A}
8.C-A-B

9.C, Ay Bson colineales
10.C€ AB

11.C€EABy CE Sizp
12.{X} # {4}
13.X-A-D
14.X € Sizp
15. C € Suzx
16. C € Siz.p

17.C € Sagpy C € Sagp

18. X no puede satisfacer la relacién
X-A-D

19. X € semirrecta AD
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Teorema de adicién de medida de angulos: Si C € Sz, ¥
m4£DAC + m£CAB = m£DAB, entonces C € int£DAB.



Demostracion
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Mirmacion Garantia y datos

1.C€ Sump

2.m£DAC + m£CAB = m£DAB

3.a.CeAD
b. C € STD,’“B
c.C € int£DAB

4.Ce AD
5.m£DAB = m£CAB
6.m£DAC =0
7.m£DAC > 0

8.m£DAC =0y ms£DAC> 0
9.C¢ AD

10. C € Si-s
11.CBN AD = {X}
12.X€CBy X€AD
13.C-X-B

14. X € semirrecta AD

15.X € int£CAB

16. semirrecta (AD) c int£CAB
17.D € int£CAB

18.m2£DAC + m£DAB = m£CAB

<
§ 19. m£DAC + m£DAC + m£CAB =
= m2CAB
5 20.m£DAC =0
o 21.m2DAC > 0
22.C& Sips

23.C€int£DAB

CARMEN SAMPER



Teorema 17.1 Si 2DAB'y £DAC par lineal, 2DAB agudo y AE | AD con
E € Szzp, entonces 2DABy £CAE son complementarios.

1.a. 2DABy £DAC par lineal
b. 2DAB agudo
c.AE | AD,E€ S

2.AB,AC opuestosy D ¢ AB
3.Searugp =0, a5 =180

4.Searzgp=ryrie=s0<r<180,
0<s5s<180

5 ir=s
il.r>s
iii.r<s
6.r=s
7.Eyﬁ coinciden
8. £EAD es recto
9.AE y AD no son colineales
10.r#s
11.r>s
12.E € int£DAB
13.m£DAB = m£EAD + m£EAB
14.m£DAB <90
15. m£EAD =90
16.m£DAB =90 + m£EAB
17.m£EAB >0
18.m£DAB > 90
19.m£DAB <90 y m£DAB > 90

20.r*s
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21.
22.
23.
24.
25.
26.
27.
28.
29.
30.

r<s

r<s<180

E € int£CAD

2DABy £DAC suplementarios
m«£DAB + m£DAC = 180

m+4DAC = ms£EAD + m£CAE
m4DAB + m£EAD + m£CAE = 180
m«DAB + 90 + m£CAE = 180
m+£DAB + m£CAE = 90

2£DABy £CAE son complemen-
tarios



(apitulo 6:

(ongruencia de triangulos
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oncluida la conformacién del sistema tedrico local cuyo ntcleo

béasico es el angulo, se procede al estudio del tridngulo, siendo

esta la figura geométrica que sirve de base para el estudio de
otras figuras geométricas. En este capitulo abordamos principalmente
la relacidn de congruencia de triangulos y los elementos tedricos que la
fundamentan. Generalmente, los estudiantes ya han sugerido el uso de
triangulos para resolver algunos de los problemas que se les han pro-
puesto. Por ello, comenzamos con la siguiente pregunta que impulsa el
surgimiento de la concepcién que tienen los estudiantes de triangulo
y la utilizacién de los elementos tedricos presentados anteriormente.

Tan pronto como se define tridngulo y se demuestra su existencia, se
introduce la relaciéon de congruencia de tridngulos. La pregunta que
suscita el tema es muy directa (Problema 18).

PROBLEMA 18: ;Existen los tridngulos?

Lo primero que se debe establecer es la definicion.

Definicion de tridngulo Dados tres puntos no colineales, un triangulo es
la unién de los segmentos cuyos extremos son dichos puntos.

Durante el analisis de esta definicion y a raiz de la discusiéon cuyo
objetivo es contestar la pregunta, surge una inquietud: si no existen
tres puntos no colineales no existe un tridngulo. Por ello, el camino
que sugieren los estudiantes comienza por establecer la existencia de
un plano, para en él encontrar los tres puntos y, por ende, el tridngulo.
Todo ello lleva a establecer el siguiente teorema:

Teorema Existencia de triangulos En un plano, existe un triangulo.

La demostracion de este teorema exige usar el P. Plano-puntosy el P
Llaneza del plano.

Tras resolver el problema de la existencia de tridngulos, se procede
a introducir la relacién de congruencia de tridngulos abordando el si-
guiente problema:

PROBLEMA 19: Sean la P?y un punto 4 ¢ PC contenidos en un plano.
Proponga dos métodos para determinar un punto B en el mismo plano
de tal manera que AACP y ABCP sean congruentes.



Suresolucién exige, en primer lugar, aclarar que determinar significa
dar una caracterizacién geométrica del proceso para encontrar el pun-
to B es decir un proceso indicando la secuencia de pasos que permite
encontrarlo o construirlo y precisando la justificacion teérica de cada
paso. En segundo lugar, se requiere definir la relaciéon de congruencia
de triangulos, concepto que posiblemente los estudiantes ya conocen.

Definicion de triangulos congruentes Dos tridngulos son congruentes
si existe una correspondencia entre los vértices de uno de los tridngulos
y los del otro, de tal forma que los dngulos y lados correspondientes son
congruentes.

Esto significa que AABC y ADEF son congruentes (AABC = ADEF) si
se tiene que:

1. A corresponde a D, B corresponde a E'y C corresponde a F
2. AB= DE, AC = DF,y BC = EF
3.£4A= 4D, tB=¢LEy £C=LF

Aqui establecemos como postulado de congruencia de tridngu-
los solo uno: aquél que afirma que la congruencia de un lado de un
tridngulo con el correspondiente del otro triangulo y la congruencia
de los angulos que cada lado determina en los triangulos (LAL) son
condiciones suficientes para que dichos tridngulos sean congruentes.
A diferencia de lo que sucede en el libro Elementos de Euclides, donde
todos los criterios son proposiciones (Libro I, proposiciones 4, 8 y 26,
tr. 1991), en nuestro sistema teorico solo dos de estos son teoremas
(LLL y ALA) que se demostraran mas adelante. Euclides emplea para
demostrar los criterios de congruencia la posibilidad de trasladar y su-
perponer un tridngulo sobre otro de tal forma que coincidan todas sus
partes, idea que se ajusta perfectamente a la de correspondencia men-
cionada en nuestra definicién y congruencia de las partes correspon-
dientes. El, como todos los geémetras griegos, asume un principio sin
mencionarlo explicitamente, que mas tarde B. Riemann (1826-1866)
y H. Helmholtz (1821-1894), llaman el Axioma de libre movilidad
(Heidelberger, 1993) el cual establece que, en espacios de curvatura
uniforme, los cuerpos no se deforman cuando estos se trasladan de
un lugar a otro. Usando esta idea, Euclides demuestra el Criterio LAL
(Proposicion 4, pag. 29) y el Criterio LLL (Proposicion 8, pag. 36, tr.
1991). En 1889, Hilbert (1862-1943), en su intento de darle a la geo-
metria euclidiana un fundamento axiomatico estricto, en donde entre
otras cosas no se asuma el Axioma de Libre Movilidad, presenta en su
libro Fundamentos de Geometria, un sistema que incluye la congruen-
cia como una relacién no definida y cinco axiomas de congruencia (Bo-
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yer, 1989). Enunciamos entonces los criterios de congruencia a los que
nos referimos anteriormente:

Postulado LAL Si dos tridngulos tienen dos lados correspondientes con-
gruentes y los dngulos que estos determinan también son congruentes,
entonces los tridngulos son congruentes.

Teorema ALA Si dos tridngulos tienen dos angulos correspondientes con-
gruentes y el lado que estos comparten también son congruentes, entonces
los triangulos son congruentes.

Teorema LLL Si dos triangulos tienen sus tres lados correspondientes
congruentes, entonces los triangulos son congruentes.

Aun cuando aqui se enuncian los dos teoremas que establecen cri-
terios de congruencia, en este momento se introduce en la clase so-
lamente el T ALA que se puede demostrar usando el P LAL y los ele-
mentos tedricos que se tienen hasta el momento (Ejercicio 4, al final
del capitulo). Para la demostracion del T. LLL es necesario contar con
el T del Tridngulo isésceles, elemento que surge en la resolucién de
un problema posterior. Por eso se posterga su introduccidn al sistema
teorico.

Generalmente surgen tres propuestas para resolver el Problema 19.
No es usual que los estudiantes propongan un método en el cual B esté
en el mismo semiplano donde esta A. Ello, porque quiza piensan que
la correspondencia entre los vértices Cy P tiene que ser con ellos mis-
mos, condicién que no se exige en el enunciado del problema. Vale la
pena precisar que la expresion AACP = ABCP si implica la correspon-
dencia entre los vértices que asegura la congruencia de las partes (an-
gulos y lados) correspondientes, pero la expresion “AACP y ABCP sean
congruentes” no necesariamente. Las propuestas usuales de solucion
al problema son:

Propuesta 19.1 Construir el PC’ de tal forma que m£CPC'=m£APCy loca-
lizar en él un punto B tal que BP = PA (Figura 30).

Figura 30



Propuesta 19.2 Construir la recta perpendicular a ﬁpor el punto 4,
nombrar el punto de intersecciéon entre las dos rectas
como X, y localizar un punto B en el rayo opuesto al XA
tal que AX = XB (Figura 31).

figura 31

Propuesta 19.3 Trazar dos circunferencias; una con centro Py radio PA, y
otracon centro en Cy radio CA. Nombrar como B el punto
deinterseccion de las dos circunferencias que es distinto
de A (Figura 32).

A

o

B

fiqura 32

La Propuesta 19.1 se puede justificar sin introducir elementos nue-
vos al sistema teorico. Se usan para ello el T Construccién de dngulos y
el T Localizacién de puntos, garantizando asi las condiciones requeri-
das por el P LAL. En cuanto a la Propuesta 19.2, es necesario justificar
la existencia de una recta perpendicular a otra por un punto que no
pertenece a la segunda recta.

Teorema Existencia perpendicular por punto externo Dada una recta
y un punto que no pertenece a ella, existe una unica recta que contiene al
punto y es perpendicular a la recta dada.

Reformulacion Si la CX y un punto A tal que A ¢ CX, entonces existe una
AB tal que CX | AB (Figura 33).

137



138

Fiqura 33
1. 67,/1 ¢ CX Dado
2.Sea LAXC T. Existencia de angulo (1)
3.SeamsAXC=r;r>0 P. Angulo-ntimero (2)
4.Sea XY tal que Y € Syz.y m£CXY=r T. Construccion de angulos (1,3)
5.XA>0 P. Puntos-ntimero (1)
6.Sea B € XY tal que XB=XA T. Localizaci6én de puntos (5)
7.B € Sxz.a T. Semirrecta (4,6)
8.Sea AB P. Dos puntos - recta (1,7)
9.Sea AB T. Recta-rayo-segmento (8)

P. Separacion del plano (ii) y T.

10.AB 0 CX={T} Interseccion de rectas (1,7,8)

11.4, X, T no colineales; B, X, T no D. Colineal (1,7,10)

colineales

12. Sean AAXT y ABXT D. Triangulo (11)

13.XT = XT Pr. Reflexiva

14. £AXT = £BXT D. Angulos congruentes (3,4)
15.AX = XB D. Segmentos congruentes (5)
16. AAXT = BXT P.LAL (13,14,15)

17. LATX = £/BTX D. Tridngulos congruentes (16)



18.T€ BA D. Interseccién (10)

19.B-T-A D. Segmento (18)

20.TA yﬁ son opuestos D. Rayos opuestos (19)

21. £ATX'y £XTB son par lineal D. Par lineal (11,20)

22.£ATX 'y £XTB son rectos D. Angulo recto 2 (17,21)

23.CX | AB D. Rectas perpendiculares (1,8,22)

En el paso 10 de la demostracion anterior se supuso que los puntos
A, Xy B no son colineales, al suponer que el punto de interseccién de
ABy CX era un punto Ty no B. Se debe abordar la posibilidad de que
sean colineales para completar la demostracién. Por otro lado, como
las demostraciones se construyen colectivamente con los estudiantes,
el camino seguido en clase para justificar el hecho no necesariamente
coincide con el aqui propuesto. Por ejemplo, en alguna version del cur-
so, en lugar del paso 7 surgi6 la siguiente propuesta:

7a.X-B-YoX-Y-BoB=Y D. Rayo (6)

7b. B € Sicy T. Puntos en el mismo semiplano
(7a)

7c.BE Sxcy VY € Sxca Conjuncion (4,7b)

7d. B € Sx¢-a Pr. Transitiva (7c)

La Propuestal9.3 se descarta porque no hay forma de validar que
existe el otro punto de interseccion de las circunferencias. Ademas, si
se quiere aceptar la existencia del otro punto de interseccién como un
hecho, es necesario usar el T LLL para completar la justificacion, ele-
mento que no se ha introducido aun al sistema teérico.

El siguiente problema tiene como objetivo recordar la definicién de
mediatriz de un segmento como el lugar geométrico de los puntos
coplanares que equidistan de los extremos del segmento. También
se espera que los estudiantes descubran, como hecho geométrico, la
propiedad que usualmente se presenta como definicion de mediatriz:
recta perpendicular al segmento que contiene su punto medio.
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PROBLEMA 20: Dados una recta m, un punto R de ella y un punto P que
no pertenece a ella. a. ;Cuantos puntos del S,, ., tienen la misma distan-
cia a R que la distancia de R a P? Justifique su respuesta. b. ;Existe un
punto Q tal que para todo punto Y de m se tenga que QY sea igual a PY?
Si existe, describa sus caracteristicas geométricas. Formule una conjetu-
ray justifiquela.

Para encontrar el punto Q por lo regular, los estudiantes exploran de
alguna de las siguientes tres maneras:

Propuesta 20.1 Construyen una circunferencia con centro R y radio RP.
Activan la traza de dicha circunferencia y animan el
punto R. Encuentran que la traza ilustra que todas las
circunferencias se intersecan en un tnico punto Q del
Sm~p- Asi, para dicho punto Q, PR=QR, siendo R cualquier
punto de m (Figura 34).

Figura 34

En una variacién de la construccion descrita, construyen la circunfe-
rencia con centro R y radio RP. Luego escogen un punto Y € m, y cons-
truyen la circunferencia con centro Yy radio YP. Arrastran el punto Yy
se dan cuenta de que las circunferencias siempre se intersecan en dos
puntos, Py un punto del S,,.». Ese es el punto @ (Figura 35).

A

Figura 35




Propuesta 20.2 Construyen una circunferencia con centro R y radio RP.
Construyen un punto @ cualquiera en la circunferencia
de manera tal que Q € S,,.», y un punto cualquiera Z en la
recta. Encuentran las distancias PZy QZ,y con el arrastre
de Q obligan a que PZ = QZ. Enseguida arrastran el pun-
to Zy se dan cuenta de que dicha igualdad se mantiene
(Figura 36).

Figura 36

Propuesta 20.3 Esta construccion es principalmente por ajuste. Teniendo
a R € m, escogen otro punto Y € m. Escogen dos puntos C
yDtalesque C,DE€S,,.,, CR=PRy YD =PY.MuevenaC y
a D hasta que coinciden. Eventualmente, encuentran el
punto Q deseado (Figura 37).

Figura 37

Sabiendo ya que dicho punto Q existe, con base en la realizacion de
alguna de las exploraciones anteriores, los estudiantes se centran en
establecer propiedades geométricas para el punto @, que les permitan
formular una conjetura. Por lo general, llegan a formular los siguientes
enunciados condicionales.

Conjetura 20.1 Sean m una recta, P un punto, P € m, y Ry Z puntos
cualesquiera de m. Si Q es un punto del S,,.p, tal que
2PZR = £QZRy PZ = QZ, entonces Py Q equidistan de
Ry PQ 1 m (Figura 38).
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fiqura 38

Conjetura 20.2 Sean m una recta, P un punto, P € m, y R cualquier punto
de m. Seallarecta perpendiculara m por b, mn 1= {S}.
SiPS=5Q,Q€ES,,.»entonces Py Q equidistan de R (Figura 39).

Figura 39

Conjetura 20.3 Dados una recta m, un punto P € m y un punto Q € S,,.»

tales que PY = QY para todo punto Y € m, entonces PQ 1 m
(Figura 40).

Figura 40

Surgen, en esencia, dos propiedades importantes de estas conjetu-
ras: i. Si se tienen un PQ, su punto medio S, y una recta m que contiene
a Sy es perpendicular a PQ, entonces todo punto R € m equidista de P
y Q. i. Si se tiene un PQ y para todo punto Y € m se cumple que PY= QY,
entonces PQ | my m contiene el punto medio de PQ.




Este es un buen momento para mostrar que las definiciones son
arbitrarias. Especificamente, se puede definir la mediatriz de un seg-
mento de dos formas:

Definicion 1 de Mediatriz Dado un PQ, la mediatriz del PQ, en un plano,
es la recta perpendicular al segmento, que contiene el punto medio de este.
Definicion 2 de Mediatriz Dado un PQ, la mediatriz del PQ, en un plano,
es el conjunto de todos los puntos del plano que equidistan de los extremos
del segmento.

Si se acepta como definicion el primer enunciado, entonces el se-
gundo serd el T de la mediatriz; por el contrario, si el segundo enuncia-
do se toma como la definicion, el primero sera el T. de la mediatriz. Por
lo regular, este tltimo es el camino que seguimos en clase, aun cuando
el primero es el que se encuentra habitualmente en los textos.

Escogemos ese camino por varias razones. Una, en el curso Ele-
mentos de Geometria se llega a la D. (2) de Mediatriz a partir de la
exploracion, con geometria dindmica, de una situacién cuyo resultado
sorprende a los estudiantes: hay mas de un punto que equidista de los
extremos de un segmento dado. Otra, vemos mayor riqueza para am-
pliar el sistema teorico si usamos la D. (2) de Mediatriz como nuestra
definicion de mediatriz. El analisis de tal definicién nos lleva a: demos-
trar la existencia de la mediatriz, demostrar que realmente es una rec-
ta n y que precisamente n es la recta perpendicular al segmento, que
contiene el punto medio de este. Eso es lo recoge la D. (1) de Mediatriz.
Para desarrollar esta propuesta, solemos nombrar con el simbolo Mz;
al conjunto de puntos de un plano que equidistan de los extremos del
PQ. El camino delineado exige mostrar que: My; # @ y n = Mz

El siguiente problema nos abre el camino para abordar las definicio-
nes de altura de un tridngulo y de tridngulos isdsceles, equilatero y es-
caleno; también, para incluir los teoremas del Triangulo isésceles, su
reciproco, del Angulo externo, y los criterios de congruencia de trian-
gulos que auin no se han estudiado.

PROBLEMA 21: Determine la relacién entre el tipo de tridngulo y la
propiedad dos de sus alturas son congruentes.

Hay dos cuestiones que se deben tratar inmediatamente: la defini-
cién y la existencia de altura de un tridngulo.
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Definicion de altura Altura de un tridngulo es el segmento perpendicular a
la recta que contiene un lado del tridngulo y cuyos extremos son un punto
de larectay el vértice del triangulo que no pertenece a la recta.

La demostracion de la existencia de las alturas se basa en el T Exis-
tencia perpendicular por punto externo.

Este problema difiere de muchos de los anteriores porque permite
dos interpretaciones y, por tanto, dos formas de proceder para resol-
verlo: comenzar con algun tridngulo especial, especificamente el is6s-
celes, y verificar la congruencia de alturas, o comenzar con un trian-
gulo cualquiera y arrastrar hasta que dos alturas sean congruentes.
De acuerdo con las construcciones que realizan los estudiantes con
geometria dindmica, se obtienen diferentes conjeturas que se pueden
agrupar en las siguientes tres. Ellas dependen de lo que construyen
inicialmente y de cémo exploran la situacion.

1. Si un tridngulo es isdsceles, entonces dos alturas son congruentes.

2. Si dos alturas de un tridngulo son congruentes, entonces el tridngu-
lo es isOsceles.

3. Si el tridngulo es equilatero, entonces sus alturas son congruentes.

Generalmente, los estudiantes no precisan cudles son los lados que
deben ser congruentes y cudles las alturas a las que se refieren. Por
ello, en un trabajo conjunto se establecen las siguientes afirmaciones:

Conjetura 21.1 Si AABC con BC = ACy BY y AX alturas, entonces BY = AX.

Conjetura 21.2 Si BY y AX son alturas y BY = AX, entonces el AABC es
isdsceles.

Conjetura 21.3 Si un triangulo es equilatero, entonces sus alturas son
congruentes.

Ademas, con frecuencia, surgen conjeturas que se pueden aprove-
char para estudiar aspectos de la loégica o de la teoria de conjuntos,
como la determinacion de la equivalencia de tales conjeturas con las
que finalmente se formulan, o la inclusién de las conjeturas que pro-
ponen en las que finalmente se formulan. Un ejemplo de esta situacion,
son las siguientes afirmaciones:

a. Silos angulos de un triangulo son agudos y dos de sus alturas son
congruentes, entonces el tridngulo es isdsceles. Esta afirmacion es
un caso particular de la Conjetura 21.2, por lo tanto esta incluida
en ella.



b. Si en un triangulo todas las alturas tienen diferente medida, enton-
ces es escaleno. Esta afirmacion esta relacionada con la contrarre-
ciproca de la Conjetura 21.1 o de la Conjetura 21.3.

Es importante precisar la definicidn de tridngulo isésceles pues al-
gunos estudiantes la dan en términos de la congruencia de los dngulos;
otros, de la congruencia de los lados; y otros incluyen ambas condicio-
nes. También es necesario tratar la relacion entre triangulo isdsceles
y triangulo equilatero pues algunos estudiantes no reconocen la rela-
cién de inclusion entre ellos.

Definicidon Triangulo isdésceles Un tridngulo es isésceles si tiene dos lados
congruentes.

Definicidon Tridngulo equilatero Un tridngulo es equilatero si todos sus
lados son congruentes.

Definicidn Triangulo escaleno Un triangulo es escaleno si no tiene ningin
par de lados congruentes.

Cuando los estudiantes intentan demostrar la Conjetura 21.1, el
primer obstaculo que encuentran es poder concluir que los angulos
opuestos a los lados congruentes del tridngulo también son congruen-
tes. Se establece entonces como teorema y surgen varias propuestas
para demostrarlo.

Teorema Triangulo isésceles Si AABC es is6sceles, con AB = BC, entonces
LA = £C.

Propuesta 21.1 Determinar el punto medio M del AC y concluir que
AABM = ACBM.

Propuesta 21.2 Construir la altura BM y concluir que AABM = ACBM.

Propuesta 21.3 Construir la bisectriz BM del ZABC con M € AC, y concluir
que AABM = ACBM.

Propuesta 21.4 Construir unarecta perpendicular por el punto medio M
del ACy concluir que AABM = ACBM.

Ninguna de estas cuatro propuestas se puede justificar completa-
mente usando los elementos del sistema teérico disponible. La Pro-
puesta 21.1 requiere del T LLL, cuya demostracion recurre a la validez
del T Tridngulo isésceles. En la Propuesta 21.2, es necesario garantizar,
por una parte, que M cumple A - M - C y ninguna otra de las posibles in-
terestancias y, por otra parte, que se cumple el criterio de congruencia
hipotenusa-cateto (Criterio HC). La Propuesta 21.3 requiere garanti-
zar que la bisectriz del ZABC interseca el AC.

En este momento, hay cuatro posibles caminos para seguir:
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1. Usar la demostracién propuesta por Pappus, en la que se justifica
la congruencia del AABC con el ACBA empleando el P. LAL.

2. Usar la demostracion basada en la propuesta de Euclides: escoger
un punto E en la BA tal que B - A - E, localizar un punto F en la BC
tal que B- C- F y CF = AE, y demostrar la congruencia del ABAF con
el ABCE 'y del AAEC con el ACFA, usando el P LAL.

3. Puesto que las justificaciones del Criterio HC y del T. LLL necesitan
la validez del T. Tridngulo isésceles, estas opciones se descartan.

4. Usar la definicién de mediatriz para concluir que BM esta contenido
en la mediatriz del AC y luego usar el T. Mediatriz para concluir que
BM | AC. De ello, se tiene que AABM = ACBM por el P LAL.

En el curso, se adopta, por razones didacticas pues su demostracion
es compleja (ver problema 7 en Moise y Downs, 1986, p. 179), la vali-
dez de la interseccién de la bisectriz del ZABC con el AC, con el siguien-
te postulado.

Postulado Interseccion rayo segmento Si BK contiene un punto en el inte-
rior del By A, C son puntos en lados diferentes del 2B, entonces BK N AC #@.

El problema en el que se solicitaba construir angulos adyacentes
congruentes, como se mencioné en el capitulo anterior, puede lle-
var a una propuesta cuya justificaciéon requiere de la congruencia de
tridngulos (Propuesta 15.8). Especificamente, la propuesta consiste
en construir un £ZABC y determinar, en cada uno de sus lados, sendos
puntos, Hy K, tales que HB = BK. Luego, con el punto medio M de HK se
construye finalmente el BM para obtener la congruencia de los ZABM
y £CBM. En este momento se tienen todos los elementos para justifi-
car esta propuesta.

Establecido el T Tridngulo isésceles, se aborda ahora el estudio del
enunciado reciproco. También este se puede demostrar usando laidea
propuesta por Pappus, pero se invita a los estudiantes a ingeniarse una
demostracién diferente. Mencionamos algunas de las propuestas y la
razon por la que no se aceptan.

Teorema Reciproco del Triangulo is6sceles Si dos angulos de un trian-
gulo son congruentes, entonces los lados opuestos a ellos son congruentes.

Propuesta 21.5 Dado el AABC con £ACB = £ABC, escoger un punto D tal
que B - D - Ay localizar un punto E en CA tal que DB = EC.
Demostrar que ABCD = ACBE. En consecuencia, se tiene
que 2ADC = £AEB y AD = AE, lo que permite establecer
que AABE = AACD.

Razén para rechazarla: ;Cémo asegurar que A - E - C? (Figura 41).



Figura 41

Propuesta 21.6 Dado AABC con £ACB = £ABC escoger H, punto medio del
BC, y trazar una perpendicular al BC que contenga a H.

Razén para rechazarla: ;Como asegurar que esa recta perpendicular
contiene al punto A?

Propuesta 21.7 Dado el AABC con £ACB = £ABC, construir las bisectri-
ces CD y BK de los angulos congruentes. Demostrar la
congruencia de AKBCy ADCB con D € BAy K € AC. Ense-
guida, demostrar la congruencia de AKBA y ADCA. Esta
propuesta es valida en cuanto se acepte como postulado
el P. Interseccién rayo segmento (Figura 42).

Figura 42

Se retoma la demostracién de la Conjetura 21.1 en la que se plantea
que las alturas relativas a los lados congruentes de un tridngulo isés-
celes son congruentes (Figura 43).

Figura 43
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Aunque se sobrepasa el primer obstaculo con la introduccién del T
del Tridngulo isdsceles, no se puede avanzar mucho mas en la demos-
tracion de la conjetura porque tanto para los triangulos AXABy AYBA,
como para AAXC y ABYC, solo se logra demostrar la congruencia de
un lado y de dos angulos, no siendo el lado el que esta determinado
por los angulos. Generalmente, los estudiantes proponen dos opciones
para solventar la situacién:

1. Introducir, como postulado o teorema, el enunciado que establece
que la suma de las medidas de los angulos internos de un triangulo
es igual a 180°.

2. Introducir, como postulado o teorema, el enunciado que establece
que una correspondencia entre dos tridngulos tal que un lado y dos
angulos correspondientes son congruentes da lugar a tridngulos
congruentes.

Sin embargo, ninguna es aceptada y se procede entonces a proponer
otros problemas que daran lugar a los criterios de congruencia que
aun faltan.

Habiendo generado la necesidad de introducir otro elemento en el sis-
tema teodrico para demostrar la conjetura, se propone otro problema a
los estudiantes.

PROBLEMA 22: Construya en Cabri un AMOPy un punto K sobre MP.
¢Qué condiciones se deben tener para asegurar que siempre
m+£OKP > m£OMK?

Las propuestas que surgen usualmente son las siguientes:

Propuesta 22.1 Si K- M - P, entonces m£0OKP< m£OMK.
Propuesta 22.2 Si M - P - K, entonces m£0OKP < m£0OMK.
Propuesta 22.3 Si M - P - K, entonces m£0KP > m£0OMK.
Propuesta 22.4 Si m£0KP > m£0OMK, entonces M - K - P.
Propuesta 22.5 Si M - K - P, entonces m£OKP > m£OMK.

Se sugiere a los estudiantes que, con sus representaciones de geo-
metria dindmica, intenten encontrar contraejemplos de cada una de las
propuestas formuladas. Las siguientes representaciones graficas ilus-
tran por qué las Propuestas 22.1, 22.2, 22.3 y 22.4 son falsas (Figura



44). Es usual que se presenten estas propuestas erréneas porque los
estudiantes no arrastran el punto durante el proceso de exploracidn.

Descarta la Propuesta 22.1 Descarta la Propuesta 22.2

N
d

Descarta la Propuesta 22.3 y 22.4
Fiqura 44

De la Propuesta 22.5 surge la siguiente conjetura:

Conjetura 22.1 Dados el AMOP y un punto K tal que M - K - P, entonces
m<OKP > m£OMK.

El estudio de la conjetura permite introducir la definicion de angulo
externo:

Definicién de Angulo externo Dado un AABC. El ZACD es externo si B— C- D.

Ademas, la definicién y la siguiente discusiéon son elementos para
llegar a la generalizacion que se enuncia como el T Angulo externo.

A

Figura 45
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La Conjetura 22.1 establece que ms1 > m«B (Figura 45). Ahora
bien, la configuracion del £1 con el £B es la misma que la del 22 con el
2A vy, porlo tanto, mz£2 > m£A. Como m£1=m«2, dado que los dngulos
son opuestos por el vértice, se concluye que ms1 > m£A. Esto lleva a
establecer un teorema.

Teorema Angulo externo I En cualquier tridngulo, la medida de uno de sus
angulos externos es mayor que la medida de cualquiera de los dos dngulos
no adyacentes al externo.

Reformulacion del teorema Si AABCy el ZACD, uno de sus dngulos externos,
entonces m£ACD > m£BACy m£ACD > m£ABC.

Al abordar la demostracion del teorema, surge como primera pre-
gunta cdmo se demuestra una desigualdad. En este caso, ;como se de-
mostraria m£ACD > m£BAC? Para ello, se requiere justificar la existen-
cia de un nimero x > 0 tal que m2ACD = m£BAC + x. Esto es producto
de un analisis desde un punto de vista algebraico. Pero ;geométrica-
mente, cdmo se puede establecer dicha expresion? Surgen dos posibi-
lidades para encontrar el valor de x: utilizar una medida de angulo o
una medida de segmento. Para este caso, la segunda no tiene sentido.

La clave de la demostracion esta, entonces, en determinar el angulo
de medida x pertinente para obtener que la m£ACD = m£BAC + x. Las
propuestas de los estudiantes para encontrar dicho angulo son:

Propuesta 22.6 Construir una recta perpendicular a BC por el punto C.

Esta posibilidad se descarta puesto que no se determinarian angulos
que se puedan relacionar con los angulos involucrados en el teorema.

Propuesta 22.7 Construir un £ACX o £DCX, con X € Sz 4 de manera tal
ms£ACX = msA o £DCX = m<A.

Para justificar la construccion, algunos estudiantes hacen referen-
cia al T Construccion de dngulos; otros proponen construir una recta
paralela al BC por el punto A. La primera opcién de justificacién tiene
el inconveniente de no poder garantizar que X € intZACD. La segun-
da opcidn requiere introducir un nuevo concepto, rectas paralelas, al
sistema tedrico, asunto que no se hace porque no se quiere introducir
hasta que sea absolutamente necesario para resolver un problema. La
primera opcién abre el panorama para advertir que no siempre una
construccién auxiliar produce directamente el objeto o la relacién ne-
cesaria para justificar una proposicion. Esta es la segunda vez que va-
mos a usar una construccion que indirectamente da lugar a la relacion
que se necesita. En la primera ocasion, la construccién auxiliar fue util



para demostrar el T. Existencia de perpendicular por punto externo.
Para el caso que nos ocupa, la construccién auxiliar genera triangulos
congruentes que involucran los angulos que deseamos con igual medi-
da. Presentamos a continuacion los pasos claves para la demostracion
del T. Angulo externo.

1. Construir el punto medio M del AC.

2. Construir un punto X en el rayo opuesto al MB, tal que BM = MX.
3. Justificar que AAMB = ACMX.

4. Justificar que X € int£ACD. (Ver ejercicio 12 al final del capitulo)
5. Justificar que mz£ACX > m£ACD.

6. Justificar que m£BAC > m£ACD. (Figura 46)

Figura 46

Una consecuencia casi inmediata del T Angulo externo es la siguien-
te afirmacidn, cuya demostracion se deja como ejercicio.

Teorema Triangulo rectangulo u obtusangulo Si un triangulo es rectan-
gulo u obtusangulo, entonces sus otros dos angulos son agudos.

Recordemos que las conjeturas que relacionan alturas congruentes
con triangulos is6sceles no se han demostrado atn. Estas conjeturas
son:

Conjetura 21.1 Si AABC con BC = ACy BY y AX son alturas, entonces BY = AX.

Conjetura 21.2 Si BY y AX son alturas de un triangulo y BY = AX, entonces
el AABC es isdsceles.

Conjetura 21.3 Si un tridngulo es equilatero, entonces sus alturas son
congruentes.

Lo que hizo falta para culminar la demostracién de la Conjetura 21.1
(y realizar la correspondiente de la Conjetura 21.2) es que la corres-
pondencia lado - dngulo - angulo entre dos tridngulos dé lugar a la
congruencia de los tridngulos. Precisamente para demostrar que es
realmente un criterio de congruencia, se necesita el 7. Angulo externo.
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Teorema Criterio de congruencia lado - angulo - angulo (LAA) Dados
AABC y ADEF tales que £BAC = £EDFE, £ABC = £DEF y BC = EE entonces
AABC = ADEF.

D
A
A
E
B | C
F

Figura 47

Se pide a los estudiantes sugerencias para demostrar este teorema.
Usualmente surgen dos posibilidades: estudiar la relacién entre AB y
DE para asegurar su congruencia y asi utilizar el P LAL, o estudiar la
relacion entre £LACB y «DFE para asegurar su congruencia y utilizar
el T ALA. Generalmente es la primera opcidn la que se aborda. Ello
implica construir en el B4, un punto A" tal que ED = BA’y demostrar
que ABA’C = AEDF. Esto lleva a una contradiccién del T. Angulo externo
(Figura 47).

PROBLEMA 23: Dados los nimeros positivos r y s.

a. ;Qué condicion debe tenerse en cuenta para asegurar que existe un
AABCtalque AB=ry CB=5s?

b. ;Es posible que en dicho tridngulo, AC sea el lado de mayor longitud?
Formule conjeturas y demuéstrelas.

Entre las conjeturas que usualmente surgen del andlisis de este pro-
blema, no hace falta la que explicita como condicién en el antecedente
la no colinealidad de los puntos 4, B y C. Por tanto, antes de estudiar
todas las conjeturas que surgen, es pertinente abordar la relacién que
existe entre la propiedad de no colinealidad y los datos dados en el
problema: las medidas de las longitudes de dos de los lados del trian-
gulo. Es decir, se analizan las condiciones que debe tener la medida de
la longitud del tercer segmento para que el tridngulo exista.

Asi, inicialmente la discusion se centra en estudiar, con geometria
dinamica, las posibles posiciones del punto C en la AB para determinar
AC en términos de ry s. Como se pueden dar tres casos de interestan-
cia,asaber:A-B-C,A-C-ByB-A-C,entoncesAC=r+s,AC=r-s5,



AC = s - r, respectivamente (Figura 48). Teniendo estos resultados, se
estudia, usando la geometria dindmica, la relacién de r + sy |r - s| con
AC, cuando existe el AABC. Con base en el andlisis mencionado, surge
la primera conjetura relacionada con el problema:

s s
[ '
\ \‘
N
. A, By C colineales; A, By C colineales;
A, By Cno colineales AC=r+5 AC=s-r

figura 48

Conjetura 23.1 Si r, sy w son nimeros positivos tales que |r-s|<w <r+s5,
entonces existe un AABC tal que AB=r,CB =5y AC = w.

Su demostracion es por contradiccién y se basa en suponer que el
no existe. Ello implicaria que los puntos 4, By C son colineales. Estu-
diando las posibles interestancias, es evidente que se contradicen las
desigualdades dadas en la hip6tesis de la conjetura.

Como es usual, en este punto se cuestiona la validez del enunciado
reciproco de la Conjetura 23.1; surge entonces la siguiente conjetura.

Conjetura 23.2 Dado un AABC tal que AB =r, CB = sy AC = w, entonces
|r-s|l<w<r+s.

La demostracién de esta conjetura requiere la validez del T Angulos
desiguales - lados desiguales cuyo enunciado usualmente surge como
una de las conjeturas producto de la exploraciéon hecha para resolver
el Problema 23. A continuacién presentamos las demas conjeturas que
a menudo surgen como respuesta a dicho problema.

Conjetura 23.3 Dado el AABC, si m£ABC > m£ACBy m£ABC > m£CAB,
entonces AC > ABy AC > BC.
Conjetura 23.4 Dado el AABC, si AC > ABy AC > BC, entonces
m4£ABC > msACBy m£ABC > m£CAB.
Conjetura 23.5 Dado el AABCy m£ABC = 90, entonces AC > ABy AC > BC.
Conjetura 23.6 Si m£ABC < 60 entonces AC no es el lado més largo.
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De las Conjeturas 23.3 y 23.4 surgen respectivamente los siguientes
teoremas:

Teorema Angulos desiguales - lados desiguales Dado el AABC, si
m<ABC > m£ACB entonces AC > AB. (Figura 49)

Teorema Lados desiguales -angulos desiguales Dado el AABC, si AC >
AB, entonces mzZABC > m£ACB.

La demostracién del segundo teorema se hace por contradiccién y
se deben utilizar el T Reciproco Tridngulo isésceles y el T. Angulos des-
iguales - lados desiguales. La demostracion del primero es la siguiente:

1. AABC con m£ABC > m£ACB
2.AB=AC,AB>ACo0AB<AC
3.AB=AC

4.AB = AC

5.2ABC = £ACB

6. m£ABC = m£ACB

7.msABC=msACBy
m«sABC > m£ACB

8.AB % AC

9.AB>AC
10. Sea AC

B

h

Figura 49

Dado

Tricotomia

Caso 1

D. Congruencia (3)

T. Triangulo is6sceles (4)

D. Congruencia (5)
Conjuncion (6,1)

Pr. Reduccidn al absurdo (se contra-
dice la Tricotomia) (7)

Caso 2 (2)

T. Recta-rayo-segmento (1)



11.Sea D € AC tal que AD =AB T. Localizaci6én de puntos (10)
12.AD = AB D. Congruencia de segmentos (12)
13.AD > AC Pr. Sustitucién (9,11)

14.A-C-D T. Desigualdad - interestancia (13)
15. 2BCA externo al ABCD D. Angulo externo (14)

16. m£BCA > m£BDA T. Angulo externo (15)

17. £BDA = £ABD T. Triangulo isésceles (12)

18. m£BDA = m£ABD D. Angulos congruentes (17)
19. m£BCA > m£ABD Pr. Sustitucién (16,18)

20. C€ int2ABD "(F.lz;mto en el interior de angulo
21. m2ABD = mzABC + m2.CBD P. Adicion de medida de angulos

22.
23.

m«CBD >0
msABD > mzABC

(20)
P. Angulo-niéimero (21)
D. Mayor que (21, 22)

24.m£BCA > m£ABC

25.msBCA > mzABCy
msABC > m£ACB

Prop. Transitiva (19, 22)
Conjuncién (23,1)

Pr. Reduccién al absurdo (se contra-
dice la ley de la tricotomia) (24)

MTP (2,8,25)

26.AB* AC

27.AB< AC

La Conjetura 23.5 da lugar a la inclusion, en el sistema tedrico, de la
definicion de distancia de un punto a una rectay el T Minima distancia.

Definicion de Distancia de un punto a una recta Dados una recta my un
punto P tales que P no pertenece a m. Sea PQ | m, Q € m. PQ es la distancia
del punto P ala recta m.

Teorema Minima distancia Si una recta m y un punto P tales que P no per-
teneceam, P_Q 1 m,Q €m,y Rotro punto cualquiera de m, entonces PQ < PR.

En la demostracién de este teorema, que se deja como ejercicio, se
deben utilizar el T Tridngulo rectdngulo y obtusdngulo y T. Angulos
desiguales - lados desiguales. La demostracién de la Conjetura 23.6
también se deja como ejercicio.
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PROBLEMA 24: Con base en la situacién del Problema 23, estudie dos
momentos de la exploracién realizada y determine la relacion entre los
]56 tridngulos correspondientes a cada momento.

Las conjeturas que usualmente surgen como solucidn al problema son:

Conjetura 24.1 Sean AABCy ADEF tales que AB = DE y AC = DF.
Si m£BAC > m£EDF, entonces BC > EF. (Figura 50)

A
C D H F

Figura 50

Conjetura 24.2 Sean AABCy ADEF tales que AB=DEy AC = DF. Si BC > EF,
entonces m£BAC > m£EDF.

La Conjetura 24.1 se convierte en el T de la Charnela; la Conjetura
24.2,en el T Reciproco de la Charnela cuya demostracion se deja como
ejercicio para el lector. Para la demostracién del T de la Charnela pro-
cedemos de una manera distinta a la que hemos venido presentando
alo largo del texto. Damos a los estudiantes la demostracion que pro-
veen Moise y Downs (1986) con el propdsito de que la analicen de una
manera critica y la recuenten de manera comprensiva. Es decir, los es-
tudiantes deben justificar, con elementos de nuestro sistema teérico,
cada paso de la demostracién que los autores proponen. La demostra-
cién que ponemos a consideracion de los estudiantes es:

Paso 1: Construir el AAKC con K € int£BAC de manera que AAKC = ADEF.
(Figura 51)

A
C D F

Figura 51



Paso 2: Bis&:ar al £BAK; sea M el punto donde la bisectriz interseca
el BC. (Figura 52)

A
C D F

Figura 52

Paso 3: Demostrar que AAMB = AAMK.
Paso 4: Utilizar el T Desigualdad triangular en el ACKM.
Paso 5: Concluir que BC > EF.

Generalmente, en su estudio de la demostracion, los estudiantes no
consideran cuatro asuntos fundamentales para la validez de ella. La de-
mostracion en cuestion es tan esquematica como lo son la mayoria de
las demostraciones que se encuentran en otros textos de matematicas.
Por tanto, el ejercicio propuesto a los estudiantes es una oportunidad
para que se percaten de que las demostraciones presentadas en dichos
textos usualmente no proveen todo el detalle, y que descubrir todo los
elementos esenciales del sistema teérico involucrados para garantizar
la validez de la demostracion es un ejercicio que favorece el aprendiza-
je. Especificamente, hacemos referencia a los siguientes asuntos:

i. ¢Cémo garantizar que K estd en el intZBAC?

ii. ;Cémo garantizar la existencia del ZBAK?

iii. ; Cémo garantizar que la bisectriz del ZBAK interseca el BC?
iv. ;Siempre existe el ACKM?

En cuanto a la primera pregunta, la respuesta esta dada en la so-
lucién del Problema 10 del Capitulo 5. Preguntar por la existencia
del £BAK es equivalente a preguntar si los puntos B, A y K son no
colineales, y la respuesta a la pregunta anterior resuelve esta. La ter-
cera cuestién abordada la garantiza el P. Interseccién rayo segmento.
Finalmente, se debe tener en cuenta que K si puede ser colineal con
Cy M. En ese caso, no hay que usar el T Desigualdad triangular sino la
D. Interestancia para demostrar la desigualdad deseada.
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. (Es el tridngulo una figura coplanar? Demuestre su respuesta.

. (Para resolver usando Cabri) Dados tres puntos no colineales 4, By

C.Sea m la mediatriz del AB y n la mediatriz del BC. Sea T el punto
de interseccidn de tales mediatrices. ; Qué caracteristica geométri-
ca tiene el punto T? Formule una conjetura y demuéstrela.

. Dados AB'y CD dos segmentos congruentes cualesquiera. ;Es posi-

ble construir AABE y ACDE tales que sean congruentes? Provea una
conjetura y demuéstrela.

. En el siguiente esquema de la demostracion del criterio ALA, escri-

ba la garantia completa de cada paso clave y los pasos y garantias
que necesiten para asegurar la validez de ese paso clave para asi
presentar una demostracién completa.

Teorema ALA Dada la correspondencia entre AABCy ADEF tal que ZA = 2D,
£C = £Fy AC = DF, demuestre que AABC = ADEF. (Figura 53)

Figura 53



1.£A = 4D, 2C= LFyAC = DF

2. AB contiene un punto B’ tal que
AB =DE

3.AAB' C = ADEF

4. LACB' = +DFE

5. 2ACB' = £ACB

6.CB' y CB coinciden

7.B'y B son el mismo punto

8. AABC = ADEF

5. El T LLL también se puede demostrar usando el P LAL. Escriba la
garantia completa de cada paso clave y los pasos y garantias que
necesiten para asegurar la validez de ese paso clave para asf pre-
sentar una demostracién completa.

Teorema LLL Dada la correspondencia entre AABCy ADEF tal que AB = DE,
AC = DE y BC = EF, demuestre que AABC = ADEF. (Figura 54)

E

Fiqura 54
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1.AB=DE,AC = DF, BC = EF

2. Existe un punto G en el Syz.p tal
que £CAG = 2D

3. Existe un punto H € AG tal que
AH=DE

4.AH = DE
5.AAHC = ADEF

6. Se supone, como lo ilustra la figu-
ra, que el BH intersecala AC en un
punto entre Ay C.

7.AH = AB

8. 2ABH = £AHB

9.HC=EF

10. HC= BC

11. £HBC = £CHB
12. £ABC = £AHC
13. AABC = AAHC
14. AABC = ADEF

6. a. Analice la demostracion del T Tridngulo isésceles. ;Qué teoremas
o postulados se usaron en su demostracion? ;Es valido su uso en la
demostracion anterior? Explique su respuesta.

b. En la demostracion anterior, se hizo una suposicién en cuanto a la
ubicacién del punto de interseccién de BHy AC.
i. ;Qué otras posibilidades existen?
ii. Analice cada una y determine sila demostracién anterior cambia.

7. A continuacidn se transcriben las demostraciones de Euclides para
el T Tridngulo isésceles y el T. Reciproco del Tridngulo isésceles.
Escribalos en términos coherentes con nuestro sistema teérico y
dé todos los pasos que requerimos para que sea una demostraciéon

aceptable en el curso.



a. Proposicion 5, Libro 1, Elementos de Euclides En los triangulos isos-
celes los angulos de la base son iguales entre si, y prolongadas los dos
segmentos iguales, los angulos situados bajo la base serian iguales entre si.

Sea el tridngulo ABC que tiene el lado AB igual al lado AC, y sean BD y CE el
resultado de prolongar en linea recta los segmentos AB y AC. Digo que el
angulo ABC es igual al (dngulo) ACBy el (angulo) CBD es igual al (angulo)
BCE. Pues tomese al azar un punto F en BD. Trazar sobre AF un segmento AG
tal que AG = AF. Construimos el segmento FC. Formamos el tridngulo AFC.
Construimos el segmento GB. Formamos el triangulo AGB. Estos tridngulos
son congruentes. Asi mismo los tridngulos BFCy CGB son congruentes. Res-
tamos los angulos GBC'y FCB de los angulos GBA y FCA, respectivamente y
queda la demostracion concluida.

b. Proposicion 6, Libro I, Elementos de Euclides Si dos angulos de un
tridngulo son iguales entre si, también los lados que subtienden a los
angulos iguales seran iguales entre si.

Sea el tridngulo ABC que tiene el angulo ABC igual al &ngulo ACB. Digo
que también el lado AB es igual al lado AC. Pues si AB no es igual a AC, uno
de ellos es mayor. Sea AB el (lado) mayor. Y del (lado) mayor AB quitese DB
igual al (lado) menor AC, y tracese DC.

Ahora bien, como DB es igual a AC y BC es comun, también los dos lados
DB, BC son iguales a los dos lados ACy CB, respectivamente, y el angulo DBC
es igual al angulo ACB; por tanto, la base DC es igual a la base AB, y el trian-
gulo DBC serd igual al triangulo ACB, el menor al mayor; lo cual es absurdo;
entonces los lados AB y AC no son desiguales; luego son iguales.

Por consiguiente, si dos angulos de un triangulo son iguales entre si, tam-
biénloslados que subtienden a los angulos iguales seran iguales entre si. Q.E.D.
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8. Una alumna propone demostrar el T. Reciproco del Tridngulo isds-
celes usando las bisectrices de los dngulos congruentes. Desarrolle
dicha demostracidn, indicando si puede completarse usando el
sistema tedrico hasta ahora conformado.

9. Complete la demostracién del siguiente criterio de congruencia.
Tenga presente que se debe utilizar el T Angulo externo.

Teorema Hipotenusa - cateto Se dan AABC y ADEF, tales que £By £E son
rectos, AB = DE y AC = DF, entonces AABC = ADEF.

1. AABC, ADEF, £By £E son rectos
2.4B = DEy AC = DF

3.3BC

4.3BT opuesto a BC

5.3E' tal que E'€ BT y BE'=FE
6. £ABCy £ABT son par lineal
7. £ABCy £ABT son rectos

8. £ABC = £ABT

9.AB = DE,AC = DF,BE' = FE
10. AABE = ADEF

11.AE" = DF, £F = £E'

12.AC = AE"

13.2C= £FE

14. £F=£C

15.2CBA = LE

16. AABC = ADEF

10. Demuestre las siguientes afirmaciones:

a. Si X equidista de BCy BA, entonces BX es bisectriz del ZABC.



b. Si BX es bisectriz del ZABC, entonces todos los puntos que pertenecen a
BX equidistan de BCy BA.

c. Dado un AABC, entonces mzA + m£B< 180, m£C+ m£A <180y

msC+ msB <180.

. Si AABC es tal que 24 es recto, entonces 2By £C son agudos.

. Si AABC es tal que £A es obtuso, entonces 2By 2C son agudos.

f. Dados un AABC, £A obtuso y BY, CX y AT alturas del AABC, entonces
C-A-Y,B-T-CyB-A-X

g. Dado un AABC acutangulo con AX, CZy BY sus alturas, entonces C - X - B,
B-Z-AyA-Y-C.

o o

11. Dé la justificacién de cada afirmacion en la demostracion del
siguiente teorema y vaya completando la figura.

Teorema Existencia perpendicular punto externo Por un punto externo
a una recta dada existe una recta perpendicular a dicha recta. (Figura 55)

Figura 55

1. Larecta m contiene dos puntos Qy R.
2.msLPQR=r

3. Existe un punto S, en el semiplano
determinado por larectamen el
cual no esta P, tal que mZRQS =r.

4. /PQR = /RQS
5.QP=t
6. Existe un punto Ten QS tal que ]63

TQ=d



7. Ty P estdn en lados opuestos de
larectam

]64 8. TP interseca la recta m en un
punto U

9.QU = QU

10. APQU = ATQU

11.UP y UT son rayos opuestos
12.Q no estaen P

13. 2QUPy 2QUT forman par lineal
14. 2QUP = 2QUT

15. £QUP es recto

16. PTes perpendicular a la recta m

12. Los siguientes pasos conforman la demostracion del paso 4 del
plan para demostrar el T Angulo externo (pagina 120). Escriba la
garantia correspondiente en cada paso (Figura 56).

Figura 56

Afirmacion: X € int£ACD.

1.B-M-X
2A-M-C



3.B-C-D

4. X € Sic-p

5.D € Sic-s
6.X € Sicop
7.X € Sgim

8.M €S54
9.X € Szpa
10. X € int£ACD

13. Demuestre la Conjetura 23.6.
14. Dado el AMNO. Demuestre que:

a. Las mediatrices de dos de sus lados se intersecan.
b. Las mediatrices concurren.

15.Enel AABC,A-F-CyA-D - B,de manera que FC = DB. Si AB>AC,
demuestre que FB>CD.

16. Dada la Figura 56, demostrar que m£ZADB > m4C

C

Figura 57

17. Demostrar que la suma de las distancias desde un punto en el
interior de un tridngulo a los extremos de un lado es menor que la
suma de las longitudes de los otros dos lados; es decir, a + b > ¢ + d.
(Figura 58)
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Figura 58

18. Resolver usando geometria dindmica:

a. Seanm unarectay Py Q dos puntos en el mismo semiplano determinado
por la recta m en un plano a dado. Determine el punto R en m para el
cual la distancia PR + RQ sea la menor posible. Escriba una conjetura y
justifiquela. (Determinar significa hacer una descripcion geométrica de
cémo encontrar el punto.)

b. Dado un AABC, construya los tridngulos equilateros AABZ, AACY y ABCX.
Determine el tipo de tridngulo ABC tal que AX sea menor que BY y CZ.
Justifique su respuesta.

c. Se dan y un punto M. Determine geométricamente el punto C tal que M
sea el punto de corte de las alturas del AABC. Valide el procedimiento
realizado.

19. Para cada problema de construccién debe:

i. realizarla con la calculadora,

ii. escribir el procedimiento usado,

iii.si no se puede construir el triangulo, explique qué cambios le haria a las
condiciones iniciales.

a. Dados 4B, CDy EF, construya un triangulo de forma que ABy CD sean dos
lados y EF sea la mediana sobre el lado AB.

b. Dados ABy PQ, construya un tridngulo rectangulo de forma que PQ sea
la hipotenusa y AB sea un cateto.

c. Dado 4B, construya el tridngulo equilatero cuya altura sea AB.

d. Dados 4B, CDy PQ, construya un triangulo de forma que ABy CD sean los
lados y PQ sea la altura sobre el lado AB.

e. Dados ABy CD, construya un triangulo isésceles de forma que AB sea la
base del tridngulo y €D sea su perimetro.

f. Dados AB y dos rectas AD y BE , halle un punto C tal que AD y BE sean
bisectrices del AABC.

g. Dados ABy CD, construya un triangulo isésceles tal que AB sea uno de los
lados congruentes y CD sea la altura correspondiente.

h. Dados AB, CDy PQ, construya un triangulo tal que AB sea un lado, y CD y
W) sean, respectivamente, la altura y la mediana sobre ese lado.
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abiendo estudiado el tridngulo y algunas de sus propiedades,

el siguiente paso es estudiar otra figura geométrica de igual ri-

queza teodrica que el triangulo: el cuadrilatero. En el marco de
este estudio se aborda el paralelismo, una relacién que hasta ahora no
habia sido necesario introducir pero que permite, entre otras cosas,
hacer una clasificacion de este tipo de poligonos.

El primer problema que se propone para esta seccion, basado en el
cuadrilatero de Saccheri, busca motivar las ideas que daran lugar al
sistema tedrico local cuyo nucleo sera el paralelismo de rectas. El cua-
drilatero de Saccheri es un cuadrilatero con dos angulos consecutivos
rectos y dos lados opuestos congruentes cada uno de los cuales tiene
un extremo en el vértice de uno de los angulos rectos. Tras representar
la figura con geometria dindmica, los estudiantes advierten que visual-
mente parece ser un rectangulo, y con la exploracién dinamica cons-
tatan que tiene todas las propiedades de un rectdngulo; esto motiva
sus ganas de demostrarlo y, asi, emprenden el camino para ello. Como
solo es posible hacer la demostracién aceptando como postulado la
unicidad de la recta paralela a una dada por un punto externo a ella
(V Postulado de Euclides), el problema en cuestién ofrece el escena-
rio perfecto para introducir dos elementos al sistema: la definiciéon de
la relacién de paralelismo entre rectas y dicho postulado. Nuestra ex-
pectativa no difiere mucho de lo que experiment6 Girolamo Saccheri
(1667 - 1733), matematico italiano, cuando estudié ese cuadrilatero
con la intencion de llegar a una contradiccién que permitiera demos-
trar, por reduccion al absurdo, el V Postulado a partir de los postula-
dos restantes (Boyer, 1991). Al aceptar como verdaderas las primeras
28 proposiciones expuestas en Elementos de Euclides, las cuales no
requieren del V Postulado, la configuracién propuesta para el cuadri-
latero es construible. Saccheri logra demostrar que los otros dos an-
gulos del cuadrilatero son congruentes pero no rectos. El plantea tres
hipotesis: son rectos, son obtusos o son agudos, y las estudia con el fin
de descartar las tltimas dos. Saccheri no logra su objetivo, pero a cam-
bio establece varias propiedades geométricas relacionadas con dichas
hipotesis. No es nuestro fin estudiar lo que hizo Saccheri sino usar la
situacidén para la intencién anteriormente expuesta.

PROBLEMA 25: Dado el [JABCD tal que AB | BC,DC 1 BCy AB = DC.
;Qué puede decir del [1ABCD?



Lo primero que se debe hacer al abordar el problema es formular la
definicion de cuadrilatero:

Definicion de cuadrilatero Se dan cuatro puntos coplanares, cada tres de
ellos no colineales. Un cuadrilatero es la unidon de segmentos, cuyos extre-
mos son esos puntos dados de tal manera que: cada punto es extremo de
exactamente dos segmentos, si los segmentos se intersecan, su punto de
interseccion es extremo de los segmentos.

Los segmentos se denominan lados del cuadrilatero y los puntos vértices
del cuadrilatero.

La representacion grafica luego de abordar el problema se presenta en la
Figura 59.

Figura 59

Como solucién al problema los estudiantes establecen diferentes
conjeturas. Estas se exponen a continuacion, organizadas segun la cro-
nologia en la que se estudiaran para construir las respectivas justifi-
caciones:

Conjetura 25.1 Sien el JABCD, £ABCy £DCB son rectos, y,ﬁ =DC, entonces
AC=BD.

Conjetura 25.2 Sien el [JABCD, LABCy £DCB son rectos, y,ﬁ = DC, entonces
£BAD = £CDA.

Conjetura 25.3 Sien el [JABCD, £ABCy £DCB son rectos, yA_B =DC, entonces
AB | DC.

Conjetura 25.4 Sien el [JABCD, £ABCy £DCB son rectos, yA_B = DC, entonces
[JABCD es rectangulo.

Conjetura 25.5 Sien el [JABCD, £ABCy £DCB son rectos, y,ﬁ = DC, entonces
AD = BC.

Conjetura 25.6 Sien el [JABCD, £ABCy £DCB son rectos, yA_B =DC, entonces
AD || BC.

Conjetura 25.7 Sien el [JABCD, £ABCy £DCB son rectos, yA_B =DC, entonces
ACy BD se bisecan.
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A continuacién se presenta un bosquejo de las justificaciones que
generalmente proponen los estudiantes:
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Justificacion Conjetura 25.1 Se demuestra la congruencia entre
AABC y ADCB, utilizando el P. LAL.

Justificacion Conjetura 25.2 Se demuestra la congruencia entre
ABAD y ACDA, haciendo uso de la validez de la Conjetura 25.1 y del T LLL.

Justificacion Conjetura 25.3 Para realizar la demostracion de esta
conjetura, los estudiantes manifiestan la necesidad de introducir nue-
vos elementos al sistema tedrico, a saber, la relacién de paralelismo en-
tre rectas y criterios para poder establecer dicha relacién. Ellos parten
de su idea intuitiva: dos rectas perpendiculares a una misma recta son
paralelas. La afirmacion abre paso al Teorema Perpendicularidad-para-
lelismo, una vez que se incluye en el enunciado la precision de que las
rectas deben ser coplanares, condicién de la que no son conscientes la
mayoria de los estudiantes.

Definicion de Paralelismo Dos rectas son paralelas si son coplanares y no
se intersecan (no tienen puntos en comun).

Definicion de Segmentos paralelos/Rayos paralelos Dos segmentos (o0
rayos) son paralelos si las rectas que los contienen son paralelas.
Teorema Perpendicularidad-paralelismo Si dos rectas son perpendi-
culares a una misma recta y son coplanares, entonces estas dos rectas son
paralelas entre si.

Una de las demostraciones de este teorema es la siguiente (Figura 60):

Fiqura 60



1.1 1 mporA,n_l mporB
2.A,Bem,{A} #{B} Dado
3.1, n,m C a, @ un plano

4. Suponemos [ { n Negacidn de tesis
5.1y nno son coplanaresolNn# @ | D.Paralelismo (2)
6.1y n no son coplanares Caso 1 (5)

7.1y nno son coplanaresyl,nc a, « Conjuncién (1,3)

un plano
8.1y n son coplanares Pr. de reduccién al absurdo (7)
9.1Nn+0 Caso 2 (5)
10.10n= (P} T Interseccion de recas (9)
11. Existe APAB D. Triangulo (1,10)
12. 2By £A son rectos D. Perpendicularidad (1)
13.m£B =90, m£A =90 D. Angulo recto (12)
14. m£A + m4B =180 Pr. Reales (11)
15.mzA + m£B <180 Problema 16, Capitulo 6 (11)

16.m£A+msB=180y

mzA+meB <180 Conjuncién (14,15)

Pr. de reduccién al absurdo (contra-
dice Tricotomia) (16)

18.11ln Pr. de reduccién al absurdo (4,8,17)

17.Inn=0

Otras demostraciones que sugieren los estudiantes se basan, una, en
el T Existencia perpendicular por punto externo y, otra, en el T Angulo
Externo.

Habiendo introducido los elementos tedricos anteriores, los estu-
diantes usualmente consideran que pueden abordar la justificacién de
la Conjetura 25.4.

Justificacion Conjetura 25.4 La propuesta de los estudiantes
para justificar que el [JABCD es rectangulo se fundamenta en la con-
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gruencia del ABAC y el ADCA. Empiezan, entonces, a desarrollar su
demostracidn:
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1.[JABCD, 4B | BC,DC 1 BCy

1B =DC Dado
2. xi,OlBiriIeCalr:; colineales; A4, Cy D no D. Cuadrilatero (1)
3.4AB|IDC T. Perpendicularidad-paralelismo (1)
4. Existen ABACy ADCA D. Triangulo (2)
5.AC = AC Pr. Reflexiva

Los estudiantes no pueden continuar con la demostracion pues se
percatan de que no tienen como justificar o que £BAC = £ACD o que
AD = BC para poder aplicar los Criterios de congruencia LAL o LLL,
respectivamente. Queda clara la necesidad de introducir nuevos ele-
mentos al sistema que permitan garantizar una cosa u otra. Hecho un
analisis de esta situacién y dado que AB || DC, se concluye que es con-
veniente tratar de justificar, en primera instancia, que 2BAC = £ACD.
Especificamente, los elementos que se deben introducir son:

Definicion de Secante (o Transversal) Dadas dos o mas rectas coplanares,
una recta es secante a ellas si las interseca en sendos puntos.

Definicién Angulos alternos internos Dadas dos rectas y una secante a
ellas, dos angulos son alternos internos si y solo si:

1. Sus vértices son las intersecciones de las dos rectas con la secante.

2. Su interseccion es un segmento, cuyos extremos son dichos vértices.

3. Cada lado que los conforma esta contenido en alguna de las rectas.

4. No tienen puntos interiores en comun. (Figura 61)

n

Figura 61: 21y £3 son alteros infernos; 22 y 24 son alfernos internos



Pero antes de proceder a enunciar y demostrar los hechos geométri-
cos que podrian requerirse para demostrar las conjeturas formuladas
respecto al cuadrilatero de Saccheri, se pregunta:

PROBLEMA 26: ;Existen las rectas paralelas?

Pueden surgir tres propuestas de demostracion, todas ellas usando
el T Perpendicularidad-paralelismo.

Propuesta 26.1 Construir unarectay dos rectas coplanares perpendiculares
ala primera recta.

Propuesta 26.2 Construir una recta perpendicular a una dada por un punto
de ésta, escoger un punto de la recta construida, y construir
una perpendicular a ella por ese punto.

Propuesta 26.3 Dados una recta y un punto que no esta contenido en ella,
construir una recta perpendicular a la recta por ese punto,
y luego una recta perpendicular a la recta construida por
el mismo punto dado.

Se muestra que las tres propuestas responden la pregunta pero dan
lugar a tres teoremas diferentes, que respectivamente son:

Teorema 26.1 Existen rectas paralelas.

Teorema 26.2 Dada una recta existe una recta paralela a la dada.
Teorema Existencia paralela Dada una recta y un punto externo a ella,
existe una recta paralela a la dada que contiene el punto dado.

Los dos primeros teoremas no tienen nombre dado que no es usual
que hagan parte del sistema tedrico que se esta construyendo.

Volviendo al problema del cuadrilatero de Saccheri, la demostracion
de la congruencia de £ZBACy £ACD se logra cuando se introduce el si-
guiente teorema:

Teorema PAI (Paralelas-angulos alternos internos congruentes) Dadas
dos rectas y una secante a ellas. Si las dos rectas son paralelas, entonces los
angulos alternos internos son congruentes. (Figura 62)
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Figura 62: £1= £3y 22 = 24

Como es usual, se pregunta si el reciproco del T. PAI tiene la posbili-
dad de ser valido. Se enuncia para poder hacer el analisis respectivo:

Teorema AIP (Angulos alternos internos congruentes-paralelas) Dadas
las rectas m, n y una recta k secante a ellas. Si dos angulos alternos internos
son congruentes, entonces m || n. (Figura 63a)

Al considerar la situacidn, los estudiantes creen que dicho enuncia-
do también es valido. Se les pregunta cual de las dos afirmaciones se
puede justificar primero. Es frecuente que el analisis de los estudian-
tes no los conduzca a ideas utiles para justificar el primer teorema.
Sin embargo, suele suceder que, después de escuchar y analizar varias
sugerencias, alguno propone hacer una demostracion indirecta del se-
gundo teorema. (Figura 63b)

(@ (b)

Figura 63



1. Rectas m, n, k € @, @ un plano; k

es secanteam, n
.21y £2 son alternos internos
21=22

2
3
4. Suponemos m # n
5

.my nno son coplanares o
nnNnm#Q®

(o)}

.my nno son coplanares

7.my nno son coplanares y
m, n C , @ un plano

8. my n son coplanares

I9.nNnm#0Q
10.nnm ={P}

11.knm={4},nnk={C}
12.Existe Xtalque P-A-X
13. £XAC es externo del APAC
14. m£XAC > m£ACP

15. m£XAC = m£ACP

16. m£XAC > m£ACPy
msXAC = m£ACP

17.nNm=0¢
18. m|l n

La dificultad para realizar la demostracién del T PAI radica en que
no se ha introducido al sistema teorico el postulado que garantiza la
unicidad de la recta paralela a una recta dada por un punto que no
pertenece a esta. Comenzamos por reescribir el Teorema Existencia de

paralela y lo demostramos.

Teorema Existencia de paralela Dados una recta / y un punto P tal que P & I.

Dado

Negacidn de la tesis
D. Paralelismo (2)
Caso 1 (5)
Conjuncién (1,4,6)

Pr. de Reduccidn al absurdo (7)
Caso 2 (5)

D. Conjunto no vacio
T. Interseccidn de rectas (9)

D. Secante (1)

T. Punto a un lado (11,10)
D. Angulo Externo (12)

T. del Angulo externo (13)

D. Angulos congruentes (1)
Conjuncién (14,15)

Pr. de Reduccidn al absurdo (16)

Pr. de reduccion al absurdo (8,17)

Entonces existe una recta m tal que m || Iy P € m. (Figura 63)

175



176

Figura 64

1.Rectal, Pun punto, P ¢ | Dado

2. Existe un unico « tal que

P,1C a, et un plano T. Recta-punto-plano (1)

3. Existe una recta k tal que T. Existencia de la perpendicular
kca Pekyk 11l por punto externo (1,2)

4. Existe una tnica recta m tal que T. Existencia de la perpendicular
mca,PeEmym_| k por punto en recta (1,3)

511 kym1 k Conjuncién (3,4)

6.mlll T. Perpendicularidad-paralelismo (5)

Postulado de las Paralelas Dados una recta / y un punto P, tal que P & L.
Entonces existe una Unicarectamtalque PEmym |l L

En este punto es posible demostrar el T. PAl, usando el método in-
directo. Al suponer que los 21y £2 no son congruentes, se tiene que
ms1 # ms2, siendo estos alternos internos. La idea, ahora, consiste
en construir un angulo £SPX tal que su medida sea igual a la m«2
y S € Spi~r, situacion que se ilustra en la Figura 64, en la que m || n.
Se justifica que SP || m (T. AIP). En consecuencia: SP = n, gracias al P
de las Paralelas, 1o que lleva a que £SPX sea el mismo 21. Por tanto,
ms1 =mzs2,y esto lleva a la contradiccion esperada.



Figura 65

En ocasiones, es util considerar angulos correspondientes cuando
se tienen dos rectas y una secante a ellas, en vez de referirse a los an-
gulos alternos internos. Por ello, se propone demostrar los siguientes
teoremas, tarea que se deja como ejercicio.

Teorema CP (Angulos correspondientes congruentes-paralelas) Dadas
las rectas m, ny unarecta k, secante a ellas. Si dos angulos correspondientes
son congruentes, entonces m || n.

Teorema PC (Paralelas-angulos correspondientes congruentes) Dadas
dos rectas y una secante a ellas. Si las dos rectas son paralelas, entonces los
angulos correspondientes son congruentes.

Introducido el T PAI al sistema teodrico, gracias a que se ha demos-
trado, se pueden justificar las Conjeturas 25.4, 25.5, 25.6 y 25.7. Sin
embargo, para la Conjetura 25.4 es necesaro introducir al sistema teé-
rico la definicién de rectangulo:

Definicion Rectangulo Un cuadrilatero con cuatro angulos rectos es un
rectangulo.

Teorema Cuadrilatero Saccheri Si en un [JABCD, AB | BC,DC | BCy
AB = DC, entonces el [JABCD es rectangulo.
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1.0ABCD, 4B | BC,DC 1 BCy
AB=DC

2.AB| DC T. Perpendicularidad-paralelismo (1)

Dado

3. Entre los puntos 4, B, Cy D, no hay

tres de ellos que sean colineales D. Cuadrildtero (1)

4. Existen ABAC, ADCA D. Triangulo (3)
5. Existe AC D. Tridngulo (4)
6.AC = AC P. Reflexiva

7. LBACy £ACD son alternos internos = D. Angulos alternos internos (1)

8. £BAC = £ACD T. PAI (2,7)

9.ABAC = ADCA P.LAL (1,6,8)

10. £ABC = £CDA D. Tridngulos congruentes (9)
11. £ABC es recto, £BCD es recto D. Perpendicularidad (1)

12. £CDA es recto Pr. de Sustitucion (10,11)

Con el propdsito de enriquecer el estudio de los cuadrilateros, se
propone el siguiente problema:

PROBLEMA 27: Estudie la relacién entre el tipo de cuadrilatero y la
propiedad una diagonal biseca a la otra.

Sin necesidad de explicitar los diferentes tipos de cuadrilateros
existentes, los estudiantes proceden a explorar el problema propues-
to. Sin embargo, en el momento de analizar las conjeturas es necesa-
rio escribir las definiciones de los cuadrilateros que mencionan, para
asf incorporarlas al sistema teérico. Es de notar que las definiciones
de cuadrado y rombo no se dan como paralelogramos especiales, sino
que se adoptan aquellas que los estudiantes ya conocen. Se demues-
tran que son paralelogramos en el momento oportuno.

Definicion Rombo Un rombo es un cuadrilatero con cuatro lados con-
gruentes.



Definicion Cuadrado Un cuadrado es un cuadrilatero con cuatro angulos
rectos y cuatro lados congruentes.

Definicidon Paralelogramo Un paralelogramo es un cuadrilatero con dos
pares de lados paralelos.

Definicion Cometa Una cometa es un cuadrilatero con dos pares de lados
adyacentes congruentes y ningun par de lados opuestos congruentes.
Definiciéon Trapecio Un trapecio es un cuadrilatero con exactamente un
par de lados paralelos.

Definicidon Diagonal Una diagonal de un poligono es un segmento cuyos
extremos son dos vértices no consecutivos del poligono.

Es importante notar que la definicion de trapecio difiere de la que se
presenta en varios textos de geometria, pues la que aqui consignamos
no incluye al paralelogramo.

Las conjeturas de los estudiantes son variadas y no todas son co-
rrectas. A continuacion, se consignan algunas de las que surgen y se
comenta acerca de su veracidad.

Conjetura 27.1 Si una diagonal biseca a la otra, entonces el cuadrilatero
es cometa.

Con la presentaciéon de contraejemplos construidos con geometria
dindamica, se muestra que los estudiantes generalizan a partir de un
ejemplo y que en su formulacién de la conjetura no incluyen otra pro-
piedad de las diagonales que posiblemente asegure lo que reportan:
las diagonales son perpendiculares. (Figura 66)

G B
w

Ejemplo: cometa Contraejemplos: rombo y cuadrilatero no especial

Figura 66

Conjetura 27.2 Si en un cuadrilatero que tiene un par de lados adyacentes
congruentes, una diagonal biseca a la otra, entonces el otro
par de lados adyacentes son congruentes.

Como en la conjetura no se precisa cual de las dos diagonales es la

bisecada, el consecuente de la respectiva proposicion condicional no
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es necesariamente resultado de las condiciones dadas en el antece-
dente, como se ilustra en la Figura 67. Si la diagonal bisecada y los dos
lados congruentes comparten un extremo, entonces la conjetura no es
verdadera.

. Cuadrilatero no
Ejemplo: cometa y rombo .
especial

Figura 67

En lo que sigue se presentan algunas de las conjeturas que usual-
mente surgen y que son verdaderas. Se han organizado, como suele
hacerse cuando los estudiantes entregan su conjetura, para presen-
tarlas ante el grupo, segtn algun criterio. En este caso, se han agrupa-
do las que tienen como consecuente la condiciéon que deben cumplir
las diagonales, con el propdsito de analizar primero las relativas a los
cuadrilateros especiales. Consideramos cuadrilateros especiales a los
siguientes: paralelogramo, cuadrado, rombo, rectangulo, trapecio y co-
meta.

Conjetura 27.3 Si una diagonal biseca a la otra, entonces el cuadrilatero
no es necesariamente un cuadrilatero especial.

Conjetura 27.4 Si el cuadrilatero es rombo, entonces las diagonales se
bisecan.

Conjetura 27.5 Si el cuadrilatero es cuadrado, entonces las diagonales
se bisecan.

Conjetura 27.6 Si el cuadrilatero es rectangulo, entonces las diagonales
se bisecan.

Conjetura 27.7 Si el cuadrilatero es paralelogramo, entonces las diago-
nales se bisecan.

El estudio de la veracidad de las Conjeturas 27.4 a la 27.7, desde
un punto de vista tedrico, conduce a realizar un analisis con los estu-
diantes sobre el orden en que se deberia abordar la demostracién de
estas conjeturas con el fin de economizar esfuerzos. Por lo regular, en



ese momento los estudiantes manifiestan la siguiente idea que, con su
demostracidn, se incorpora al sistema teérico como teorema.

Teorema Rectangulo, rombo - paralelogramo Los rectangulos y los
rombos son paralelogramos.

La demostraciéon de este teorema tiene dos partes: la primera, todo
rectangulo es un paralelogramo, se justifica utilizando el T Perpen-
dicularidad-paralelismo; por ende, se deduce que todo cuadrado es
paralelogramo. La segunda, requiere demostrar que los triangulos
determinados por una diagonal del rombo son congruentes, y a partir
del T Tridngulo Isésceles, demostrar que los dngulos alternos internos
son congruentes; con ello se justifica, ademas, que las diagonales de
un rombo bisecan sus angulos.

A partir de lo anterior, queda claro que demostrar la Conjetura 27.7
es suficiente para deducir las Conjeturas 27.4, 27.5 y 27.6.

Propiedad 27.1 Las diagonales de un paralelogramo se bisecan.

Al abordar la justificacién de esta propiedad, se reconoce la nece-
sidad de demostrar que los lados opuestos de un paralelogramo son
congruentes. Con base en esta demostracion queda claro que los an-
gulos opuestos de un paralelogramo son congruentes. Asi, se establece
otra propiedad de los paralelogramos.

Propiedad 27.2 Los lados y angulos opuestos de un paralelogramo son
congruentes.

Asi como se formulan conjeturas en las que en el antecedente se
hace referencia a un tipo especial de cuadrilatero, surgen algunas en
las que los estudiantes mencionan en el consecuente esos cuadrilate-
ros. Basados en los resultados anteriores, se llega al acuerdo de que
todos se pueden agrupar en una sola conjetura.

Conjetura 27.8 Si las diagonales se bisecan, el cuadrilatero es un parale-
logramo.

Su demostracidn conduce a la determinacién de una propiedad que
asegura la conformacion de un paralelogramo.

Propiedad 27.3 Si las diagonales de un cuadrilatero se bisecan, entonces
el cuadrilatero es un paralelogramo.

Terminado el andlisis de las conjeturas relativas al paralelogramo,
se discuten las que mencionan a otros tipos de cuadrilateros.
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Conjetura 27.9 Si el cuadrilatero es cometa, entonces una diagonal biseca
alaotra.
Conjetura 27.10 Si el cuadrilatero es trapecio, entonces ninguna diagonal
biseca a la otra.

La Conjetura 27.9 requiere una modificacion, pues si la cometa no
es convexa, entonces no es cierto que una diagonal biseca a la otra. Se
demuestra utilizando el hecho de que la recta que contiene a una de las
diagonales del cuadrilatero es mediatriz de la otra diagonal dado que
la cometa tiene dos pares de lados congruentes D. (2) de Mediatriz. Se
recuerda también la D. (1) de Mediatriz, lo cual lleva a transformar la
Conjetura 27.9.

Teorema Cometa Si un cuadrilatero es cometa, entonces la recta que con-
tiene a una de sus diagonales es mediatriz de la otra diagonal.

La Conjetura 27.10 se justifica por el método indirecto, ya que su-
poner que una diagonal biseca a la otra en el trapecio dado implica la
congruencia de dos tridngulos gracias al criterio LAA y, por ende, la
congruencia de los lados paralelos. Usando geometria dindmica, se ve
que un cuadrilatero con esas caracteristicas tiene que ser un paralelo-
gramo. (Figura 68)

figura 68

Este analisis conduce a introducir las siguientes propiedades:

Propiedad 27.4 Si un cuadrilatero tiene un par de lados paralelos y con-
gruentes, entonces el cuadrilatero es un paralelogramo.

Propiedad 27.5 Si en un paralelogramo la recta que contiene una diagonal
es mediatriz de la otra diagonal, entonces es rombo.

Después de un analisis detallado de la demostracion propuesta por
los estudiantes, ellos se dan cuenta de que la formulacién de esta pro-
piedad se puede modificar aun mas pues al ser paralelogramo las dia-
gonales se bisecan (Propiedad 27.1) y, por tanto, se esta colocando la
misma exigencia dos veces. Por ello, se establece el siguiente teorema:



Teorema Rombo Si las diagonales de un paralelogramo son perpendiculares,
entonces es un rombo.

Para finalizar, la justificacién de la Conjetura 27.3 se hace por méto-
do indirecto y con base en lo establecido anteriormente.

Recogemos todas las propiedades de un paralelogramo en un solo
teorema.

Teorema Paralelogramo Si un cuadrilatero es un paralelogramo, entonces
1. ambos pares de lados opuestos son congruentes,

2. ambos pares de angulos opuestos son congruentes,

3. las diagonales se bisecan, y

4. los angulos adyacentes son suplementarios.

Asi mismo, se quiere recopilar en otro teorema todas las propieda-
des que permiten asegurar que un cuadrilatero es un paralelogramo,
pero antes de esto se requiere analizar una propiedad mas. Dado que
en un paralelogramo los angulos opuestos son congruentes, se pre-
gunta por la validez de su reciproca a través del siguiente problema:

PROBLEMA 28: Estudie la relacién entre tipo de cuadrilatero y la pro-
piedad ambos pares de dngulos opuestos son congruentes.

Surge la conjetura esperada:

Conjetura 28.1 Si ambos pares de dngulos opuestos de un cuadrilatero
son congruentes, entonces es paralelogramo. (Figura 69)

B

115.79°

117.34°

115.21°

Figura 69

La dificultad del problema reside en poder justificar la conjetura.
Los estudiantes suelen sugerir construcciones auxiliares, que se ana-
lizan conjuntamente para decidir si son ttiles. A continuacidn, inclui-
mos cada propuesta y el andlisis realizado.
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Propuesta 28.1 Construir las bisectrices de un par de dngulos opuestos.
(Figura 70)
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Figura 70

No es posible asegurar que las bisectrices coinciden o que DI || BF.
Entonces queda descartada.

Propuesta 28.2 Construir una de las diagonales para mostrar que es
bisectriz de los dngulos. (Figura 71)

Figura 71

No es posible asegurar que £LACD = £ACB = £BAC = £DAC. Por tan-
to, se descarta.

Construcciéon 28.3 Construir una de las diagonales para demostrar con-
gruencia entre los tridngulos determinados. (Figura 72)
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Figura 72

A pesar de que £DAB = £BCD, no hay forma de asegurar que £1 = £3
y que £2 = £4. De nuevo resulta inoperante la propuesta.

En este momento se puede introducir el teorema que los estudiantes
han querido usar anteriormente en varias ocasiones, como por ejem-
plo para demostrar el T. Angulo externo y la Conjetura 21.1, pues ahora
es indispensable. Especificamente nos referimos al siguiente teorema:

Teorema Suma medidas de Angulos en tridngulo Para todo tridngulo se
tiene que la suma de las medidas de los angulos es 180.

Este teorema se demuestra construyendo una recta paralela a un
lado del triangulo por el vértice opuesto, y usando el T PAI Algunos de
los pasos de la demostracién de la Conjetura 28.1 son:

1.ms1+ ms4 + meD =180
2.ms2+ms3+msB =180

w

.ms1+ms2 =msA,
ms3 +msd =msC

.msA+msC+msD + mseB =360
2A=2C,B=24D

.mzA=msC, msB=msD
.2msC +2msB =360
.msC+msB =180

O N o U1 s

T. Suma medida de 4ngulos en
triangulos

P. Adicion de medidas de angulos

Pr. Reales (1,2)

Dado

D. Congruencia (4)

Principio de Sustitucién (3,5) -|85
Pr. Reales (6)



9.SeaEtalqueD-C-E T. Punto a un lado
10. £BCD y £BCE son par lineal D. par lineal
] 86 11. £BCD y £BCE son suplementarios | T. Par lineal
12. £BCDy £B son suplementarios. = D. Angulos suplementarios

T. Suplementos de angulos con-
gruentes

13.4BCE= ¢B

14. £BCEy 4B son alternos internos = D. Angulos alternos internos

15.4B || DC T. AIP

De esta demostracion se desprenden varios hechos geométricos so-
bre propiedades de figuras geométricas:

Teorema Cuadrilatero-angulos Si en un cuadrilatero ambos pares de
angulos opuestos son congruentes, entonces los dngulos adyacentes son
suplementarios.

Teorema Paralelogramo-angulos Si [JABCD es paralelogramo, entonces
los angulos adyacentes son suplementarios.

Teorema Angulos suplementarios-paralelas Si dos rectas cortadas por
una secante determinan dngulos internos no alternos suplementarios, en-
tonces son paralelas.

En este momento, se recogen en un solo teorema todas las condicio-
nes que aseguran que un cuadrilatero es un paralelogramo. La demos-
tracion del cuarto item queda como ejercicio.

Teorema Condiciones para paralelogramo Si en un cuadrilatero

1. ambos pares de lados opuestos son congruentes, o

2. ambos pares de dngulos opuestos son congruentes, o

3. las diagonales se bisecan, o

4. un par de lados son paralelos y congruentes, entonces el cuadrilatero es
un paralelogramo.

Para terminar, se sugiere el siguiente problema:

PROBLEMA 29: Dado el [JABCD, sean P, Q, Ry S los puntos medios de
AB, BC, CD y AD, respectivamente. Estudie la relacién entre el tipo de
cuadrilatero ABCD y el tipo de cuadrilatero PQRS. Justifique su respuesta.

El andlisis de cualquiera de las conjeturas que pueden surgir lleva
a la necesidad de introducir el siguiente teorema al sistema tedrico,
pues toda relacion propuesta menciona que el [JPQRS es algtin parale-
logramo especial.



Teorema Triangulo - segmento paralelo El segmento cuyos extremos son
los puntos medios de dos lados de un triangulo es paralelo al tercer lado y
mide la mitad de la longitud de dicho lado.

Si se tiene AABC con Dy E puntos medios de ABy BC, respectivamen-

te, para demostrar el teorema es necesario localizar en el rayo opuesto
al ED un punto F tal que EF = DE. A partir de esta construccion auxiliar,
se puede demostrar que el [JADFC es un paralelogramo, de donde se

desprenden las dos propiedades que se quieren demostrar.

. En el tablero de un saldn estaba escrita la siguiente oracién incom-

pleta:
Si entonces las rectas son paralelas.

Encuentre las condiciones que podrian ocupar el espacio indicado si

se quiere que el enunciado condicional resultante sea verdadero.

2.

Demuestre que: Si dos rectas intersecadas por una secante forman
angulos internos suplementarios con puntos a un mismo lado de la
secante, entonces las rectas son paralelas.

. Demuestre el siguiente Teorema:

Teorema Angulo externo I La medida de un dngulo externo de un triangulo
esigual ala suma de las medidas de los &ngulos del triangulo no adyacentes
a dicho angulo externo.

. Demuestre los siguientes teoremas:

a. Teorema Condiciones para paralelogramo.

b. Teorema Rectdngulo, rombo - paralelogramo
c. Teorema Paralelogramo

d. Teorema Cometa

e. Teorema Rombo

. Demuestre que:

a. Si una recta es perpendicular a una de dos rectas paralelas y es
coplanar con estas, entonces es perpendicular a la otra.

b. Si el [JABCD es paralelogramo, entonces AC N BD = {X},
X € int[JABCD.
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6. (Para realizar con geometria dinamica) Dado el tridngulo isdsceles

AABC, con AB = AC, determine la ubicacién del punto P, en la base
del triangulo, para el cual la suma de las distancias de P a los lados
congruentes del tridngulo sea minima. Escriba una conjeturay
justifique su respuesta.

. (Para realizar con geometria dindmica) Compruebe si se cumple o

no el siguiente enunciado. En caso de que sea valido, demuéstrelo;
en caso contrario, justifique a través de un contraejemplo.

Las bisectrices de dos angulos consecutivos de un paralelogramo
se intersecan en un punto que equidista de un par de lados opuestos.

. En cada item se presentan condiciones para construir un cuadrila-

tero especial. En cada caso, explique cémo procede a construir el
cuadrilatero y cudl es el sustento tedrico de cada paso de construc-
cion.

a. Construya un paralelogramo:
i. Dados un angulo, la longitud de un lado y de la altura corres-
pondiente a ese lado.
ii. Dadas las longitudes de un lado y de las dos diagonales.
iii. Dadas las diagonales y el angulo que forman.
b. Construya un rectangulo:
i. Dadalalongitud de unlado y de una diagonal.
ii. Dada la diagonal y el angulo que forma con uno de los lados.
c. Construya un rombo:
i. Dados uno de sus lados y un angulo.
ii. Dadas las longitudes de sus diagonales.
d. Construya un cuadrado, dada la longitud de una de sus diagonales.
. Construya un trapecio, dadas las longitudes de sus lados.
f. Construya un trapecio isésceles:
i. Dadas las longitudes de sus bases y la de una diagonal.
ii. Dadas las longitudes de sus bases y la medida de uno de sus
angulos.

o

. Para cada uno de los siguientes enunciados, determine si es verda-

dero o falso. En caso de que sea verdadero, demuéstrelo; en caso
contrario, justifique a través de un contraejemplo.

a. Las bisectrices de dos angulos adyacentes de un paralelogramo
son perpendiculares.

b. Las bisectrices de los angulos de un paralelogramo determinan
un rectangulo.



c. En todo rectangulo, las bisectrices de sus dngulos determinan un
cuadrado.

d. Si una diagonal de un paralelogramo es bisectriz de uno de los
angulos con vértices en la diagonal, el paralelogramo es un rom-
bo.

e. Silas diagonales de un trapecio son congruentes, entonces el
trapecio es isésceles.

f. En todo cuadrilatero la suma de las longitudes de los lados es
mayor que la suma de las longitudes de las diagonales.

g. Si se unen, consecutivamente con segmentos, los puntos medios
de un cuadrilatero cualquiera, resulta un paralelogramo cuyos
lados tienen medida igual a la mitad de la longitud de alguna de
las diagonales.

10.En el Capitulo 5 se mencion6 que, una vez introducido el concep-
to de paralelismo, es posible demostrar que la Propuesta 14.1y
la Propuesta 14.2 son enunciados equivalentes (ver Problema 9
de ese capitulo). Demuestre que ello es cierto; es decir, demuestre
que para todo punto X € intZABC existe un segmento, EF, tal que
Xe€EF,E€EBAyFeBC.

11.A continuacién se presentan pasos de la demostracién del T
Tridngulo - segmento paralelo. Debe incluir los pasos que hacen
falta y las garantias correspondientes para completar toda la
demostracion.

a. Dy E son puntos medios de AB y BC, respectivamente.
b. Existe F en el rayo opuesto a ED tal que DE = EF.

c. AEFC = AEDB.

d. [JADFC es paralelogramo.

e. DE||ACy DE = ; AC.

12.Demuestre que si dos segmentos tienen la misma mediatriz en-
tonces son paralelos o son colineales. ;La reciproca es verdadera?
Justifique su respuesta.
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ste capitulo estudia tematicas relativas a la semejanza de trian-

gulos. Para ello, nos basamos en la propuesta de Moise (1964)

que introduce el estudio de esta relaciéon a partir del concepto
de proyeccion paralela. En este sentido, para comenzar, proveemos la
definicion de proyeccion paralela teniendo como precedente que en el
capitulo anterior se hizo un tratamiento cuidadoso de la relacién de
paralelismo.

Definicion de Proyeccion paralela Dadas dos rectas no paralelas, t y m,
en un plano f. La proyeccién paralela de un punto P, que no pertenece a t
ni a m, respecto ala recta t es un punto Q € m que satisface PQ || t. La recta
t se llama la directriz de la proyeccién y la recta m, la recta de proyeccion.
La proyeccion paralela de un punto P cualquiera que pertenezca a la recta
t es el punto de interseccién entre dicha recta y la recta m. La proyeccion
paralela de un punto P que pertenezca a la recta m es él mismo.

Es importante destacar que cualquier recta paralela a la directriz
puede ser directriz de la misma proyeccién. Para que los estudiantes
comprendan mejor la definicién anterior se les propone el siguiente
problema.

PROBLEMA 30:

a. ;(Qué sucederia si la definicion de proyeccion paralela no incluyera la
condicion: la recta directriz y la recta de proyeccién no son paralelas?

b. ;Considera que la definicion de proyeccion paralela permite definir
una funcion? Explique.

Este problema, cuyo pretexto es estudiar la posibilidad de definir
una funcién, permite cuestionar i. la existencia y unicidad de la pro-
yeccion paralela de un punto dado en un plano, ii. sobre la cantidad
de puntos que tienen la misma proyeccion paralela (un mismo punto
en la recta), y iii. si todos los puntos de la recta de proyeccién son
proyeccion paralela de algin punto del plano. Por otro lado, el proble-
ma da lugar a la ampliacion del espacio de ejemplos de funciones al
estudiar una en un contexto diferente al numérico. En ese marco, los
estudiantes tienen la posibilidad de poner a prueba sus conocimientos
relativos a hechos geométricos asociados con paralelismo: transitivi-
dad entre rectas paralelas, existencia y unicidad de una recta paralela
por un punto externo a una recta y la imposibilidad, de acuerdo con la
definiciéon dada, de que una recta sea paralela a si misma.



Como respuesta al item a. del problema es usual que los estudiantes
manifiesten que silas rectas directriz y de proyeccion fueran paralelas,
no siempre existiria la proyecciéon de un punto dado. Los estudiantes
justifican correctamente esa respuesta mencionando las siguientes
dos situaciones:

Propuesta 30.1 Si P perteneciera a la recta directriz t, entonces no existiria
un punto que sea su proyeccion, pues larecta de proyeccién
my larecta t no se intersecan.

Propuesta 30.2 Si P no perteneciera a ninguna de las dos rectas, ty m, en-
tonces la recta n que contiene a Py es paralela a la recta
directriz t seria paralela a la recta de proyecciéon m. No
existiria entonces punto de proyeccién para P pues las
rectas my n no se intersecarian.

Especificamente, en la justificacion que se presenta de la Propuesta
30.2, los estudiantes utilizan la propiedad transitiva de la relacién de
paralelismo entre rectas. Es usual que no enuncien de manera explici-
ta dicha propiedad aunque, en efecto, la utilizan. Es esta la oportuni-
dad para introducir al sistema teorico dicha propiedad:

Teorema Transitividad paralelismo Si larectales paralelaalarectamy
la recta m es paralela a la recta n, entonces la recta [ es paralela a la recta n.

La demostracion de este teorema se hace por el método indirecto. Al
suponer que las rectas [ y n se intersecan, se contradice el postulado de
las paralelas pues existirian dos rectas (I y n) paralelas a una recta (m)
por un mismo punto, el de interseccion.

Con respecto al item b. del Problema 30, por lo regular, los estu-
diantes no explicitan una estrategia de solucion. Puede deberse a que
no es usual preguntar sobre la posibilidad de definir una funcién en
un contexto netamente geométrico. Se indaga sobre lo que se requiere
para definir una funcién: la existencia de una relacién y de los conjun-
tos cuyos elementos se van a relacionar. Para el caso particular de la
definicion de proyeccion paralela, los estudiantes proponen los puntos
del plano como dominio y los puntos de la recta m de proyeccién como
codominio. Pero dificilmente sugieren una relacion, cuestiéon que re-
quiere de la intervencion del profesor. Esta es:

Sea A el conjunto de los puntos del plano y m una recta. Se define la
relacion R de proyeccion paralela como sigue:

R:A—m Sdonde t N m={S} siPet
P—R(P) = P siPEm
Qdonde PQlityQeEm siPgtyPé&m
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Para garantizar que dicha relacién es una funcién, se debe asegurar
que la imagen para cada punto P del plano, por medio de la relacién
definida, es unica. Ello implica hacer un andlisis de los casos determi-
nados en la definicion para el punto P. No es dificil para los estudiantes
aceptar que en los casos donde P € t o P € m, la imagen es unica. Es un
poco mas complejo el analisis del caso restante (P & ty P € m). Paraello,
usualmente se cuestiona a los estudiantes sobre la existencia del punto
Q para cada punto P pues, con frecuencia, ellos no se preguntan eso.

Para explicar la existencia del punto Q, es necesario el siguiente teorema:

Teorema Rectas paralelas-interseccion Si la recta m y la recta t se inter-
secan y I es una recta tal que ! || t, con m, t y [ coplanares, entonces / y m se
intersecan.

Para demostrar el teorema, se supone que / y m no se intersecan; ello
implicaria que ! || m. Asi, se tendria que ! |l my 11l ¢, lo que significaria que
m || t, producto de la transitividad de la relacién de paralelismo. Ahora,
sim |l ¢, se llegaria a una contradiccion pues dichas rectas se intersecan.

La unicidad del punto Q se desprende del T Interseccién de rectas.
Con esto, finalmente, se logra justificar que la relacién proyeccién pa-
ralela anteriormente definida es una funcién de los puntos del plano
en una recta de dicha plano. Dicha funcidn es sobreyectiva pero no es
inyectiva. La justificacion de esto tltimo se deja como ejercicio.

Hecho el anterior andlisis, los estudiantes estan preparados para de-
mostrar el siguiente teorema, que es muy importante para lo que sigue:

Teorema Existencia de proyeccidon paralela Si la recta m y la recta t se
intersecan, P es un punto,y m, t, C a, P € a un plano, entonces existe un punto
Q en m tal que Q es la proyeccion paralela de P sobre m, con respecto a t.

Con el siguiente problema se pretende que los estudiantes amplien
el conjunto de propiedades de la proyecciéon paralela. Genera la nece-
sidad de formular la definicién de proyeccion paralela de segmentos,
y la inclusidn al sistema axiomatico de los teoremas que aluden a que
la proyeccién paralela conserva la relacion de interestancia y la con-
gruencia de segmentos.

PROBLEMA 31: Se tienen las rectas coplanares m, [ y n tales que Iy n
se intersecan en el punto K, y los puntos 4, B, C € m. Sean los puntos

D, E'y Flas respectivas proyecciones paralelas de tales puntos sobre n,
respecto a I. ;Cuando es AD + CF el doble de BE? Formule una conjetura
y provea su demostracion.



Las conjeturas que usualmente proponen los estudiantes son:

Conjetura 30.1 Dado un AC, su punto medio By una recta n tal que n y AC
estan en un mismo plano a. Sean D, E'y F las respectivas
proyecciones paralelas de los puntos A, By C sobre n,
respecto a unarecta I. Entonces AD + CF es el doble de BE.

Conjetura 30.2 Se tienen las rectas m, l y n tales que [y n se intersecan en
el punto K, y los puntos 4, B, C € m. Sean los puntos D, E
y F las respectivas proyecciones paralelas de tales puntos
sobre n, respecto a I. Si B es punto medio de AC, entonces
AD + CF es el doble de BE.

Al proponer un analisis de las conjeturas, los estudiantes concluyen
que ambas dicen, en esencia, lo mismo. Prefieren la primera por cuan-
to es mucho mas sencilla o econdmica en su escritura. Sin embargo,
no se percatan de que para que las conjeturas sean susceptibles de ser
demostradas como validas, a estas les hace falta una condiciéon impor-
tante: los puntos 4, By C deben estar en el mismo semiplano respecto
de la recta n. Una vez se llama la atencién sobre la condicién faltante
en el antecedente de las conjeturas, se procede a formular el enuncia-
do condicional que finalmente se demuestra.

Dados un AC, su punto medio B, una recta n tal que 4, By C estén en el mis-
mo semiplano determinado por n, y una recta coplanar / diferente a:ﬁque
interseca la recta n. Sean D, E'y F las respectivas proyecciones paralelas de
los puntos 4, By C sobre n, respecto a I. Entonces AD + CF es el doble de BE.

Los estudiantes sugieren dos posibles construcciones auxiliares
para la demostracion de la conjetura:

Propuesta 31.1 Construir dos recta paralelas a n, una por A y otra por B.
(Figura 73)

Figura 73

Propuesta 31.2 Construir AF. (Figura 74)
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figura 74

La Propuesta 30.1 requiere poder garantizar la congruencia de
AABX y ABCY. Para ello se usa el criterio de congruencia ALA puesto
que ZABX =/BCYy £CBY =/BAX, gracias al T PC, y AB = BC, por la
definiciéon de punto medio. A partir de la congruencia de tales trian-
gulos se infiere que XB = CY. Producto de la definicién de proyeccién,
de las rectas paralelas construidas y de la definicién de paralelogramo
se infiere que JJADEX, OXEFT, OBXTY y JBEFY son paralelogramos;
asi AD = XE, BX = YT y BE = YF. Los estudiantes suponen, usualmente
sin justificacién, que C - Y- T - Fy B- X - E, y con base en la tltima
congruencia de segmentos establecida, deducen que:

AD+ CF=AD+CY+ YT+ TF=XE + BX+ BX + XE
=2(BX + XE),

Luego
AD + CF =2BE

En términos generales, esta propuesta de justificacién es correcta.
Solo habria un asunto por tratar en ella: ;coémo garantizar las interes-
tancias que se suponen como validas? Por otro lado, esta justificacion
provee la posibilidad de justificar que E es punto medio del DF. Claro,
cuando los estudiantes suponen que AABX = ABCY y la existencia de
los paralelogramos [JADEX y [1BEFY, logran inferir que DE = EF. Solo
falta garantizar la interestancia D - E - F.

Por su lado, la Propuesta 30.2 se fundamenta en garantizar las igual-
dades BX=1 CFy XE = 1 AD. Asi, BE = 1 (CF + AD) lo que es equivalente
a 2BE = CF + AD.

Para ello, los estudiantes dan por sentada la interestancia B- X - E
y evocan el T. Tridngulo- segmento paralelo. Usan este teorema puesto
que suponen que X es punto medio de EF y E es punto medio de DF.



Sin embargo, ninguna de estas dos propiedades se ha justificado.
Producto del estudio de la Propuesta 30.1, pueden garantizar que
DE = EF. Ademas, con una construccién similar a la realizada en ese
método (construir tres rectas paralelas a n, una por A4, una por By
otra por X), logran justificar que AX = XF. La dificultad se presenta,
de nuevo, en garantizar las interestancias D-E-FyA-X-F.

Dado que en ambas propuestas se ha presentado la misma dificul-
tad: garantizar que la relaciéon de interestancia se mantiene bajo la
proyeccion paralela, vale la pena tratar el asunto. Por ejemplo, en la
Propuesta 31.1 los puntos Yy T son las respectivas proyecciones para-
lelas de By A con respecto a n en ﬁ: donde A - B - C. Asi mismo, tanto
en la Propuesta 31.1 como enla 31.2,los puntos D, E'y F son las respec-
tivas proyecciones paralelas de A4, By C sobre n, respecto a l.

Esta situacidn conduce, entonces, a una propiedad importante de la
proyeccion paralela:

Teorema Proyeccion paralela - interestancia Se tienen las rectas copla-
nares m, l y n tales que l y n se intersecan en el punto K, y los puntos 4, B,
C € m. Sean los puntos D, E'y F las respectivas proyecciones paralelas de
tales puntos sobre n, respectoal. SiA - B - C entonces D - E - F. (Figura 75)

Demostrar este teorema requiere haber validado antes el siguiente
teorema, cuya demostracion se deja como ejercicio.

Teorema Proyeccidn paralela - semiplano Sean m una recta y a un plano
que la contiene. Sean Ay P puntos de a talesque A€ my P& m.SeanQ Emy B
la proyeccién paralela de A sobre m, respecto a la CF. Entonces B € Sy,

Se procede ahora a presentar la demostracién del T Proyeccion
paralela - interestancia.

Figura 75
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1.A,By Cpuntos,A-B-Cy
A, B, C € m, m una recta

2.D, E'y F son respectivas proyeccio-
nes paralelas de 4, By C, sobre n,
respecto a [

3.m,ly n coplanares
4.D-F-EoE-D-FoD-E-F
5.D-F-E
6.ADI L, BEIL, CFII
7.BE | CF

8. Sean Sgia, StF-a
9.D € S¢za
10. B € S¢ra
11. B€ Sewp
12.E € Seg-p
13.E € Stg~p
14.BENCF# @

15.BE N CF = {X}, X un punto

16.BEN CF ={X}y BE | CF
17.NosetieneD-F-FE
18.Nose tiene E-D-F
19.D-E-F

Dado

Dado

Dado

T. Tres puntos (2)

Caso 1

D. Proyeccién paralela (2,3)

T. Transitividad paralelismo (6)

D. Semiplano (3)

T. Proyeccion paralela - semiplano (2)
T. Puntos en el mismo semiplano (1)
Conjuncién (9, 10)

T. Puntos en distintos semiplanos (5)
Conjuncion (11,12)

P. Separacion del plano ii (13)

D. Conjunto no vacio y T. Intersec-
cién de rectas (14)

Conjuncion (6,15)

Pr. de reduccién al absurdo (16)
Sin perder generalidad (5-17)
M.TP. (17,18)

Este teorema permite inferir inmediatamente que la proyeccion pa-
ralela de un segmento es también un segmento.

Teorema Proyeccion paralela - segmento Se tienen las rectas m, [ y n
coplanares tales que / y n se intersecan en el punto K, y los puntos 4, B € m.
Sean los puntos Dy E las respectivas proyecciones paralelas de tales puntos
sobre n, respecto a I. Entonces la proyeccién paralela de AB es DE.



Teniendo estos dos ultimos teoremas en el sistema teérico, y fijando
la atencién en la forma como se establecieron las congruencias en las
justificaciones de las Propuestas 31.1 y 31.2 (especificamente el caso
DE = EF), se tienen los recursos necesarios para justificar el siguiente
teorema:

Teorema Proyeccién paralela - congruencia Dados AB = CD y AB'y CD
contenidos en unarecta m.Sean W, X, Y, Zlas respectivas proyecciones para-
lelas de 4, B, Cy D enlarecta m con respecto a una recta I, entonces WX = YZ.

En cuanto a los ultimos teoremas relativos a la proyeccion paralela,
vale la pena aclarar que la recta directriz [ puede contener alguno de
los puntos de la recta m y su respectiva proyeccién paralela. Este caso
solo seria una situaciéon muy particular de aquellas generales que des-
criben dichos teoremas. Se resalta esto porque, en el estudio de situa-
ciones posteriores, suele presentarse con frecuencia ese caso.

Una consecuencia importante de las propiedades de la proyeccién
paralela es el T. de Thales. Este teorema sera, en nuestro sistema teori-
co, punto de partida para el estudio de la semejanza triangular. Con el
siguiente problema, se pretende introducir dicho teorema:

PROBLEMA 32: Dados los puntos 4, By C que pertenecen a una recta
I, sean D,E'y F puntos de la recta m, tales que AD || BE . ;Es posible que
AB x EF = BC x DE? Formule una conjetura y demuéstrela.

Formular la pregunta en términos de encontrar condiciones para
determinar si existe la igualdad entre productos y no una proporcion,
tiene como propdsito que los estudiantes no evoquen el T. de Thales, si
ya lo conocen, y, asi, abrir el espacio para mayor posibilidad de explo-
racion; es decir, se busca que el enunciado sea un verdadero problema
para ellos. Las conjeturas que, por lo regular, presentan los estudiantes
son las siguientes:

Conjetura 32.1 Dadas tres rectas paralelas y dos rectas [y m secantes a ellas
tales que 4, By C'son los puntos de interseccién conly D, Ey F
los puntos de interseccién con m; entonces AB x EF = BC x DE.

Conjetura 32.2 Sean 4, B, C puntos que pertenecen alarectal,y Ey Flas
respectivas proyecciones paralelas de By C con respecto a
E, entonces AB x EF = BC x DE.

Conjetura 32.3 Sean 4, B, Cpuntosde unarectaly D, Ey Fpuntos de otrarecta
m tales que AD || BE. Entonces siempre AB x EF = BC x DE si
CF || AD, sin importar la posicion de B.
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Estas conjeturas, en esencia, parecen decir lo mismo. Sin embargo, las
Conjeturas 32.1 y 32.2 tienen imprecisiones de las cuales los estudian-
tes proponentes no se percatan. Durante el proceso de andlisis, suelen
identificar las falencias en dichas conjeturas. En la primera no es claro
cuales son las rectas paralelas; al parecer los proponentes suponen que
estas son AD, ﬁy Wpero no lo hacen explicito en el enunciado. En la
Conjetura 32.2, aunque implicitamente se especifica cudles son las rec-
tas paralelas al aludir a la proyeccion paralela de los puntos B y C, no
se explicita en qué recta estan los puntos D, E'y F. Estas imprecisiones
conducen a descartar tales conjeturas.

En cuanto a la Conjetura 32.3, aunque en ella no se mencionan pro-
yecciones paralelas, las condiciones que se exigen corresponden a esta
situacion. Por otro lado, el uso de la palabra “siempre” muestra que los
estudiantes no han logrado desprenderse de la experiencia con la geo-
metria dinAmica para formular un teorema de la geometria euclidiana.
Sin embargo, se menciona algo que las otras dos conjeturas no tienen en
cuenta: no importa la relacién de interestancia entre los puntos 4, By C.

El analisis anterior lleva a combinar lo que cada conjetura aporta
para formular el T de Thales. Para ello, es necesario introducir la defi-
nicién de proporcidn:

Definicién de Proporcionalidad Dadas dos sucesionesa, b, c,...ya', b’ c'...de

, s . . . . b
numeros positivos. Dichas sucesiones son proporcionales si g == f =-..=k.
. b ,
El nimero constante k, k = ag == f =-.- es llamado la constante o razoén de

proporcionalidad de las sucesiones.

En estos términos, la conjetura que recoge todas las ideas pertinen-
tes se convierte en:

Teorema de Thales Dadas dos rectas m y I y los puntos 4, By C que per-
tenecen a l tales que A - B - C, y D un punto que pertenece am.Sean Ey F
las respectivas proyecciones paralelas de By C sobre m, con respecto aAD.
Entonces las sucesiones AB, DE y BC, EF son proporcionales; esto es g—lé = %.
La interestancia de la que se informaen el antecedente y la proporcién
en lugar de la igualdad de productos en el consecuente se incluyen, por
lo regular, en el enunciado del teorema que se encuentra en los libros
de texto. Ademas, la interestancia, aunque es condicion prescindible, se
incluye en el enunciado porque facilita la construccion de su justifica-
cién. La demostracion de este teorema no es evidente utilizando solo
elementos relacionados con la proyeccién paralela. La misma se deja

como ejercicio proveyendo, claro est3, los pasos claves para realizarla.



Una consecuencia inmediata de este teorema es la siguiente:

Corolario Teorema de Thales Dadas dos rectas m y I, y dados puntos 4,
By C que pertenecen a [ tales que A - B- C, y D un punto que pertenece a
m. Sean E'y F las respectivas proyecciones paralelas de By C, sobre m, con

AD AC _ DF , AC _ DF
respecto a AD. Entonces £/ = -0y 45 = o5

Se aprovecha este momento para indagar, como es usual en nues-
tra propuesta, por la validez de la reciproca del T. de Thales. Para ello,
se propone a los estudiantes el siguiente problema:

PROBLEMA 33: Responda Si, No o No se sabe a la siguiente pregunta. Si
la respuesta es Si formule el correspondiente teorema y provea la res-
pectiva demostracion. Si la respuesta es No se sabe, provea las condicio-
nes para que la respuesta sea Si, formule el correspondiente teorema y
demuéstrelo. Si la respuesta es No, justifique su respuesta.

Dadas las rectas coplanares m, [, k, s y q tales que: i. k interseca las rectas
m, sy q en 4, By C, respectivamente; ii. ] interseca las rectas m, sy q en
D, E'y F, respectivamente; iii. D~ E-FyA-B-Cyiv.22 =22 ;Ess| q?

Los estudiantes rapidamente encuentran ejemplos en los que las
rectas sy q son paralelas y en los que no lo son. La respuesta por tanto
es No se sabe. A continuacién se presentan representaciones graficas
que ilustran los dos casos:

q 1t senlas figuras 76 (ay b),y q |l s en las figuras 76 (c y d).

AB=2.11 cm, BC = 2.34 cm,
EF =2.54 cm, DE = 2.29 cm, Ay D son el mismo punto
15 _ 0,90, 2 = 0.90 201

’EF
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Bpunto medio de AC, E punto medio de DF mls
() (d)
qis qls
Figura 76

Al solicitar el enunciado condicional que incluya en el antecedente
las condiciones que obligan a que las rectas q y s sean paralelas, los
estudiantes proponen lo siguiente:

Conjetura 33.1 Dadas las rectas coplanares m, I, k, s y q tales que: i. k in-
terseca las rectas m, sy q en A, By C, respectivamente; ii.
linterseca las rectas m, sy q en D, E 'y F, respectivamente;
iii. D-E-FyA-B-Civ.52=25yv.m| s entoncesq | s.

Conjetura 33.2 Dadas las rectas coplanares ], k, m, sy q tales que: i. l y k se
intersecan en el punto 4; ii. ] interseca las rectas m, sy q
en 4, By C, respectivamente; iii. k interseca las rectas m,
syqgenD,EyF, respectivamente; ivD-E-FyA-B-C(;

AB _ DE
B¢ EP entonces q | s.

El hecho geométrico que subyace a la Conjetura 33.2 es el que con-
viene introducir en nuestro sistema tedrico como teorema porque
serd de mucha utilidad para justificar algunas propiedades de la se-
mejanza triangular. Asi, este momento se aprovecha para cuestionar a
los estudiantes sobre una reformulacién del enunciado de dicha con-
jetura, de manera tal que esta, sin perder su esencia, sea mucho mas
econdémica y comprensible. La discusién que suscita este cuestiona-
miento tiene como propoésito no solo proveer una reformulacién de la
Conjetura 33.2 en términos de tridngulos sino también particularizar



el T de Thales y su corolario para este tipo de poligonos. Como conse-
cuencia de esta actividad, se espera el establecimiento de los siguien-
tes teoremas:

Teorema Reciproco de Thales Dado el AAEFconA-B-E,A-C-Fy
‘;g ‘gg, entonces BC || EF.
Teorema de Thales en triangulo Dado el AAEFconA-B-EyA-C-Fy

AB _ AC BE _ CF _ AB _ AC _ BC
BC I EF, entoncesBE CFAE  ar Y AE T aF T EF

Nétese que una de las proporciones del consecuente del tltimo teo-
rema involucra tres razones. Lo interesante y novedoso de esta es que
en ella se relacionan los segmentos que son paralelos, algo que no su-
cedio6 en el T de Thales. La demostracion del T de Thales en tridngulo
esta hecha casi por completo puesto que es solo un caso particular del
T. de Thales y sus corolarios; solo faltaria justificar que 4% = 2 y 42 = 5

Esta parte de la demostracion se deja como ejercicio.

La demostracion del reciproco del T. de Thales es un poco mas elabo-
rada. La presentamos a continuacion: (Figura 77)

tigura 77

1.AAEF,A-B-EA-C-Fy =% Dado

2.SeaTla proyecc1on paralela de E T Existencia de la proyeccion
con respecto a BC en AF paralela (1)

3.BCI ET D. Proyeccién paralela (2)
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4.A-C-T
AB _ AC
S-E_E

BE CF
6.5 +1=-+1

7 BE + AB — CF+AC
" AB AC

8.AB+ BE =AE,AC + CF = AF

AE _ AF
9. AB ~ AC

AC _ AC
10. AF ~ AT

11.AF=AT
12.FEACy T€ AC
13. Fy T son el mismo punto

14. BC || EF

T. Proyecci6n paralela - interestancia (1,2)

T. Thales en triangulo (1,3,4)
Pr. Reales (1)

Pr. Reales (6)
D. Interestancia (1)

Pr. de Sustitucion (7,8)

Pr. Transitiva y Pr. Reales (5,9)

Pr. Reales (10)

D. Rayo (1,4)

T. Localizacién de puntos (11,12)
Pr. de Sustitucion (3, 13)

Introducido el T de Thales y algunas de sus consecuencias, se pro-
pone el siguiente problema con el propoésito de tener un ejemplo de su
uso en la demostracidn de algiin hecho geométrico.

PROBLEMA 34: En el AABC, determine, si es posible, un punto D que
pertenezcaala BC de tal forma que &5 BD - BA . Formule una conjetura y
demuséstrela.

Es usual que los estudiantes hagan una exploraciéon con geometria
dindmica, Construyendo un AABC, colocando un punto D sobre BC,
calculando y i 4 y arrastrando el punto D hasta obtener 22 5= 4 Con
esto, logran encontrar por lo general, un solo punto D de los dos que
existen; el que pertenece al BC. Sin embargo, no es evidente para ellos
cémo describir la posicion del punto D ni cdmo proveer un procedi-
miento para hacer una construccién robusta que les permita determi-
nar dicho punto. Ante este panorama, siempre hay algin estudiante
que explora construyendo lineas notables del tridngulo (medianas,
alturas, bisectrices de sus angulos y mediatrices de sus lados). Es asi
como descubren que D es un punto de la bisectriz del £A4. Asi, la con-
jetura que plantean, y por ende, la que es susceptible de justificacion,
es la siguiente:

Conjetura 33.1 Dados un AABC, AX la bisectriz del 24 y AXNBC = {D}.

BD _ BA
EntoncesDC P



Se sugiere proponer como tarea para los estudiantes, encontrar el

BA

otro punto de la BC que cumple la condicién % =22 La solucion de este

CA’

ejercicio permite establecer una conjetura mucho mas general que in-
cluye a la anterior. Se formula entonces el siguiente teorema:

Teorema Bisectriz - proporcionalidad Dado un AABC, sea el AXlabisectriz
del £A o del angulo con vértice en 4, que es externo del AABC, y AX N BC ={D}.

BD _ BA
Entonces e = ac

A continuacién se presenta la demostraciéon del teorema para el
caso en el que AB es bisectriz del £A (Figura 78). La demostracion para
el caso restante se deja como ejercicio.

fiqura 78

1. AABC

2. Existe £BAC

3. SE} ﬂ(_lz:\ bisectriz del 2BAC,
AX n BC ={D}

4. Sean m, ﬁﬁ

5.Sea C'la proyeccidn paralela de C
sobre AB, con respecto a AX

6.{D}= AX N BC

7.CC' | AX

Dado

D. Angulo (1)

Dado

T. Recta-rayo-segmento (1)

T. Existencia proyeccion paralela (1)

D. Bisectriz angulo y P. Interseccion
rayo segmento (3) 205
D. Proyeccién paralela (5)
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8.2BADy £AC'C 4ngulos
correspondientes

9.24BAD = £AC'C
10. 2BAD = «DAC

11. £DACy £ACC’ angulos alternos
internos

12. 2DAC = £ACC’
13. £BAD = LACC'
14. £AC'C = £ACC'
15.4, Cy C'no colineales, AAC'C

A~ A

16.AC= AC
17.D € BC
18.B-D-C

19.B-A-C'

BD _ BA
ZO.R —Ry
21.AC=AC'

BD _ BA
22.55= 50

D. Angulos correspondientes (4,5)

T.PC (7,8)
D. Bisectriz (3)

D. Angulos alternos internos (4,5,6)

T. PAI (7,11)

Pr. de Sustitucioén (12,10)
Pr. Sustitucién (9,13)

D. Tridngulo (1,5)

T. Reciproco del tridngulo isésceles
(14,15)

D. Interseccion (6)

D. Segmento (17)

T. Proyeccion paralela - interestancia
(5,18)

T. Thales (7,15,18,19)
D. congruencia (16)

Pr. Sustitucién (20,21)

El siguiente problema tiene como propdsito generar la necesidad
de introducir al sistema teorico, hasta el momento conformado, la
definiciéon de semejanza triangular y los criterios para determinarla.
Estos seran consecuencia de los teoremas anteriormente construidos,
en particular los relativos a la proyeccion paralela, el T de Thales en
tridngulo y el T reciproco de Thales.

PROBLEMA 35: En el AABC, se tiene que P € int AABC, {E}= BPNAC,
{D} = CP N BAy DE || BC ;Qué propiedad tiene el punto P?

Al involucrarse en la resolucion de este problema, los estudiantes se
enfrentan a dos tareas muy especificas. Una, se refiere a la realizacion
de una construccion robusta que modele la situacién que plantea el
problema; la intencién de expresar el problema como esta expresado



es que ellos se den cuenta de que no siempre las condiciones incluidas
en el enunciado estan dadas en el orden en que se deben construir. La
otra, tiene que ver con el establecimiento de la propiedad del punto
P y la formulacion del enunciado en forma de conjetura que enuncie
la propiedad establecida y que sea la mas afortunada para realizar su
demostracion.

En cuanto al primer asunto, el referido a la construccidn, es usual
que los estudiantes hagan la modelacién siguiendo un proceso en el
cual el orden de los pasos se corresponde con el orden en el que se
presentan las condiciones en el enunciado. Asi, lo primero que hacen
es poner un punto P en el interior del triangulo dado, lo cual no es
del todo correcto pues precisamente se esta preguntado sobre las
propiedades de Py, por ende, P deberia depender de todas las demas
condiciones expuestas en el enunciado. Una vez colocado el punto
P, intentan hacer cumplir las demas propiedades con el arrastre lo
cual lleva a una construccién que no es robusta. Con este panorama,
los estudiantes, en general, se percatan de que es necesario hacer
un analisis previo que permita determinar las dependencias entre
las propiedades para realizar asi un procedimiento de construccion
adecuado. No tardan mucho en adevertir que lo primero que deben
construir es el punto E en el AC o D en el AB y la recta paralela a BC
para encontrar el otro punto. Luego de construido DE || BC, constru-
yen a P como el punto de interseccién de CD y BE. De esta manera, P
depende del punto E.

Con relacion al segundo asunto, el referido a la propiedad del pun-
to Py la formulacién del enunciado en forma de conjetura, los estu-
diantes usualmente utilizan dos formas de exploracién y formulan su
conjetura de varias maneras. La primera forma de explorar consiste
en trazar el AT’, determinar el punto F como interseccién de tal rayo
con el BCy determinar BF y FC. Arrastran el punto E y se percatan de
que BF = FC (Figura 79 (a)). La segunda forma consiste en activar la
traza del punto P, arrastrar el punto E 'y fijarse en el rastro de tal punto
(Figura 79 (b)).
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P
c
B
FB = 3.22 /'F FC = 3.22 c
B

Fiqura 79

Como consecuencia de las exploraciones, es usual que los estudian-
tes formulen las siguientes conjeturas:

Conjetura 35.1 Dados el AABC, CE y BD, ED || BC, existe un punto
{P} = CE n BD. Entonces P € AF, AF es mediana de AABC.

Conjetura 35.2 Dado el AABC tal que ED || BC donde {E} = CP N 4B,
{D} = BP N AB tal que P € int AABC. Entonces P pertenece
a una mediana del AABC.

Conjetura 35.3 Sean el AABC, E € AB, 1 || CB por E, I n AC = {D}. Dados BD,
CE y {P} = CE n BD, AP n BC = {F}, entonces F es el punto
medio de CB.

Conjetura 35.4 Sea el AABC, P € int AABC de tal forma que ED || BC donde
{E} = CP N 4B, {D} = BP N AC y AP n BC = {F}; entonces F
es el punto medio del CB.

Conjetura 35.5 Sea el A ABC, P € int AABC, de tal forma que ED || BC don-
de {E} = CP n AB, {D} = BP N AC, y AF mediana del AABC,
entonces P € AF.

La Conjetura 35.1 es falsa puesto que en las condiciones le falta
determinar dénde se encuentran los puntos D y E, quedando el ante-
cedente incompleto. Con respecto a la Conjetura 35.2, el antecedente
esta completo, pero en el consecuente no se determina en cual media-
na del AABC esta P. Esta conjetura tampoco se acepta. La Conjetura
35.3 no adolece de los problemas expuestos anteriormente, pero en
ella se esta reportando el proceso de construccién como tal, lo que exi-
ge poner condiciones que se podrian escribir de una manera mucho
mas clara. Las Conjeturas 35.4 y 35.5 son correctas; sin embargo, la
ultima es la que se esperaba. En el analisis de la Conjetura 35.4, en la
cual aluden al ﬁy al punto medio F del CB, en lugar de mencionar
una mediana del tridngulo, los estudiantes expresan que dicha formu-
lacién facilita la demostracion.



Para la construccién de la demostracidn de la Conjetura 35.5, los es-
tudiantes se basan tanto en la representacion grafica como en la teoria
que hasta el momento conocen y proponen establecer relaciones de
proporcionalidad que involucren a BF y CF. (Figura 80)

figura 80

Sugieren usar el T de Thales en tridngulo en el AABFy el AAFC, dado
que DG || BFy GE || FC. Se determina, asi, que &= % =Y aF 46 - EG y, por ende,
que == En este punto, los estudiantes no encuentran como relacio-
nar elementos del sistema tedrico que tienen a su disposicién con lo que
han logrado deducir hasta el momento. No obstante, es usual que alguno
de ellos evoque sus conocimientos sobre la relaciéon de semejanza trian-
gular. Ello posiblemente porque visualizan en la figura dos parejas de
triangulos semejantes, a saber: ADGP ~ ACFPy AEGP ~ ABFP (el simbolo
~ indica semejanza). Para sustentar tales semejanzas, los estudiantes
aluden a la congruencia de los angulos: £DPG = £CPFy £DGP = £CFP
para la primera semejanza, y £EPG = £BPFy £EGP = £BFP para la se-
gunda. Las congruencias de tales dngulos se justifican a partir del T An-
gulos opuestos por el vértice y T. PAI Especificamente, utilizan el Criterio
de semejanza triangular Angulo - Angulo para establecer la semejanza.
Al suponer como valido dicho criterio y usar la definicién de triéngulos
semejantes, surgen las proporciones == y == ﬁ, y con ellas, 2¢ T = %
Con esta proporcién y la que se obtuvo anterlormente, B =2 sededuce
que BF = FC.Como B - F - C, F es punto medio del CB y AF es mediana del
AABC. Ademas, P pertenece al AF, dado que desde el principio se supuso
que AP N BC ={F}.

La justificacion anterior requiere que se introduzca a nuestro siste-
ma tedrico tanto la definicion de tridngulos semejantes como los crite-
rios de semejanza de triangulos. A diferencia de la congruencia trian-
gular para la cual uno de sus criterios se estableci6 como postulado y
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los demas como teoremas, en el caso de la semejanza triangular, todos
los criterios son teoremas.

Definicion de Triangulos semejantes Dos tridngulos son semejantes si
existe una correspondencia entre los vértices de tal forma que los dngulos
correspondientes son congruentes y los lados correspondientes son pro-
porcionales.

Esto significa que AABCy ADEF son congruentes si se tiene que:

i. LA=¢D,2B=¢Ey+sC=/Fy
if, 4B = BC — cA

Teorema Criterio de semejanza Angulo - Angulo (AA) Dos triangulos son
semejantes si tienen dos parejas de angulos correspondientes congruentes.
Teorema Criterio de semejanza Lado - Angulo - Lado (LAL) Si dos trian-
gulos tienen dos lados correspondientes proporcionales y los angulos que
estos determinan son congruentes, entonces los tridngulos son semejantes.
Esto es: Dados AABCy ADEF, si £B = £Ey Z‘—g = %, entonces AABC ~ ADEF.

Teorema Criterio de semejanza Lado - Lado - Lado (LLL) Si dos tridn-
gulos tienen sus tres lados correspondientes proporcionales, entonces los

triangulos son semejantes. Esto es: Dados AABC y ADEF, si 48 = B¢ = &4

B
DE ~ EF _ FD’
entonces AABC ~ ADEF.

Usualmente, los textos de geometria euclidiana establecen como
primer criterio de semejanza el Criterio Angulo - Angulo - Angulo, el
cual reza: Si en dos tridngulos sus tres angulos correspondientes son
congruentes, entonces los tridngulos son semejantes. Al respecto, no-
sotros preferimos establecer solo el Criterio AA, dado que exige una
condiciéon menos y facilmente se establece como valido usando el T.
Suma medidas de dngulos. Desde un punto de vista meramente teorico,
introducir uno o el otro es lo mismo. A continuacién se presenta la
demostracion del Criterio AA. La demostracién de los Criterios de se-
mejanza LAL y LLL se deja como ejercicio (ver ejercicio 6, 7).

Para realizar la demostracion, suponemos, sin pérdida de generali-
dad, que AC > DF. (;Qué sucede si AC = DF?)



Fiqura 81

1.AABCy ADEF,AC>DF, A= Dy

4B=/E

2.DF>0,FE>0

3. Seanﬁ, ﬁEyB(_C)

4.Sea D' € CA tal que CD' = DF
(Figura 80)

5. Sea E'tal que E' es la proyeccion
paralela de D' sobre BC con res-
pecto a AB

6.AC> CD'

7.C-D-A

8.C-E'-B

9.D'E'|| AB

10. £CABy «CD’ E' son angulos
correspondientes

11. £CBAy £CE' D' son angulos
correspondientes

12. £CAB= £CD'E’
13. 2CAB = £CE'D’

14. 24EDF = +CD'E"’
¢DEF =/CE'D’

15.CD' = DF

P. Puntos - nimero (1)

T. Recta-rayo-segmento (1)

T. Localizaci6én de puntos (2,3)

T. Existencia proyeccion paralela
(3.4)

Principio de sustitucion (1,4)
T. Desigualdad - interestancia (6,4)

T. Proyeccidn paralela - interestan-
cia (5,7)

D. Proyeccién paralela (5)

D. angulos correspondientes (3)

T.PC (9,10)

Pr. Reales (1,11)

D. Congruencia (4)
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Criterio de congruencia LAA
(12,13,15)

17.E'D'=ED,E'C=EF D. Tridngulos congruentes (14)

18. ¢ = CE' _ DE’ T. Thales en triangulos (9)

16.ADEF = AD'E'C

19.E'D'=EDyE'C=EF,

msA=msDymsB=meE D. Congruencia (1, 17)

*DE_EF _DF (4,18,19)

21.mzA + msB + m«C = 180;
msD + msE + msF =180

20, AB = BC _ AC Pr. de Sustitucion y Prop. Reales

T. Suma medidas de angulos (1)

Pr. Sustitucion, Prop. Reales y D.

22.£0=2F Congruencia de angulos (19,21)

D. Semejanza de triangulos

23.AABC ~ ADEF (1,20,22)

En este apartado presentamos tres teoremas en cuya demostracion
juega un papel importante la semejanza de tridngulos, dos de los cua-
les, por lo regular, no se estudian en los textos de geometria: T. de Pitd-
goras, T. de Menelao y T. de Ceva. El primero de tales teoremas se abor-
da de la misma forma como se ha venido haciendo con los elementos
del sistema tedrico que se han estudiado hasta el momento; es decir, se
presenta el problema cuya solucion conduce directa o indirectamente
al elemento, se consignan algunas de las conjeturas que formulan los
estudiantes, se indica cdmo se analizan estas, y finalmente se formula
el teorema correspondiente con su demostracién. Como el T de Me-
nelao y el T de Ceva no son esenciales para el sistema tedrico que se
propone en este libro, solo indicamos el problema que se propone, el
teorema mismo y damos unas indicaciones para la demostracién. No
presentamos enunciados propuestos por los estudiantes.

Es usual que las demostraciones del T de Pitdgoras se enmarquen
en la teoria de areas de poligonos. De hecho, Euclides, a quien se le
atribuye la primera demostracién formal de este teorema, la desarro-



lla aludiendo a propiedades de areas de paralelogramos y triangulos.
oPuesto que ese no es un tema que se aborda en este libro, la demos-
tracién que presentamos esta relacionada con la semejanza de trian-
gulos, siguiendo la idea de Millman y Parker (1981), y Alfonso (1997).
Asi aseguramos continuidad en la conformacioén del sistema tedrico
propuesto. Para suscitar el estudio de dicho teorema se propone el si-
guiente problema:

PROBLEMA 36: En el AABC, sea BD una de sus alturas. ;Qué tipo de trian-
gulo debe ser el AABC para que AB sea media geométrica de ACy AD?

Se disefid este problema de manera tal que no se hace alusion expli-
cita al T de Pitdgoras. Asi, los estudiantes no tienen una respuesta in-
mediata al problema sino que se enfrentan a una situacion que exige la
exploracion con geometria dindmica para resolverlo. Es claro también
que la conjetura esperada como solucién al problema no se correspon-
de con el enunciado de dicho teorema; sin embargo, incluye las condi-
ciones que posibilitan hacer la demostracion de este en el contexto de
la semejanza de triangulos.

Antes de que los estudiantes se involucren en la resolucién del pro-
blema, es necesario precisar la definicion de media geométrica.

Definicion de Media geométrica Sean a, b y c nimero reales positivos. a
es media geométrica de b y c siy solo si g = %

Después de la exploracion realizada por los estudiantes, es usual
que formulen las siguientes conjeturas:

Conjetura 36.1 Si AABC es rectangulo y BD una de sus alturas, entonces AB
es media geométrica de ACy AD.

Conjetura 36.2 Si AABC con 2B recto y BD una de sus alturas, entonces AB
es media geométrica de ACy AD.

Aunque ambas conjeturas, en esencia, dicen lo mismo, la Conjetura
36.2 es mucho mas precisa pues explicita cual es el dngulo recto del

AABC. La demostracién de dicha conjetura se fundamenta en estable-

cer la semejanza entre AABD y AACB, y con ella, la proporcién 45 =45,
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figura 82

Con el propdsito de construir una demostracion para el T. de Pitdgo-
ras, el cual alin no se ha hecho presente, se cuestiona a los estudiantes
sobre la posibilidad de que las medidas de otros segmentos de la figura
sean media geométrica de algin par de medidas de segmentos. Los es-
tudiantes no se demoran en determinar otros tridngulos semejantes y
con ello las proporciones 22 = 22y £¢ = 5 (Figura 81). En este punto, se
sugiere a los estudiantes relacionar el cuadrado de AC con la suma de los
cuadrados de AB y BC a partir de las medias geométricas establecidas
hasta el momento. Con algunos procedimientos algebraicos y usando la
interestancia A — D - C, se logra deducir que AC*= AB? + B(? Se ha de-
mostrado entonces el Teorema de Pitdgoras, cuyo enunciado finalmente

se formula de la siguiente manera:
Teorema de Pitagoras Si AABC con 4B recto, entonces AC?= AB? + BC*

Introducido este teorema al sistema tedrico, se cuestiona a los es-
tudiantes sobre la validez de su reciproco. Explorando en un entorno
de geometria dinamica, los estudiantes se percatan de que tal hecho
geométrico es verdadero. Su enunciado es:

Teorema Reciproco de Pitagoras Si en un AABC se tiene que AC* = AB* + BC?,
entonces AABC es rectangulo con 4B recto.

La demostracién de este teorema se deja como ejercicio para el lector.

Los teoremas de Menelao y Ceva son hechos geométricos interesan-
tes por cuanto proveen criterios para determinar colinealidad de pun-
tos y concurrencia de segmentos, respectivamente, a través del valor
del producto de tres razones.



PROBLEMA 37: Dados el AABC, la Ey puntos X, Yy Z tales que X € AB,
YECByZe€AC.

a. ;Cudl debe ser la posicién del punto Z para que % x %’ x % =17
Escriba una conjetura.
b. ;Qué propiedad destacable se evidencia entre AY, BZ y CX cuando

AX 2
35 X YC AZ =17 Escriba una conjetura.

Se espera que después de modelar la situacién en un entorno de
geometria dindmica y realizar la respectiva exploracidn, para el item
a. los estudiantes establezcan que hay dos casos posibles para el pun-
to Z: una en la que Z € AC; otraen laque z € AC pero no al AC. Para el
item b. las condiciones sobre las que informan dependen de los casos
antes mencionados; especificamente, para el primer caso AY, BZy CX
son concurrentes y para el segundo los puntos X, Yy Z son colineales.
Como suele suceder con estos problemas, las conjeturas que estable-
cen los estudiantes pueden indicar el producto igual a 1 como condi-
cion en el antecedente y la propiedad especial como consecuente o al
contrario, dando lugar a las reciprocas correspondientes. Lo anterior
lleva al establecimiento de los siguientes teoremas:

Teorema de Menelao Dados el AABC, la ﬁy puntos X, Yy Z tales que
X€eAB,YECBy Z€ AC,
i. SiX, Yston colineales, entonces ¢ AX 5? jﬁ 1

. AX BY .
LSt =y AZ =1, entonces X, Yston colineales.

Teorema de Ceva Dados el AABCy puntos X, Yy Z tales que X € AB, Y € CA
y Z € BC,

i. SIAZ BYy CXson concurrentes, entonces g—g g 1
i. Si % X g—g x E =1, entonces AZ, BY y CX son Concurrentes

La demostracion del item i del T de Menelao se basa en la construc-
cién de rectas perpendiculares a XZ por los puntos A, By C pues de esa
forma se pueden determinar parejas convenientes de tridngulos rec-
tangulos semejantes. La demostracion del item ii de dicho teorema se
hace construyendo laﬁ nombrando con Z' la interseccién de AC con
dicha recta, aplicando el primer item del T. de Menelao y mostrando
que Zy Z'son el mismo punto. (Figura 83)
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Figura 83

Por su parte, la demostracion del primer item del Teorema de Ceva se
logra aplicando el T. de Menelao en el AABZ con los puntos X, Dy Cy en el
ABCZ con los puntos Y, D y B. El item 2 del teorema se demuestra de ma-
nera similar a como se demuestra el item 2 del T de Menelao. (Figura 84)

B

Fiqura 84

Otras consecuencias de la semejanza de triangulos y algunas impli-
caciones de los teoremas anteriores seran estudiadas posteriormente,
en particular para justificar propiedades relativas a circunferencias y
lineas notables de tridngulos.

1. Demuestre los siguientes teoremas:

a. T. Transitividad paralelismo
b. T. Existencia proyeccion paralela
c. T. proyeccion paralela - semiplano

2. Para este ejercicio se debe usar un software de geometria dina-
mica: Dados el AABCy una recta m que no lo interseca, m y AABC
coplanares. Determine la relacién entre la suma de las distancias
desde los vértices del tridngulo a la recta m, y la suma de las distan-



cias desde los puntos medios de los lados del triangulo a tal recta.
Formule una conjetura y demuéstrela.

3.
a. Con base en la Figura 85 y a partir de los pasos claves dados a con-
tinuacién, demuestre el T de Thales. Si estipulamos que x = 4%,y = 2

EF’
;qué debemos demostrar? (Moise, 1964, p. 139)

figura 85

1. Sean 4y, Ay, 43, ..., A1 puntos de
ABtales que Ay - Ay - As - oo - Apy -
By AA; = A1A;= ... =A,.1 B, n siendo
cualquier nimero natural

2.Sean Dy, Dy, D;, ...,D,. las respecti-
vas proyecciones paralelas de 4,
Ay, As, ..., A, sobre DE respecto a
E, talesque D-D,-D3-...-D,1-E

3. DD1 = D1 Dz = ... = Dn-l E

4.Sean Bj, By, Bs, ..., B, puntos de
BC tales queB,;-B-B3-..-B,y
BB =B B;=..=By1B,=44;,m
siendo cualquier nimero natural

5.Sean E}, E;, E5, ..., E, las respecti-
vas proyecciones paralelas de B, 2]7
B, Bs, ..., B, sobre EF, respecto a
AD tales que E;- E;-E3- .- E,
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6. EEI = El Ez = .= Em-l Em

7. 48 = n - DE

BB, m EE,

8. Suponga que ~ > x

9.B-B,-C
10.E-E,-F
11.r%>y

12. Suponga que ; <x
13. r%<y

14.x=y

b. Para justificar los pasos 12 y 14 de la demostracion del Teorema
de Thales se debe usar el T de Comparacion. Complete los pasos
de la demostracion.

Teorema de Comparacion Sean xy y dos nimeros reales. Si i. todo niumero
racional menor que x es también menor que y, y ii. todo nimero racional
menor que y es también menor que x, entonces x = .

1. xy y numeros reales
2.Sia<xentoncesa<y,a€Q
3.Sia<yentoncesa<x,a€Q
4.x%y

5.x<yoy<x

6.x<y

7.Sea EQtalquex<§<y

8. <x



pye
9x<qu<x
10.y <x
1Ly<fy <y

12.x=y

4. Demuestre:

a. El Corolario del T. de Thales.
b. Demostrar la Conjetura 32.1.

5. Respecto al T de Thales en triangulo, demuestre que o= B—C y‘£ ==

6.
a. Complete la demostracion del Criterio de semejanza LAL, siguiendo
las ideas que se presentan a continuacién y completando la tabla:

Criterio de semejanza LAL Dados AABCy ADEF tal que g—i = g—g y 4B = LE,
entonces AABC ~ADEF.

En primera instancia, suponga, sin pérdida de generalidad, que
AB>DE. ;Qué sucede si AB=DE?

Figura 86
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1. AABCyADEF, = ﬁ, 4B=LE,
AB > DE

2.Sea BA
3.DE>0

4.SeaD'talque D' € my BD'=ED
(Figura 85)

5. Sea F'tal que F'es la proyeccion
paralela de D" sobre BC, con res-

pecto aAC
6.BD' < AB
7.B-D'-A
8.C-F-B
9.BD'=ED
10.ACIIDF’
BD' _ BF'
11.57 BA ~ BC
ED BF'
12. 5 BA ~ BC
BA _ BC
13 ED BF'
BC' _ BC
14. ﬁ - B?r
15. EF = BF'
16.EF = BF'

17.AD'BF' = ADEF
18.24BD'F'= +D
19. LA = £LBD'F’
20.£A=+D
21. AABC ~ ADEF
b. Explique como cambia la demostracion anterior si en el paso 5,
en lugar de construir el punto F'con base en la proyeccion para-

lela de D' sobre BC, con respecto a AC, F' se construye a partir del
T. Localizacién de puntos en el ED tal que BF'=EF.



7. Complete la demostracidn del Criterio de semejanza LLL, siguiendo
las ideas que se presentan a continuacion y completando el esque-
ma-demostracion:

Criterio de semejanza LLL Dados AABC'y ADEF tales que % AB B—C g—f;, en-
tonces AABC ~ ADEF.

En primera instancia, vamos a suponer, sin pérdida de generali-
dad, que AB > DE. ;Qué sucede si AB = DE? (Figura 87)

Figura 87

1. AABC, ADEF, 48 = BC _ AC

"DE EF DF

2.4B,BC,ACy DE, EF, DF
3.Sea BA
4.DE>0

5.SeaD’talque D' € ﬂyBD'= DE
(Figura 86)

6. Sea F'tal que F” es la proyeccion
paralelai)e F'sobre BC, con res-
pecto a AC

7.BD'<AB
8.B-D'-A
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10. ED = BD'

11.ACI FD’
12. 28 =4
13. 28 = 4
14. 08 =&
15.D'F'= DF
16,28 = 5
17. 22 = 5
18.5¢ = 5C
19. BF '= EF

20.DF = DF, BF' = EF, BE’= ED
21.AD'BF' = ADEF

22..BD'F'= £EDF, £BF'D' = £DFE
23.£4BD'F'= £BAC, £BF'D'= £BCA
24./BCA = £EFD, £BAC = £EDF
25.AABC ~ ADEF

8. Demuestre el T. reciproco del Teorema de Pitdgoras. Sugerencia:
construya un tridngulo rectangulo con segmentos congruentes al
triangulo dado.

9. Dado el AABC con AB > AC. La bisectriz del ZBAC interseca la BC en
el punto D y la bisectriz de un angulo externo con vértice A interse-

cala BC en el punto E. Demuestre que ‘/Ach’;)AEz - ‘/ADZBBAEZ =2.

10.Dado el AABC con A - D - E - B, D punto medio del AB y CE altura
del triangulo. Demuestre que CB? - AC* = 2 (DE) (AB).

11.Complete la demostracién del T de Menelao.
12.Complete la demostracién del T. de Ceva.

13.Demuestre que las medianas de un tridngulo concurren.



14.Demuestre que las bisectrices de los angulos de un tridngulo con-
curren.

15.;Es posible aplicar el T de Ceva para demostrar la concurrencia de
las mediatrices los lados de un triangulo? Explique su respuesta.
(Como demostraria dicha concurrencia?
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asta ahora, en el trabajo con geometria dindmica hemos permi-

tido el uso de la circunferencia solo para construir segmentos

congruentes, uso sustentado por el T Localizacién de puntos.
Es decir, este objeto no ha tenido un tratamiento formal como figura
geométrica, dentro del sistema tedrico hasta el momento consolidado.
En este capitulo, se presentan problemas cuyo propésito es estudiar
propiedades de la circunferencia o hechos geométricos en los que este
objeto estd involucrado.

Iniciamos el capitulo con un problema cuyos dos propdsitos especi-
ficos son: i. que los estudiantes recuerden las definiciones de circun-
ferencia, cuerda, radio y didmetro, y ii. que establezcan propiedades
relativas a las mediatrices de cuerdas de una circunferencia.

PROBLEMA 38: Dados tres puntos no colineales 4, By C, ;es posible
construir una circunferencia que contenga los tres puntos? Si es el caso,
establezca un procedimiento para construir dicha circunferencia.

Para abordar el problema, los estudiantes se cuestionan sobre la de-
finicién de circunferencia. La misma se formula de la siguiente manera:

Definicion Circunferencia Dado un punto P en un plano 8. El conjunto de
todos los puntos X del plano 8 que equidistan del punto P una distancia r
recibe el nombre de circunferencia. El punto P es el centro de la circunferen-
cia. Parareferirnos a la circunferencia con centro P se usara la notacién ©P.

Se aprovecha esta definicidn para formular las definiciones de radio,
didmetro, cuerda, interior y exterior de circunferencia.

Definicion Radio de circunferencia Dados ®P y X un punto cualquiera
que pertenece a ella. La medida PX o los segmentos PX reciben el nombre,
respectivamente, de radio o radios de la circunferencia. La notacién para
una circunferencia de centro Py radio PX es ®P,,. Asi mismo, la notaciéon
para una circunferencia de centro Py radio r es ©OP..

Definicion Diametro de circunferencia Dados ®P y, X e Y dos puntos
cualesquiera que pertenecen a ella tales que XY contiene a P. La medida
XY o los segmentos XY reciben el nombre, respectivamente, de didmetro o
diametros de ©P.

Definicion de Cuerda de circunferencia Dados ©OP, y X e Y dos puntos
cualesquiera que pertenecen a ella. Cada uno de los segmentos XY recibe el
nombre de cuerda de ®OP.



Definicion exterior e interior de circunferencia Dados ©P, y Q un
punto que pertenece al plano en el que esta contenida la circunferencia.
Si PQ > r entonces Q esta en el exterior de la circunferencia. Si PQ < r en-
tonces Q esta en el interior de la circunferencia. El exterior de una ©P,
se denotara ext®P.,. El interior de una OP, se denotara int©P..

Formuladas las definiciones anteriores, como es usual en esta pro-
puesta, se cuestiona a los estudiantes sobre cdmo garantizar, tedrica-
mente, la existencia de una circunferencia de radio r y centro P en un
plano a dado. Ademas, se pregunta sobre la unicidad del centro de una
circunferencia, hecho que se da por sentado en la definicién, y pasa
inadvertido por los estudiantes.

Con relacidn a la existencia, los estudiantes, por lo regular, propo-
nen determinar un punto P en el plano a y construir infinidad de rayos,
con extremo en P, todos contenidos en dicho plano. Luego, en cada
rayo, localizar un tnico punto X de forma tal que PX = r. Asi, construyen
la ©P, en a. El método anterior garantiza la existencia de este objeto
y su unicidad, ya que cada paso se justifica con elementos del sistema
tedrico, respectivamente: T. Punto-infinitas rectas y T. Localizacién de
puntos. Lo anterior permite la introduccion de los siguientes teoremas
al sistema tedrico:

Teorema Existencia de las circunferencias Dado un nimero positivo r,
un plano a y un punto P en @, existe una tnica circunferencia de radio r en
dicho plano.

Teorema Circunferencia - infinitos puntos Toda circunferencia tiene
infinitos puntos.

Con respecto al segundo asunto, la unicidad del centro de una cir-
cunferencia dada con radio r, los estudiantes generalmente abordan la
situacion de manera correcta, suponiendo que existen dos centros, Ay
B, para una misma circunferencia. No obstante, dificilmente logran es-
tablecer una contradiccion. Se sugiere, entonces, determinar una cuer-
daCD cualquiera de la circunferencia y estudiar, de nuevo, la situacion.
La Figura 88 ilustra dicha situacién:

AN

Figura 88 Figura 89
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Dado que los puntos A y B son centros de la circunferencia, y los
puntos Cy D puntos de ella, entonces CB = BD y AC = AD. Como el radio
de la circunferencia es r, se tiene que CB = BD = AC = AD =r. Con este
panorama, los estudiantes exponen la siguiente argumentacidn, a par-
tir de la representacion grafica de la Figura 88. Inicialmente escogen
al punto medio, E, del CD. Como el AACB y el AADB son isésceles, los
puntos 4, By E estan en la mediatriz m del CD, por la D. Mediatriz. Por
tanto, el ZAEC es recto (T Mediatriz), y de ello se deduce que el ZCBE
es agudo. Por ende, el 2CBA es obtuso. Alli hay una contradiccion ya
que los angulos congruentes de un triangulo is6sceles son agudos. Lo
anterior implica que los puntos A y B deben ser el mismo.

La argumentacion anteriormente expuesta permite introducir al sistema
tedrico no solo el hecho de que una circunferencia tiene un tnico centro,
sino también que la mediatriz de una cuerda cualquiera de la circunferencia
lo contiene. Estos hechos los formulamos en los siguientes teoremas:

Teorema Circunferencia - unicidad del centro Una circunferencia de
radio r, tiene un Unico centro.

Teorema Mediatriz de cuerda - centro La mediatriz de una cuerda cual-
quiera de una circunferencia dada contiene el centro de la circunferencia.

Establecidos los hechos geométricos y las definiciones anteriores,
los estudiantes estudian la situaciéon propuesta en el Problema 38,
usando geometria dindmica. Es usual que ellos propongan los siguien-
tes métodos de exploracién para determinar la existencia o no de la
circunferencia que contiene los puntos 4, By C:

Propuesta 38.1 Construir las medianas del AABCy el punto de interseccion
de estas, X. Construir la circunferencia de centro X y radio
de extremos X y el vértice A del tridngulo. Arrastrar algin
vértice del triangulo hasta que la circunferencia contenga
los puntos By C. Los estudiantes que realizan este proce-
dimiento determinan que el triangulo debe ser equilatero.

Propuesta 38.2 Construir una circunferencia que contiene alguno de los
puntos dados, por ejemplo 4, y cuyo centro es un punto X
cualquiera. Arrastrar el punto X hasta que la circunferencia
construida contenga los puntos By C. Estudiar la condicién
geométrica del punto X. Para ello, construyen las lineas
notables de un tridngulo, es decir, las medianas, las bisec-
trices, las alturas del AABC, o las mediatrices de los lados
de tal triangulo hasta determinar cual de los respectivos
puntos de concurrencia coincide con X. Los estudiantes
que realizan este procedimiento determinan que el punto
X debe ser la interseccion de las mediatrices construidas.



Propuesta 38.3 Construir las medianas, las bisectrices, las alturas del AABC,
o las mediatrices de los lados de tal tridngulo y los respecti-
vos puntos de concurrencia. Construir circunferencias con
centros en dichos puntos de concurrencia y radios con ex-
tremos en dichos puntos y un vértice del triangulo. Después
de arrastrar alguno de los puntos dados, los estudiantes que
realizan este procedimiento se percatan de que la circunfe-
rencia que cumple la condicion solicitada en el problema es
la construida con base en el punto de concurrencia de las
mediatrices. A partir de los procedimientos anteriores, los
estudiantes formulan las siguientes conjeturas.

Para el primer procedimiento:

Conjetura 38.1 Dado un AABC, sea X la interseccion de sus medianas. Si ©X
contiene los puntos 4, By C, entonces AABC es equilatero.

Para el segundo procedimiento:

Conjetura 38.2 Dado un AABC cualquiera. Si ©X contiene los puntos 4, By
C, entonces X es el punto de interseccion de las mediatrices.

Para el tercer procedimiento:

Conjetura 38.3 Dado un AABC, y sea X la interseccion de sus mediatrices.
Entonces ©X,, contiene los puntos 4, By C.

Hacer un analisis de las dos tltimas conjeturas conduce a establecer
que una es la reciproca de la otra. Ahora bien, para que estas tengan
validez en nuestra marco teérico, es necesario justificar, de antemano,
que las mediatrices de un tridngulo concurren (problema 11 de la sec-
cion de ejercicios del Capitulo 6). Dado que todas las conjeturas son
empiricamente ciertas, se procede a su demostracién en el marco de
nuestro sistema tedrico.

Demostrar la Conjetura 38.1 requiere, en primera instancia, recor-
dar que las medianas de un triangulo concurren (problema 13 de la
seccion de ejercicios del Capitulo 8). Se demuestra que las rectas deter-
minadas por el punto de concurrencia, X, y algin par de puntos medios
de dos lados del AABC, Dy E, por ejemplo, son perpendiculares a los
lados (Figura 89). Por ello, D7y EX'son mediatrices de AB y BC, respec-
tivamente (T. Mediatriz). Como C € DXy A € EX, se tiene que AC= CBy
AB = AC (D. Mediatriz). Por tanto, AABC es equilatero.
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Fiqura 90

Justificar la Conjetura 38.2, en general, no presenta dificultad para
los estudiantes. Dado que A, B y C pertenecen a la ©X, tales puntos
equidistan de X. Ello significa que el punto X pertenece a las mediatri-
ces de los lados del triangulo.

La demostracion de la Conjetura 38.3 presenta mayor dificultad. A
continuacion se expone la demostracién formal de tal enunciado.

1. AABC Dado

2.A,By C puntos D. Triangulo (1)

By el TR ICYAC g

4.1, my n se intersecan en X Problema 14, Capitulo 6
5.AABC c a, a un plano T. Tridngulo figura coplanar (1)
6. XA =XB=XC D. Mediatriz (3)

7.XA>0 P. Puntos - nimero (2,4)

T. Existencia de la circunferencia
(4,5,7)

9.4, By C pertenecen a ©X,, D. Circunferencia (6,8)

8. Existe ©X,, en a

A partir del estudio de la justificacion de las Conjeturas 38.2 y 38.3,
se formulan los siguientes elementos tedricos:



Definicidn Circunferencia circunscrita a un triangulo La circunferencia

circunscrita a un triangulo es la que contiene los vértices de dicho triangulo.

Definicidon Circuncentro de un triangulo El circuncentro es el punto de

interseccion de las mediatrices de un triangulo dado.

Teorema Circunferencia circunscrita a tridangulo Dado un AABC,

i. Sila ©OX contiene los puntos 4, By C, entonces X es el circuncentro del
triangulo.

ii. Si X es el circuncentro del tridngulo, entonces ©X,, contiene los puntos
A ByC.

Con lo anterior, se garantiza que dado un tridngulo siempre se puede
determinar una circunferencia que lo circunscribe. No obstante, se ha
ido un poco mas alla, porque con la primera proposicién del T. Circun-
ferencia circunscrita a tridngulo, se ha dado, tacitamente, un mecanis-
mo para establecer el centro de una circunferencia. Para impulsar la
explicitacién de dicho mecanismo, se propone el siguiente problema:

PROBLEMA 39: Dados los siguientes arcos de una circunferencia,
establezca un procedimiento para determinar su centro. Demuestre su
procedimiento.

Son tres los procedimientos que, por lo general, proponen los estu-
diantes, todos ellos validos.

Propuesta 39.1 Construir un tridngulo cualquiera cuyos vértices pertenez-
can a los arcos dados. Construir las mediatrices de dicho
triangulo. El punto de interseccién de las mediatrices es el
centro de la circunferencia que contiene los arcos dados.

Propuesta 39.2 Construir dos cuerdas cualesquiera de los arcos, que no
sean paralelas. Construir las respectivas mediatrices. El
punto de interseccion de tales mediatrices es el centro de
la circunferencia que contiene los arcos dados.
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Propuesta 39.3 Construir una cuerda cualquiera de la circunferencia.
Construir su mediatriz. Determinar el punto medio del
segmento cuyos extremos son los puntos de interseccion
de tal mediatriz con alguno(s) arco(s). Tal punto medio es
el centro de la circunferencia que contiene los arcos dados.

La justificacién de la Propuesta 39.1 no conlleva mayor dificultad
pues los estudiantes aluden al segundo item del T. Circunferencia cir-
cunscrita a tridngulo. No obstante, es usual que no se percaten de dos
asuntos importantes para la validez de su argumentacion: i. garantizar
que el triangulo existe (mejor, que los tres puntos no son colineales)
y 1i. determinar como unica la circunferencia provista en el segundo
item de dicho teorema. El primer asunto da lugar al establecimiento
del siguiente hecho geométrico:

Teorema Circunferencia - puntos no colineales Tres puntos 4, By C
cualesquiera que pertenecen a una circunferencia (X, son no colineales.

El segundo asunto, demostrar la unicidad, implica considerar dos
circunferencias que contengan los puntos 4, B y C. Estas circunferen-
cias no pueden tener el mismo centro, pues si asi fuera existirian dos
circunferencias con el mismo radio (XA) y el mismo centro (X) en el pla-
no que contiene al triangulo. Esto contradice el Teorema Existencia de
las circunferencias. Con este panorama, tales circunferencias deberian
tener centros diferentes; sean estos los puntos Xy X". Asi, 4, B, C € OX,,
y 4, B, C € OX'y,, lo que significaria que AX = BX = CXy AX’ = BX’ = CX,
es decir, Xy X' pertenecerian a la mediatriz de cada uno de los lados del
AABC. Ello implicaria que la mediatriz de todos los lados del tridngulo
es X'X . Sin embargo, esto es imposible puesto que significarfa que los
lados del triangulo son paralelos o estan contenidos en la misma recta
(problema 12 de la seccidn de ejercicios del Capitulo 7). Resueltos los
dos asuntos antes descritos, la Propuesta 39.1 es correcta.

En relacién con la Propuesta 39.2, vale la pena resaltar que la condi-
cién de no paralelismo dada para las dos cuerdas es muy importante,
puesto que si ello no sucediera, sus respectivas mediatrices coincidi-
rian. Ahora bien, justificar dicho método no es una tarea facil para los
estudiantes. En un principio no saben cémo abordarla. Para desentra-
mar el proceso, es usual que el profesor sugiera ajustar a las carac-
teristicas de la Propuesta 39.1, las ideas que van explicitando los es-
tudiantes. Esa sugerencia, por lo general, es efectiva. Los estudiantes
construyen uno o varios triangulos cuyos vértices son los extremos de
las cuerdas. Se dan cuenta de que los tridngulos tienen un lado comun.
Trazan entonces la mediatriz de dicho lado. En la Figura 91, los trian-



gulos construidos son ACDE y ACEF, y el lado comun a dichos triangu-
los es EC cuya mediatriz es p.

Figura 91

Al usar el primer método con el ACDE, la interseccion X’ de las rectas
py ndetermina el centro de la circunferencia que contiene los vértices
de dicho triangulo. Al aplicar el mismo método al ACEF, la interseccidon
X de las rectas p y m determinaria determina el centro de la circunfe-
rencia que contiene los vértices de tal tridngulo. Ahora bien, dichas
circunferencias son la misma ya que las cuerdas CD y EF se han cons-
truido en la misma circunferencia. Asi que X y X’ son el mismo punto
puesto que el centro de una circunferencia es inico. Luego X pertenece
tanto a m como a n, y es el centro de la circunferencia. El estudio de
este método lleva a la formulacién del siguiente teorema:

Teorema Mediatrices de cuerdas - centro La interseccion de las media-
trices de dos cuerdas no paralelas cualesquiera de una circunferencia es el
centro de dicha circunferencia.

Para finalizar el estudio de los métodos que surgen en la resolucién
del Problema 39, falta justificar la Propuesta 39.3. En esencia, esta
enuncia que:

Teorema Mediatriz de cuerda - diametro Los puntos de interseccion de
una circunferencia y la mediatriz de una cuerda cualquiera de tal circunfe-
rencia son los extremos de uno de sus didmetros.

Justificar este teorema se reduce a mostrar que el centro de la cir-
cunferencia esta en el segmento de la mediatriz determinado por la
circunferencia, hecho que se tiene a partir de la justificacion de la Pro-
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puesta 39.1. Sin embargo, algunos estudiantes no se percatan de ello.
Si ese es el caso, es posible postergar la demostracion de este método
hasta que para abordarla se cuente con otros elementos tedricos aso-
ciados a circunferencias como los relativos a la potencia de un punto,
angulos inscritos en una circunferencia y/o circunferencias circunscri-
tas a triangulos rectangulos. Mas adelante se propondran situaciones
problema que permiten introducir los elementos antes mencionados.

Enla seccion anterior se presentaron métodos para construir la circun-
ferencia circunscrita a un triangulo dado, con base en la idea de que las
mediatrices de cuerdas de una circunferencia contienen el centro de
la misma. Finalizado ese estudio, surge una pregunta apenas natural:
(Es posible construir una circunferencia inscrita en un tridngulo dado?
Pensando en la respuesta a dicha pregunta, se formula el Problema
40 cuyos propositos especificos son: i. evocar la definicion de recta
tangente a una circunferencia y ii. formular propiedades necesarias y
suficientes para construir rectas tangentes a una circunferencia.

PROBLEMA 40: Dado un AABC. ;Es posible construir una
circunferencia que interseque a dicho triangulo en exactamente
tres puntos X, Yy Ztalesque A-X-B,A-Y-CyB-Z-C?Sies
el caso, formule una conjetura y demuéstrela.

Para resolver este problema, por lo general, los estudiantes se ima-
ginan que para cada triangulo existe una Unica circunferencia con las
caracteristicas exigidas: la inscrita (Figura 91). Son pocos los que se
imaginan casos como los que se ilustran en la Figura 92.

Figura 92 Figura 93

Vale la pena precisar que, aunque ambos casos permiten introducir
hechos relativos a rectas tangentes a una circunferencia (dado que hay
por lo menos un lado del tridngulo tangente a la circunferencia), in-



volucran hechos geométricos diferentes. A continuacion, se presentan
las producciones usuales de los estudiantes con relacion al problema.

En el marco de la configuraciéon dada por la Figura 91 y, quiza, pro-
ducto de la experiencia vivida con el Problema 38, algunos estudiantes
construyen un tridngulo y sus lineas notables, salvo las mediatrices y
las medianas. No construyen las mediatrices, quiza, porque conside-
ran que no se va a proponer otro problema cuya solucidn se basa de
nuevo, en dicho objeto. No construyen medianas, tal vez porque ante-
riormente, ellas dieron lugar sélo a un caso particular como solucion
al Problema 39 y no a la generalidad que se esperaba.

Dado que los estudiantes no usan mediatrices ni medianas, cosntru-
yen las alturas y las bisectrices del triangulo. Rapidamente, descartan
las alturas del triangulo, dado que estas no necesariamente se inter-
secan. Queda entonces la opcién de las bisectrices. En este contexto,
es usual que se demoren en determinar los puntos X, Yy Z solicitados.
Una primera hip6tesis que surge como solucién es que tales puntos
son la interseccion de cada bisectriz con el lado opuesto al vértice del
angulo correspondiente. Sin embargo, al hacer el arrastre para veri-
ficar la validez de su hipdtesis se dan cuenta de que no es correcta
(Figura 94).

Figura 94

Otros estudiantes hacen una construccién blanda en la cual ajus-
tan una circunferencia para que cumpla con las condiciones dadas. En
el caso de que los estudiantes también construyan las bisectrices del
triangulo, se percatan de que el centro T de la circunferencia debe ser
el punto de interseccion de tales bisectrices. De lo contrario, es usual
que los estudiantes no logren caracterizar geométricamente el centro
o la medida del radio de la circunferencia. Si ningtin estudiante piensa
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en las bisectrices, el profesor puede sugerir que investiguen los puntos
notables.

Una vez descubren que el centro de la circunferencia es el punto de
interseccion de las bisectrices de los angulos del tridngulo, la explora-
cion se centra en determinar el radio de tal circunferencia. En el marco
de la construccion blanda que se tiene, los estudiantes construyen los
supuestos puntos X, Yy Z, toman las medidas TX, TY y TZ, se percatan
que son iguales y construyen los TX, TY y TZ. Generalmente, determi-
nan visualmente la caracteristica especial que les hace falta: esos seg-
mentos son perpendiculares a los lados del tridngulo. En sintesis, el
procedimiento que finalmente proponen los estudiantes consiste en:

1. Construir las bisectrices de los angulos que determina el triangulo.
Sea T el punto de interseccion de tales bisectrices.

2. Construir las rectas perpendiculares a los lados del triangulo por
el punto T. Sean X, Yy Zlos puntos de interseccion de dichas rectas
con los lados del tridngulo.

3. Construir la OTy,. Esta circunferencia contiene los puntos Yy Z, y
cumple con las condiciones que exige el problema.

Con base en este procedimiento, la conjetura que se produce es:

Conjetura 40.1 Dado un AABC cualquiera. Si T es el punto de interseccion
de las bisectrices del tridngulo, y X, Yy Z son los respectivos
puntos de interseccion de las rectas I, m y n con AB, AC y
CB,donde ! | AB,m | ACyn | CB, T € I, m, n, entonces
OTNAABC={X,Y,Z}.

Ahora bien, si se sigue rigurosamente el proceso de exploracién, la
conjetura que debe surgir es la siguiente:

Conjetura 40.2 Dado un AABC cualquiera. Si O T, N AABC = {X, Y, Z} con
A-X-B A-Y-CyB-Z-C, entonces T es el punto de
interseccion de las bisectrices del tridngulo y X, Yy Z son
los respectivos puntos de interseccién de las rectas ,my n
conAB,ACy CB,dondel | AB,m | ACyn | CB.

Para sintetizar la escritura de las conjeturas anteriores, es necesario
introducir las siguientes definiciones:

Definicion Recta tangente a una circunferencia Una recta es tangente
a una circunferencia si la interseca en un solo punto, y la recta y la circun-
ferencia son coplanares. Si un rayo o un segmento se intersecan con una



circunferencia y tales objetos estan contenidos en una recta tangente a dicha
circunferencia, entonces el rayo o el segmento son tangentes a la circunfe-
rencia en el punto de interseccion.

Definicidn Circunferencia inscrita a un triangulo La circunferencia ins-
crita en un triangulo dado es tangente a los tres lados del triangulo.
Definicion Incentro El incentro es el punto de interseccion de las bisec-
trices del triangulo.

Con base en las definiciones anteriores, las Conjeturas 40.1 y 40.2 se
pueden reformular como se ilustra en el siguiente teorema:

Teorema Circunferencia inscrita en triangulo Dado un AABC.

i. Si T es el incentro de AABC, y X, Yy Z son los respectivos puntos de in-
terseccion de las rectas [, my n con AB, ACy CB,donde [ | AB,m | ACy
n_1 CB, T €1, m, n, entonces los lados de AABC son tangentes a O T,y en
los puntos X, Yy Z.

ii. Silados de AABCson tangentes a O T,y enlos puntosX, Yy Z entonces T es
elincentro de AABC,y X, Yy Z son los respectivos puntos de interseccion de
lasrectas],mynconAB,ACy CB,dondel | AB,m | ACyn | CB,TE€l,m,n.

A continuacidn, se ilustra la demostracion del primer item del teo-
rema. Lo primero que se determina es la igualdad entre las medidas
TX, TY y TZ; de esa forma Y, Z € OT,,. Mas adelante, se justificara la
tangencia entre los lados del triangulo y OT,,. Cabe resaltar que el
incentro existe dado que las bisectrices de los angulos de un triangulo
concurren en un punto T (Problema 14 de la seccidn de ejercicios del
Capitulo 8). Para demostrar que TX = TY = TZ, se utiliza el hecho de que
cualquier punto de la bisectriz de un angulo equidista de los lados de
este (Problema 10b de la seccion de ejercicios del Capitulo 6). Dado
que X, Yy Z son los respectivos puntos de interseccién de las rectas [, m
ynconAB,ACy CB,dondel | AB,m | ACyn | CB, T€ I, m,n, entonces
TX, TY y TZ son las distancias del punto T a los lados de cada angulo
del triangulo. Asi, TX=TYy TY = TZ; por ende, Y, Z € OT,, (Figura 95)

Figura 95
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Falta demostrar que los lados del tridAngulo son tangentes a la cir-
cunferencia. Es necesario mostrar que la perpendicularidad dada
como condiciéon en el item i. del teorema es suficiente para deducir
dicha relacién. Se introduce entonces, al sistema teorico, el siguiente
teorema:

Teorema Circunferencia - recta tangente Dadala OT.

i. Siunarectam se interseca con OT en un punto X, my OT coplanares, y
XT 1 men X, entonces m es tangente a O T en X.

i. Sim esunarectatangente a OT en X, entonces XT | menX.

Para demostrar el primer item de este teorema se toma cualquier
punto S, diferente a X, de la recta m. Por el T. Minima distancia, se tiene
que ST > XT. Asi, cualquier punto S de m, salvo X, esta en el exterior
de OT. Luego la recta m es tangente a OT en X. Para demostrar el
segundo item del teorema, se supone que XT no es perpendicular a m.
Si ello ocurre, existe ST tal que ST | m, S € m. Asi, ST < XT (;por qué?).
En este punto de la justificacion, se tiene una situaciéon como la que
se muestra en la Figura 95, en la que se evidencia lo que podria ser la
contradiccion que se requiere: la recta m se interseca con OT en un
punto diferente a X.

Figura 96

La pregunta ahora es coémo garantizar tedricamente la existencia
del punto de interseccién diferente a X. Generalmente, los estudiantes
sugieren construir un punto R en el rayo opuesto al SX tal que SR = SX.
Con ello, se justifica que ASXT = ASRT. Asi, TX = TRy, por ende, RE OT
(Figura 97).



Figura 97

El estudio realizado para demostrar el segundo item del T. Circunfe-
rencia - recta tangente sugiere introducir, al sistema tedrico, un hecho
geométrico mucho mas general:

Definicion Recta secante a una circunferencia Una recta (un rayo o un
segmento) es secante a una circunferencia si la interseca en mas de un punto.
Teorema Punto interior de una circunferencia - recta secante Dados
OT, un punto S tal que S € intOT, y una recta m en el mismo plano que
contiene a OT, con S € m. Entonces m es una recta secante a OT..

Con el ingreso del T. Circunferencia - recta tangente al sistema tedri-
co es posible culminar la demostracion del primer item del T. Circunfe-
rencia inscrita en tridngulo. Como TX, TY y TZ son radios de la O Ty, y
son perpendiculares a AB, AC y CB, respectivamente, entonces los AB,
ACy CB son tangentes a O Ty, en los puntos X, Y'y Z (Figura 94.)

Abordado el caso que, por lo regular, exponen los estudiantes para
resolver el Problema 40, vale la pena considerar los casos de las otras
configuraciones que se presentan en la Figura 92, ya que se cuenta
con los elementos tedricos antes descritos. Los estudiantes formulan
varios métodos para la construccién de circunferencias, diferentes a la
inscrita, que cumplan con las condiciones solicitadas en el problema.
Estos son:

Propuesta 40.1 Dado el AABC, construir una altura del tridngulo que ga-
rantice que el pie de la misma pertenezca a un lado del
triangulo (i.e., ninguno de los extremos de tal lado sea
vértice de un angulo recto u obtuso del tridngulo). Sea esa
altura AZ. Construir (OA,,. Esta circunferencia cumple con
las condiciones solicitadas.
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Propuesta 40.2 Dado el AABC, construir una altura del triangulo que garanti-
ce que el pie de la misma pertenezca a un lado del triangulo.
Sea esa altura AZ. Construir el ﬁy el punto medio M del AZ.
Construir un punto D en la semirrecta MA y construir ©D,,.
Esta circunferencia cumple con las condiciones solicitadas.

Como se puede observar, el segundo método es mas general e in-
cluye al primero. El Ejercicio 5 de este capitulo propone realizar su
demostracidn. Asi mismo, en el Ejercicio 6 se sugiere otro método, mas
general aun, que proporciona una circunferencia con las condiciones
solicitadas.

Establecidos criterios basicos para a. construir el centro de una
circunferencia, b. determinar la tangencia de una recta a una circun-
ferencia, y c¢. construir circunferencias inscritas o circunscritas a un
tridngulo, en la siguiente seccidn se establecen propiedades que per-
miten construir una justificacion teoérica para la Propuesta 39.3 (la
cual posibilita construir el centro de una circunferencia dada). Estas
propiedades, especificamente, involucran angulos inscritos en una cir-
cunferencia.

En esta seccién se proponen dos problemas cuyo propoésito es deter-
minar propiedades geométricas de los angulos inscritos en una cir-
cunferencia. Especificamente, se tratan aquellas propiedades relativas
a los angulos rectos y a los angulos que subtienden un mismo arco de
circunferencia.

PROBLEMA 41: Dada una circunferencia circunscrita a un
triangulo rectangulo, ;qué caracteristica especial existe entre
dicho triangulo y la circunferencia dada?

Es usual que los estudiantes propongan tres métodos de explora-
cién para resolver el problema.

Propuesta 41.1 Construir una OP y un AABC cualquiera con 4, B, C € OP.
Tomar la medida de los dngulos que determina el tridngulo
y arrastrar uno de sus vértices hasta que uno de tales angu-
los sea recto. En ese momento, los estudiantes se percatan
de que la hipotenusa del triangulo contiene el punto P.



Propuesta 41.2 Construir una OP y una cuerda AB cualquiera de la cir-
cunferencia. Construir una recta k perpendicular a AB por
alguno de sus extremos, por ejemplo B. Determinar a C
como el punto de interseccion entre ky OP. Construir AC.
Arrastrar el punto A o B. En ese momento, los estudiantes
se percatan que AC contiene al punto P.

Propuesta 41.3 Construir un AABC con un angulo recto, por ejemplo el 2B,y
construir su circuncentro P. Construir la ®P circunscrita al
tridangulo. Arrastrar alguno de los vértices de triangulo. Los
estudiantes se percatan de que la hipotenusa del triangulo
contiene el punto P.

Los tres métodos son correctos. La diferencia entre ellos radica en
que el primero parte de una construccion blanda mientras que los
otros dos, de construcciones robustas para los tridngulos rectangulos.
No obstante lo anterior, los estudiantes generan la misma conjetura:

Conjetura 41 Dados un AABCrectangulo con el ZCrectoy la OP que lo cir-
cunscribe, entonces el AC es didmetro de la OP. (Figura 98)

figura 98

Para demostrar esta conjetura, los estudiantes, por lo regular, evo-
can el hecho geométrico reciproco de dicha conjetura. Es decir, recuer-
dan que si una OP circunscribe un AABCyR‘ es diametro de ®OP, en-
tonces dicho tridngulo es rectangulo con el 2B recto (tal hecho es uno
de los que descubrieron en el curso Elementos de Geometria). Al acep-
tar, provisionalmente, la validez de esta afirmacién , los estudiantes
sugieren hacer una demostracion por contradiccion para la Conjetura
41. Asi, suponen que el AC no es diametro de OP, lo que significa que
AC no contiene a P. Proponen, entonces, construir el diametro AC'. De
esa manera, AABC’ es rectangulo con el ZABC’ recto. Con lo realizado,
se tendrian dos rectas, BC y BC', perpendiculares al AB por B, lo cual
contradice el T Perpendicular - punto de la recta.
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La Conjetura 41 quedaria justificada siempre y cuando el hecho
geométrico evocado se pudiera demostrar. Dicha justificacién se basa
en el estudio de los triangulos isésceles AABP y ABPC (Figura 99) y la
utilizacion del T Suma medidas de dngulos.

B

Figura 99

Hecho el analisis de la Conjetura 41 y su condicional reciproca, estas
se pueden condensar en el siguiente teorema:

Teorema Circunferencia circunscrita a tridngulo rectiangulo Dado un
AABC y una OP que lo circunscribe:

i. SiAC es didmetro de ®OP, entonces AABC es rectangulo con 4B recto.

ii. Si AABC es rectangulo con 4B recto, entonces AC es diametro de OP.

El item ii. de este teorema provee un criterio para determinar bajo
qué condiciones una cuerda de circunferencia es un diametro de la
misma. El criterio podria ser util para demostrar el T Mediatriz de
cuerda - didmetro. Bastaria demostrar que el segmento determinado
por los puntos de interseccién de la mediatriz con la circunferencia
es hipotenusa de un triangulo rectangulo que tiene por vértice a uno
de los extremos de la cuerda dada. Sin embargo, auin no se tienen las
herramientas tedricas para justificar esto tltimo.

Precisamente, el siguiente problema tiene como propdsito estable-
cer el hecho geométrico faltante para completar la demostracion del
teorema antes mencionado. Este hecho geométrico enuncia la relacion
entre los angulos inscritos en una circunferencia que subtienden el
mismo arco.

PROBLEMA 42: Dados cuatro puntos 4, B, C, D € OP, ;qué
relacion existe entre los dngulos determinados por esos puntos?
Formule una conjetura.



La exploracién que hacen los estudiantes con geometria dindmica
conduce, por lo regular, al establecimiento de dos conjeturas:

Conjetura 42.1 Si los vértices de un cuadrilatero pertenecen a una misma
circunferencia, entonces sus angulos opuestos son suple-
mentarios.

Conjetura 42.2 Dados una QP y 4, B, C, D € OP tales que BC N AD = {X},
entonces £DAB = «£DCBy £ADC = £ABC.

La Conjetura 42.1 es producto de una exploraciéon que correspon-
de al caso en que los cuatro puntos estan colocados en orden en la
circunferencia y determinan un (JABCD (Figura 99). Por otro lado, la
Conjetura 42.2 estudia los 4ngulos que se generan cuando BC y AD se
intersecan en un punto X (Figura 100). El hecho de imaginarse esta
situacion no es un obstaculo; por el contrario se convierte en una po-
sibilidad para introducir al sistema importantes elementos teoricos.
Ademas, el hecho de que varios estudiantes propongan una tal conje-
tura se corresponde con la posibilidad, que desde el principio plantea
la aproximacion metodoldgica utilizada para el curso, de explorar al
maximo una situacion planteada con el propdsito de inducir propieda-
des interesantes.

En el DABCD, mzA + m<B = 180 SiBCNAD = {X}, 2A = £C

Figura 100 Figura 101

Siendo plausibles las dos conjeturas propuestas, se inicia, como
es usual, la demotracién de cada una de ellas. Para demostrar la
Conjetura 42.1 se construyen los radios de la circunferencia que
tienen por extremo los vértices del cuadrilatero, se utilizan el T
Tridngulo isésceles en los triangulos que se determinan con dichos
radios y el hecho de que la suma de las medidas de los angulos de un
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cudrilatero convexo es 360. Ademas, hay que tener en cuenta varios
casos para la posicién del punto P en relacién con el [JABCD; esto
es, si P € intJABCD, o P € JABCD o P € ext[JABCD. Vale la pena pre-
cisar que un cuadrilatero con sus vértices en una circunferencia se
denomina cuadrilatero ciclico. Realizado este estudio, se formulan
la siguiente definicidn y el teorema:

Definicion Cuadrilatero ciclico Un cuadrilatero es ciclico si sus vértices
pertenecen a una misma circunferencia.

Teorema Cuadrilatero ciclico Si un cuadrilatero es ciclico, entonces sus
angulos opuestos son suplementarios.

Para justificar la Conjetura 42.2, es usual pedirle a los estudiantes
que establezcan una caracteristica especial, en relacién con la circun-
ferencia, que presentan los angulos que resultan ser congruentes, (e.g.,
2DAB = £DCB.) Los estudiantes, después de hacer una exploraciéon en
un entorno de geometria dindmica, no tardan mucho en determinar
dicha caracteristica especial: el conjunto de puntos de la circunferen-
cia que estan en el interior de los dos dngulos es el mismo para ambos
angulos. Poder referirse a estos descubrimientos en términos recono-
cidos por la comunidad académica, implica introducir nuevos elemen-
tos al sistema tedrico:

Definicién Angulo central de una circunferencia Un angulo central de
una circunferencia es un angulo cuyo vértice es el centro de la circunferencia
y cuyos lados se intersecan con dicha circunferencia.

Definicién Angulo inscrito en una circunferencia Un angulo inscrito en
una circunferencia es aquel cuyo vértice es un punto de la circunferencia y
sus lados se intersecan con la circunferencia en puntos diferentes al vértice.
Definicién Angulo seminscrito en una circunferencia Un angulo semi-
inscrito en una circunferencia es un angulo cuyo vértice es un punto de la
circunferencia, uno de sus lados se interseca con la circunferencia en un
punto diferente al vértice y el otro lado es tangente a la circunferencia en
el vértice del angulo.

Definicion Arco menor Dado un dngulo central de una circunferencia, el
arco menor esta constituido por los puntos de la circunferencia que perte-
necen al interior del angulo central junto con los puntos de interseccion de
la circunferencia con los lados de dicho angulo. Estos puntos de interseccion
se denominan extremos del arco.

Definicion Arco mayor Dado un angulo central de una circunferencia, el
arco mayor esta constituido por los puntos de la circunferencia que estan
en el exterior del dngulo central junto con los puntos de interseccion de la
circunferencia con los lados de dicho angulo. Estos puntos de interseccion
se denominan extremos del arco.



Definicion Arco subtendido Los arcos de circunferencia en los que todos
sus puntos, salvo sus extremos, estan en el interior de un angulo coplanar
con la circunferencia, y sus extremos son puntos de interseccion del angulo
con la circunferencia, se denomina arco subtendido por el angulo. Dado un
angulo coplanar con una circunferencia cuyos lados la interesecan, el arco
subtendido por tal angulo esta constituido por los puntos de la circunferencia
que pertenecen al interior de dicho angulo.

Con estos elementos, la Conjetura 42.2 se puede reformular en el
siguiente teorema:

Teorema Angulos inscritos - congruencia Si dos angulos inscritos en
una misma circunferencia subtienden un mismo arco entonces los angulos
son congruentes.

No obstante haber introducido los elementos anteriores al sistema
tedrico, todavia no se cuenta con el hecho geométrico necesario para
justifcar el T Angulos inscritos - congruencia. Para llegar a incluirlo, se
propone el siguiente problema:

PROBLEMA 43: Dados una OPy los puntos 4, By C que
pertenecen ala OP. Establezca la relacion entre mzZAPBy
m<£ACB. Formule una conjetura y demuéstrela.

Tras explorar la situacion planteada, los estudiantes proponen dos
conjeturas plausibles cuyos enunciados prefiguran los siguientes teo-
remas:

Teorema Angulo inscrito - Angulo central Dados una circunferencia y,
con respecto a ella, un angulo central y un angulo inscrito que subtienden
el mismo arco.

i. Siel vértice del angulo inscrito esta en el exterior del angulo central, en-
tonces la medida del angulo inscrito es la mitad de la medida del angulo
central.

ii. Si el vértice del angulo inscrito pertenece al interior del angulo central,
entonces la medida del angulo inscrito es igual a 180 menos la mitad de
la medida del 4ngulo central.

Demostrar el primer item del T. Angulo inscrito - dngulo central im-
plica tener en cuenta tres casos. Siendo 2APB, el angulo central, y ZACB,
el angulo inscrito en la misma circunferencia, los posibles casos son: i.
C-P-Bo(C-P-A;ii. P€int£ACB; o iii. P € ext£ACB (Figura 102).
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Caso (i) Caso (ii) Caso (iii)
Fiqura 102

Para demostrar el Caso i., basta con aplicar el T. Angulo externo ii.
al £ZAPB en relacion con el AAPC. Los demas casos se pueden justificar
con base en el Caso iii. Para demostrar la segunda parte del T Angu-
lo inscrito - dngulo central, basta considerar los triangulos isdsceles
AAPCy ABPC. (Figura 103)

c

B

Figura 103

Introducido este teorema, los estudiantes tienen herramientas para
justificar el T. Angulos inscritos - congruencia pues a los dos angulos
inscritos dados les corresponde el mismo angulo central, aquel que
subtiende el arco comun a los angulos. Asi, los dos angulos inscritos
miden la mitad de la medida del angulo central, o miden 180 menos la
mitad de la medida del &ngulo central. Es decir, son congruentes.



Introducidos el T Cuadrildtero ciclico y el T Circunferencia circuns-
crita a tridngulo rectdngulo al sistema tedrico, se cuenta ahora con ele-
mentos utiles para justificar de otra forma el T Mediatriz de cuerda
- didmetro. La idea es garantizar que los puntos de interseccion, Xy Y,
de la mediatriz de la cuerda AB con la circunferencia sean extremos de
un didmetro de esta. Basta mostrar que XY es hipotenusa de un trian-
gulo rectangulo con el vértice del angulo recto en la circunferencia. Los
estudiantes no dudan en tomar alguno de los puntos A o B como dicho
vértice. Asi, el problema se centra en garantizar que AXAY o AXBY son
triangulos rectangulos con £A4 y £B rectos. (Figura 104)

A

Figura 104

Como [JXAYB es un cuadrilatero ciclico, por el T. Cuadrildtero ciclico
se tiene que £XAY y £XBY son angulos suplementarios. Xy Y equidis-
tante de A y B porque pertenecen a la mediatriz del AB. Asi, XA = XB
y YA = YB, luego AXAY = AXBY. Por lo tanto, 2XAY y £XBY son rectos,
lo cual conduce a que XY es diametro de la circunferencia gracias al T.
Circunferencia circunscrita a tridngulo rectdngulo, item ii.

La semejanza de triangulos y las propiedades de los dngulos inscritos
en una circunferencia producen un marco de referencia propicio para
justificar un hecho geométrico interesante relacionado con las cuerdas
de una circunferencia que se intersecan. El siguiente problema tiene
por objetivo que los estudiantes establezcan dicho hecho geométrico.
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PROBLEMA 44: Usando geometria dindmica, construya una OC,y un
punto fijo P en el interior de tal circunferencia. ;Para qué cuerda AB de
la circunferencia dada se tiene que el producto AP x BP es maximo?

Cuando los estudiantes abordan el problema, es usual que en prin-
cipio no hagan una interpretacién adecuada del mismo. Construyen
una circunferencia, una cuerda cualquiera AB y luego un punto P de
dicha cuerda. Arrastran el punto P, con la intencién de maximizar el
producto, algunos porque han anticipado que la respuesta es que AB
debe ser un diametro o que P debe estar cerca al centro. Mover el pun-
to P nos indica que no tienen en cuenta la condicién, impuesta en el
enunciado del problema, de que este es un punto fijo. Por lo general, es
necesario aclarar este asunto. Una vez comprenden apropiadamente
la situacidn, la dificultad que se les presenta es como modelar la situa-
cién con geometria dindmica. Eventualmente, después de varios inten-
tos, el método que muchos sugieren es el siguiente: Construir OC, un
punto P € int(®OC,un punto A € OC.y la AP (o el AP) nombrando como
B el punto de interseccién de la ©C,, con AP (o AP). Con este método,
AB representa todas las cuerdas de la ©C, que contienen al punto P. En
este momento, predominan dos formas de exploracién para resolver el
problema.

Propuesta 44.1 Tomar las medidas AP y BP, hallar el producto de estas
medidas y arrastrar el punto A.

Propuesta 44.2 Hacer otra cuerda DE de la misma forma como se construyé
el AB, tomar las medidas AP, BP, DP y EP, determinar los
productos AP x BPy DP x EP. Comparar los productos.

El invariante detectado por los estudiantes es que para toda cuerda
que contiene el punto P, el producto de las medidas de los segmentos
que determina P en ellas es siempre el mismo. No obstante, la forma de
explorar influye la manera en que se formula la conjetura.

La Propuesta 44.1 da lugar a la Conjetura 44.1 y la Propuesta 44.2 a
la Conjetura 44.2.

Conjetura 44.1 Dada una OC,y un punto fijo P en el interior de tal circunfe-
rencia. Si AB es una cuerda de la misma circunferencia que
contiene a dicho punto P, entonces se tiene que el producto
AP x BP es constante.

Conjetura 44.2 Dada una OC, y un punto fijo P en el interior de tal cir-
cunferencia. Si AB y ED son cuerdas de la misma circun-
ferencia que contienen dicho punto P, entonces se tiene
que AP xBP = DP x EP.



Las dos conjeturas carecen de una condicién importante para estar
apropiadamente enunciadas: el caracter de universalidad que debe
tener la cuerda AB en la Conjetura 44.1 y las cuerdas AB y ED en la
Conjetura 44.2. Al corregir esta falencia, se debe escoger cual de las
dos conjeturas sera establecida como teorema. Para tomar la decision,
los estudiantes tienen en cuenta dos asuntos: cual facilita la iniciacion
del proceso de demostracién y qué significa demostrar que un produc-
to es constante. Por ello, escogen la Conjetura 44.2. La resolucién de
este problema destaca un aspecto muy importante relacionado con el
aprendizaje de la demostracidn: entender que para poder establecer
tedricamente el hecho de que el valor es constante es necesario com-
parar las relaciones determinadas por dos cuerdas que contienen el
punto P.

Los estudiantes reconocen que para demostrar lo que quieren de-
ben encontrar tridngulos semejantes. (Figura 105)

Figura 105

Con el siguiente problema se exploran situaciones relacionadas con
otros segmentos determinados por puntos de una circunferencia.

PROBLEMA 45: Sean ABy ED cuerdas de una OC, y P un punto fijo
tal que P € AB N ED . ;Qué relacion se puede establecer entre AP xBPy
DP x EP?

Para responder la pregunta, los estudiantes consideran los dos ca-
sos restantes para la posicién de P, P € OC,y P € ext(OC.. Al arrastrar
el punto P para que sea un punto de la circunferencia, se percatan de
que coinciden un trio de puntos: un extremo de cada cuerda y P (por
ejemplo B, Py E). Aunque el producto que obtienen, en este caso, con
el artefacto posiblemente no sea cero, tedricamente ese es el valor (Fi-
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gura 106). Cuando P € ext(OC,, la exploracion presenta mayor riqueza.
Los estudiantes mencionan dos sub-casos:i.D-E-PyB-A-Poii. A
y Bo Dy E coinciden (Figura 107).
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k=)

) D-E-PyB-A-P Ay BoDyE coinciden
Casoi: Pe OC,
Caso ii: P € extOC.,.

figura 106 Fiqura 107

Sin embargo, el valor del producto sigue siendo constante en todos
los casos pero es necesario interpretar lo que significa que los puntos
coincidan para expresar la generalidad.

El siguiente teorema recoge los resultados de los Problemas 44 y 45,
el cual se formula conjuntamente con los estudiantes.

Teorema Circunferencia - producto constante Dados una OC, AB y ED

cualquier par de cuerdas de la OC,, un punto fijo P tal que P € ABNED.

i. SiP€int®C, yABy ED contienen a P, entonces AP x BP = DP x EP.

ii. SiPeext®OC,D-E-PyA-B-P,entonces AP x BP = DP x EP.

iii.Si P € extOC,, D - E - Py Ay B coinciden (i.e,, AP es tangente a OC)),
entonces AP? = DP x EP.

iv. Si P€ OC,y ABy ED contienen a P, entonces AP x BP = DP x EP = 0.

Como los estudiantes ya se han dado cuenta, para el primer caso,
de que la invariancia del producto esta relacionada con la semejan-
za de dos tridngulos determinados por las cuerdas, es natural buscar
triangulos semejantes (AADP y AEBP) en las dos situaciones genera-
das cuando P € ext(OC.. Por ende, se tiene que % = g, lo que significa
que AP x BP = DP x EP. (Figura 108).



PeextOC,D-E-Py PeextOC,D-E-Py
A-B-P Ay B coinciden

P e intOC,

Figura 108

Podria pensarse que con la justificacion de este teorema termina el
analisis de las respuestas a los Problemas 44 y 45, pero no es asi. Vale
la pena preguntarse si se puede caracterizar el producto con base en r
(radio de la circunferencia), los puntos Py el centro de la circunferen-
cia C. Para dar respuesta a esta pregunta se analiza con los estudiantes
el caso en el que una de las cuerdas, por ejemplo AB, contiene el punto
C y las dos posibles posiciones del punto P: A-B-PoA-P-B.El
propésito de tal andlisis es que los estudiantes relacionen cada una de
las medidas APy BP con PCy r. Se concluye que AP x BP=CP? - r%. Por
tanto, el producto constante depende solo de CP y de r. El andlisis rea-
lizado conduce a la formulacidn de la siguiente definicién:

Definicidon Potencia de un punto La potencia de un punto P con respecto
a la ©OC, siendo P un punto del mismo plano de la circunferencia, es el
numero real CP? - r2.

El siguiente problema tiene como propdsito proveer un método,
basado en la potencia de un punto con respecto a una circunferencia,
para construir una circunferencia tangente a una recta dada.

PROBLEMA 46: Sean una recta m y dos puntos A y B que no pertenecen
a dicha recta. ;Cdmo construir una circunferencia que sea tangente a m
y contenga los puntos Ay B,si AB || m o AB } m?

Los estudiantes no tienen mayor dificultad para proponer un méto-
do correcto de construccion cuando AB || m.
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Propuesta 46.1 Construir la mediatriz I del AB. Nombrar con D la intersec-

cién de la rectas m y I, y construir la mediatriz n del DB.

Nombrar con C el punto de interseccién de las mediatrices.

252 Como C es el circuncentro del AABD, construir la OC,,
(Figura 109)

Figura 109

Para validar este método de construccion, se debe utilizar el T. Cir-
cunferencia circunscrita a tridngulo y el T Circunferencia - recta tan-
gente. Es menos usual que los estudiantes propongan un método para
el caso en el que AB } m. Generalmente, ellos hacen primero una cons-
truccién blanda similar a la siguiente.

Propuesta 46.2 Construir la mediatriz ! del AB. Nombrar con D la interseccién
de la rectas m y I. Colocar un punto C en la recta I y cons-
truir la ©OC,,. Arrastrar el punto C hasta que la recta m sea
perceptualmente tangente a la circunferencia (Figura 110).

Figura 110



Con base en esta construccion blanda, algunos estudiantes evocan
los resultados del Problema 45, especificamente, el caso iii. del T. cir-
cunferencia — producto constante. Algunos estudiantes notan que, para
resolver el problema, necesitarian que el reciproco de este caso fuera
verdadero. Es decir, si {X} =m n AB,E€m, y se tiene que EX? = AX x BX
entonces EX (que para este caso es la misma recta m) es tangente a OC.
Asi, surge el siguiente método de construccion robusta:

Propuesta 46.3 Nombrar como X el punto de interseccién de las rectas m
y AB. Determinar la potencia del punto X con respecto a la
circunferencia que se construira. En elﬁy en el rayo opues-
to a este, usando la herramienta transferencia de medidas,
localizar puntos E'y E’tales q