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CapJtulo I 

INTRODUCCIÔN

8 1. Resis tend a de materiales como ciencia.
Objetos estudiados

La resistencia de materiales es una ciencia sobre los métodos de ingenieria 
de câlculo a la resistencia, la rigidez y la estabilidad de los elementos de mâquinas 
y construcciones.

La resistencia es la capacidad de una estructura, de sus partes y elementos 
de contrarrestar una carga deterrninada sin descomponerse.

La rigidez es la propiedad de una estructura o de sus elementos de oponerse 
a las cargas exteriores en lo que se refiere a las deformaciones (cambios de forma 
y dimensiones). Las deformaciones no deben excedér cuando las cargas son 
determinadas, de ciertos valores fijados de acuerdo con las exigencias para la 
estructura.

La estabilidad es la capacidad de una estructura o de sus elementos de con- 
servar una forma inicial deterrninada de equilibrio elâstico.

Con el propôsito de que las estructuras correspondant en general, a las exi
gencias de resistencia, rigidez y estabilidad, es necesario, dar a sus elementos 
una forma mâs racional y determinar las dimensiones correspondientes.

La resistencia de materiales resuelve problemas senalados, basàndose tanto 
endos datos teôricos como en los experimentales que tienen en esta ciencia igual 
importancia.

En la parte teôrica la resistencia de materiales se funda en la mecânica teô- 
rica y las matemâticas, mientras que en la experimental, en la fisica y la ciencia 
de los materiales.

La resistencia de materiales es la ciencia mâs general sobre la resistencia de 
las mâquinas y construcciones. Sin conocimiento fundamental del curso de Re- 
sistencias de Materiales es inconcebible la creaciôn de diferentes mâquinas y 
mecanismos, construcciones civiles e industriales, puentes, lineas de.transmisiôn 
de energfa y antenas, hangares, barcos, aviones y helicôpteros, turbomâquinas y 
mâquinas eléctricas, equipos de la energética nuclear, técnica coheteri! y de reac- 
ciôn, etc.

La resistencia de materiales no agota todos los problemas de la mecânica 
de! cuerpo sôlido deformado. De éstos se ocupan taies disciplinas contiguas cômo 
mecânica de construcciôn de los sistemas de barras, las teorias de la elasticidad 
y plasticidad. Sin embargo, el papel principal en la soluciôn de los problemas de 
resistencia pertenece a la resistencia de materiales.

Siendo muy variados los tipos de los elementos de estructuras que se en- 
cuentran en las construcciones y las niâquinas, se puede reducirlos a un numéro 
relativamente pequefio de formas fundamentales. Los cuerpos que tienen esas 
formas fundamentales son objeto de câlculo a la resistencia, rigidez y estabilidad. 
Son barras, plaças y bàvedas, cuerpos macizos.

Por barra o viga se entiende un cuerpo que tierie dimension (longitud) mucho 
mayor que las otras dos dimensiones (transversales) (fig. 1). En la ingenieria se 
encuentran barras con eje rectilineo (fig. 1, a) y curvilineo (fig. 1, b). Tanto las 
barras rectas como las curvas pueden ser de secciôn constante (fig. 1, a) o de
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secciôn variada (fig. 1, c). Como ejemplo de barras rectas pueden citarse vigas, 
ejes, ârboles. Los ganchos portacarga, eslabones de cadena, etc. son ejemplos 
de barras curvas. Las barras que tienen el perfil de la secciôn transversal complejo, 
donde el espesor de las paredes es mucho menor que el tamano de la secciôn, 
se llaman barras de paredes delgadas (fig. 1, </).

La bôveda es un cuerpo limitado por dos superficies curvilmeas situadas a 
una distancia corta una de otra, es decir, un cuerpo, una dimension (espesor) 
del cual es mucho menor que las dos demâs. El lugar geométrico de los puntos 
équidistantes de ambas superficies de la bôveda se llama superficie media. De 
acuerdo con la forma de la superficie media se distinguen bôvedas cilindricas 
(fig. 2, û), cônicas (fig. 2, b), esféricas (fig. 2, c), etc. A las bôvedas pertenecen 
depôsitos de paredes delgadas, calderas, cüpulas de edificios, revestimientos de 
fusilajes, alas y otras partes de las aeronaves, cuerpos de los barcos, etc.

Si la superficie media de una bôveda représenta un piano, tal bôveda se llama 
plaça (fig. 2, d). Las plaças pueden ser redondas, rectangulares y tener otras 
configuraciones. El espesor de las plaças, lo mismo que de las bôvedas, puede 
ser constante o variable. Fondos pianos y tapas de los depôsitos (fig. 2, e), cu- 
biertas de las obras de ingenieria, discos de las turbomâquinas, etc. son plaças.

Se llama macizo un cuerpo que tiene todas las très dimensiones del mismo 
orden. Son cimentaciones de las obras, muros de retenciôn, etc.

En la resistencia de materiales los problemas se resuelven, por régla general, 
con métodos matemâticos simples, valiéndose de una sérié de hipôtesis simplifi-

Fig. 2

O
cadas y resultados experimentales, Uevando las soluciones hasta las formulas de 
câlculo aptas para la utilizaciôn en la prâctica de ingenieria. El objeto principal 
examinado en la resistencia de materiales es la barra recta.
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§ 2. Tipos de las defonnaciones.
Nociôn sobre el estado deformado del material

Los cuerpos reales pueden deformarse, es decir, cambiar su forma y dimen- 
siones. Las deformaciones de los cuerpos suceden a causa de su cargà con fuerzas 
exteriores o cambio de temperatura. Durante la deformaciôn del cuerpo sus 
puntos, lo mismo que llneas o secciones trazadas mentalmente, se desplazan 
en el piano o en el espacio respecto a su posiciôn inicial.

Al cargar un cuerpo sôlido, dentro de él surgen fuerzas interiores de inter- 
acciôn entre las partfculas que se oponen a las fuerzas exteriores y tienden a vol- 
ver las partfculas del cuerpo a la posiciôn que han ocupado antes de la defor
maciôn.

Se distinguen deformaciones elàsticas, que desaparecen después de haberse 
anulado la acciôn de las fuerzas, y deformaciones plâsticas o permanentes que no 
desaparecen al quitar las cargas. En la mayorfa de los casos para los valores de 
las deformaciones de los elementos de estructuras se fijan ciertos limites.

En la resistencia de materiales se estudian los siguientes tipos principales 
de las deformaciones: tracciôn y compresiôn, deslizamiento (o cizallamiento), 
torsion y flexion. Se examinan también las deformaciones mas complejas que son 
resultado de conjugaciôn de unos cuantos tipos principales de las deformaciones.

La tracciôn o la compresiôn surgen, por ejemplo, en el caso de que a una 
barra, a lo largo de su eje, se aplican fuerzas dirigidas en sentido contrario (fig. 3). 
En este caso 6ucede un desplazamiento de avance de las secciones a lo largo del 
eje de la barra que durante la tracciôn se alarga, y durante la compresiôn se 
acorta. El cambio de la longitud inicial de la barra /, designado Al, se llama alar- 
gamiento absoluto (durante la tracciôn) o reduccién absoluta (durante la compresiôn).

La relaciôn del alargamiento (reducciôn) absoluto Al a la longitud inicial / 
se llama alargamiento (reducciôn) medio unitario en la longitud / o deformaciôn 
media lineal unitaria del tramo y se désigna, generalmente, em:

Al

El verdadero alargamiento lineal unitario o la deformaciôn lineal unitaria en 
un punto se détermina como la deformaciôn unitaria del tramo cuando / -* 0

Al
e = lfm---- .

l-*o l
Muchos elementos de estructuras trabajan a tracciôn o compresiôn a saber: 

barras de las armaduras, columnas, vâstagofc de las mâquinas de piston, pernos 
de apriete, etc.

El deslizamiento o cizallamiento surge cuando las fuerzas exteriores tienden 
a desplazar dos secciones planas 
paralelas de la barra una respecto 
a otra, siendo la distancia entre 
ellas constante (fig. 4). La magnitud 
del desplazamiento As se denomina 
deslizamiento absoluto. La relaciôn 
del deslizamiento absoluto a la dis
tancia entre dos pianos deslizados 
(la tangente del ângulo y) se de
nomina deslizamiento relativo. Como el ângulo y es pequeno se puede con- 
siderar que

As
tg y x  y = —  .a

7



tii ucsiizamiento rclativo es una deformaciôn angular que caracteriza la obiicuidad 
del elemento.

A deslizamiento o cizallamiento trâbajan, por ejemplo, remâches y pemos 
que unen los elementos, que las fuerzas exteriores tienden a desplazar unos 
respçcto a otros.

• , . , 4 * A*

Fig. 4

La torsiôn surge cuando sobre una barra actüan fuerzas exteriores que for- 
man un momento con respecto a su eje (fig. 5). La deformaciôn de torsiôn va 
acompanada por el giro de las secciones transversales de la barra unas respecto 
a  otras alrededor de su eje. El ângulo de giro de una secciôn de la barra con 
respecto a otra situada a una distancia / se llama ângulo de distorsiôn en la Ion- 
gitud /. La razôn entre el ângulo de distorsiôn <p y la longitud / se denomina 
ângulo relativo de distorsiôn

6 =  —  .
/

Los ârboles, los husillos de tomos y taladradoras y otras piezas trabajan 
a la torsiôn.

La flexiôn (fig. 6) consiste en la desviaciôn del eje de una barra recta o en el 
cambio de la curvatura de una barra curva. El desplazamiento de algün punto 
del eje de la barra que sucede durante la flexiôn se expresa por un vector, cuyo 
origen coincide con la posiciôn inicial del punto, y ‘el final, con la posiciôn 
del mismo punto en la barra deformada. En las barras rectas los desplazamientos 
de los puntos dirigidos perpendicularmente a la posiciôn inicial del eje se deno- 
minan fléchas. Designemos las fléchas por la letra w9 y la flécha mâxima, por /. 
Durante la flexiôn sucede también el giro de las secciones de la barra alrededor 
de los ejes situados en los pianos de las secciones. Designemos con la letra 0 
los ângulos de giro de las secciones respecto a sus posiciones iniciales.

A la flexiôn trabajan vigas de pisos intermedios, de puentes, ejes de los 
vagones de ferrocarril, ballestas, ârboles, dientes de engranajes, rayos de ruedas, 
palancas y muchas otras piezas.

Las deformaciones simples anteriormente descritas de la barra ofrecen una 
idea sobre los caminos de su forma y dimensiones en general, pero no dicen nada 
sobre el grado y carâcter del estado deformado del material. Las investigaciones 
demuestran que el estado deformado de un cuerpo, hablando en general, es 
heterogéneo y cambia de un punto a otro. El estado deformado en un punto del
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cuerpo se détermina perfectamente por seis componentes de la deformaciôn: 
très deformadones lineaJes uüitarias ex, ey, e2 y très deformaciones angulares 
unitarias yxy9 yX29 yyz.

S 3. Hipôtesis principales

Para formar la teoria de la resistenda de materiales se aceptan una sérié de 
hipôtesis sobre la estructura y las propiedades de los materiales, lo mismo que 
sobre el carâcter de las deformadones.

1. Hipôtesis sobre la continuidad ael material. Se supone que el material 
llena totalmente el volumen que ocupa. La teoria atomfstica de la composidôn 
discreta de la materia no se toma en consideraciôn.

2. Hipôtesis sobre la homogeneidad e isotropia. Se supone que las propiedades 
del material son iguales en todos los puntos, y en cada punto, en todas las di- 
recciones. En algunos casos la suposidôn sobre la isotropia es inaceptable. Por 
ejemplo, la madera, cuyas propiedades son esendalmente diferentes de través 
y a lo largo de las fibras, es anisôtropa. Dicha propiedad la tienen también los 
materiales armados.

3. Hipôtesis sobre la pequenez de las deformaciones (hipôtesis de la rigidez 
relativa del material). Se supone que las deformadones son pequenas en com- 
paraciôn con las dimensiones del cuerpo deformado. A base de esto se prescin- 
den de los cambios en la situaciôn de las fuerzas exteriores respecto a las partes 
aisladas del cuerpo durante la deformaciôn, y se componen las ecuaciones 
estâticas para un cuerpo no deformado. En algunos casos nos vemos obligados 
a renunciar a este principio, lo que se acuerda especialmente.

4. Hipôtesis sobre la elasticidad perfecta del material. Se suponen todos los 
cuerpos absolutamente elâsticos. Prâcticamente, los cuerpos reales pueden con- 
siderarse elâsticos, solamente hasta ciertos valores de las cargas; es necesario 
tomarlo en consideraciôn, utilizando fôrmulas de resistencia de materiales.

5. Hipôtesis sobre la dependencia lineal entre las deformaciones y  las cargas. 
Se supone que para la mayoria de los materiales es vâUda la ley de Hooke que 
establece la dependencia proporcional directa entre las deformaciones y las 
cargas.

Como consecuenciadelas hipôtesis sobre la pequeflez de las deformaciones y 
la dependencia lineal entre las deformaciones y los esfuerzos, durante la soluciôn 
de la mayoria de los problemas de resistencia de materiales es aplicable el princi
pio de superposiciôn (principio de independenciade acciôn y adiciôn de las fuerzas). 
Por ejemplo, los esfuerzos en cualquier elemento de la estructura provocados 
por diferentes factores (unas cuantas fuerzas, acciôn de temperatura) son iguales 
a la suma de los esfuerzos provocados por cada uno de esos factores y no depen- 
den del orden de su aplicaciôn. Lo mismo es justo en lo que se refiere a las defor
maciones.

6. Hipôtesis de las secciones planas. Se supone que las secciones planas 
mentalmente trazadas perpendiculares al eje de la barra en el proceso de su defor
maciôn se mantienen planas y perpendiculares al eje.

Estas, igual que algunas otras, hipôtesis permiten resolver gran numéro de 
problemas sobre el câlculo de resistencia, rigidez y estabilidad. Los resultados 
de taies càlculos concuerdan bien, como régla general, con los datos experi
mentales.



Capi'tulo 2

CARACTERlSTICAS GEOMÉTRICAS 
DE LAS SECCIONES PLANAS

La resistencia que opone una barra a los diferentes tipos de la deformaciôn 
dépende muchas veces no sôlo de su material y tamaûo sino también de las confi- 
guraciones del eje, la forma de las secciones transversales y su ubicaciôn respecto 
a la direcciôn de las cargas que actuan. Examinemos las principales caracteristicas 
geométricas de las secciones transversales de la barra abstrayéndonos de las 
propiedades ffsicas del objeto estudiado. Estas caracteristicas son las siguientes: 
âreas de las secciones transversales^ momentos estâticos, momentos de inercia, 
môdulos de la secciôn, radios de giro.

§4. Momento estâtico de ârea. Centro de 
gravedad de ârea

Examinando una figura arbitraria (secciôn transversal de la barra) referida 
al sistema de coordenadas xOy (fig. 7), se puede componer una expresiôn, por 
analogia con la expresiôn para el momento de fuerza respecto a algün eje, para 
el momento de ârea que se denomina momento estâtico. Asf, el producto de un 
elemento de ârea dF por la distancia y  desde el eje Ox

dSx =  ydF

se llama momento estâtico del elemento de ârea respecto al eje Ox. Por analogia, 
dS7 =  xdF  es el momento estâtico del elemento de ârea respecto al eje Oy. Su- 
mando estos productos por toda el ârea, obtenemos momentos estâticos de ârea 
respecto a los ejes x  e y:

F F

La dimensiôn del momento estâtico es una unidad de 
longitud en cubo (por ejemplo, cm3).

Supongamos que x c e yc  son las coordenadas del 
centro de gravedad de la figura. Siguicndo la analogia 
con los momentos de fuerza, a base del teorema sobre 
el momento de la résultante se puede poner las si
guientes expresiones:

s x =  F)’C’ S  y =  Fxc \ (2.2)
donde F  es el ârea de la figura.

Las coordenadas del centro de gravedad son
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Para calcular momentos cstâticos de una figura compuesta, ésta se divide 
en partes simples (fig. 8), cada una de las cuales tiene bien determinada el érea 
(Fj) y la posiciôn del centro de gravedad (xif y ().
Los momentos estâticos de toda la figura respecto y 
a los ejes Ox y Oy serân, respectivamente, igua-
les a:

Sx =  F iji +  F2x2 +  ... +  Fnyn =
i =n

S  p iyu
/ - I

(2.4)
i = rt

Sj =  F\Xi +  F2x 2 +  ... +  Fnxn =  F^xi'
f - i

A partir de las fôrmulas (2.3) y (2.4) de- Q 
terminamos las coordenadas del centro de gra
vedad de la figura compuesta Fig. 8

S pix i 
f= i .
i=n 9n*
1 =  1

/<= nS Ftfi

1= n

S*
(2.5)

§ 5. Momentos de inercia de figuras planas

Se llama momento de inercia axial o ecuatorial del âreade una figura 
la intégral de los productos de los pianos elementales por los cuadrados de su distan
cia al eje examinado. Asf, los momentos de inercia de una figura arbitraria 
(fig. 9) respecto a los ejes x  e y  son iguales, respectivamente, a

Jx = ^y*dF-, Jy =  Ç x'dF. 
F F

/
*

r *
ClCq

t

q f

0

U

Clcvj

- J U

Fig. 10

(2.6)

Haciendo uso de estas fôrmulas, calculemos los momentos de inercia para 
figuras elementales.

R ectàngulo (fig. 10). Teniendo en cuenta que cl piano elemental d F — 
=  bdy, haUamos



Es obvio que

b
T riân o u lo  (fig. 11). Teniendo en cuenta que b(y) =  —  (h — y),

h
b

d F =  —  (h — ÿ)cly, expresamos el momento de inercia respecto al eje x  como 
h

h
Ç b C bh*

JX = \  y*dF=  —  i y \h  -  y)dy =  —  .

F 0

S ecto r c irc u la r  (fig. 12). Teniendo en cuenta que dF= pdcpdp e y= p  sen p, 
determinemos el momento de inercia respecto al eje x :

P r
C o . f f « o f f r4 v sen 2p — sen 2a 1

Jx =  \ y*dF= 11/»» sen2 q>pd<pdp =  —  (0 -  a ) --------------    .
F «o

Se llama momento polab de inercia de ârea de una figura respecto al 
punto dado (el polo O) la intégral del producto de los pianos elementales por los 
cuadrados de sus distancias p desde el polo (fig. 9) :

Jp =  J  P*dF. (2.7)
F

Si a través del polo estâ trazado un sistema de ejes x , y  mutuamente perpendi- 
culares, entonces pa =  x 2 +  y a. De (2.6) y (2.7) se desprende que

Jp = Jx + J r  (2.8)

CfRcuLo(fig. 13). Teniendo en cuenta que dF=2npdpt el momento polar de 
inercia serâ

r

Jp = J /> V F =  2n^ p3dp =  ~  ,
F 0

o bien

Es évidente de (2.8) que para el circulo

Jx
nd4 
64 ’

Hay que senalar que los valores de los momentos de inercia axiales y polares 
siempre son positivos.
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Se denomina momento de inercia centrIfugo la intégral de los productos 
de los pianos elementales por su distancia desde los ejes de coordenadas x, y  :

Jxy =  ^ xydF. (2.9)
F

El momento de inercia centrifugo puede ser, segun sea la posiciôn de los 
ejes, positivo o negativo o igual a cero. Los ejes respecto a los cuales el momento

de inercia centrifugo es igual a cero se denominan ejes de inercia principales. 
Dos ejes mutuamente perpendiculares, de los cuales por lo menos uno es el eje 
de simetria de la figura, serân sus ejes principales. Este hecho se deduce de lo 
siguiente : a cada valor positivo de xydF  le corresponde igual valor negativo al 
otro lado del eje de simetria (fig. 14) y su suma por toda el ârea de la figura 
es igual a cero. Los ejes principales que pasan a través del centro de gravedad 
de la secciôn se denominan ejes principales centrales. La dimensiôn de los 
momentos de inercia es una unidad de longitud elevada a cuarta potencia (por 
ejemplo, cm4).

§ 6. Momentos de inercia de secciones compuestas

Al calqular momentos de inercia de secciones compuestas, estas ültimas se 
dividen, generalmente, en partes aisladas simples, cuyos momentos de inercia 
son conocidos. De la propiedad principal de la intégral de la suma se deduce 
que el momento de inercia de la figura compuesta es igual a la suma de los mo
mentos de inercia de sus partes intégrantes. Determinemos el momento de inercia 
de una figura compuesta (fig. 15) respecto al eje x  dividiéndola en las partes 
simples I, II, III que tienen respectivamente las âreas Fi> •P’n .  -Fin:

o bien

Jx =

Jx =  j \ + f l 1 +  4 “ (2.10)

Hay que senalar que en el caso de que la secciôn tiene un orificio, es muy cô- 
modo considerar éste una parte de la figura con ârea negativa. Asi pues, el mo
mento de inercia de la secciôn mostrada en la fig. 16 respecto al eje x , sera

Jx =  J 1 -  j u
x  X  X

bh3
7 1

7rr4
" T  '
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§ 7. Momentos de inercia respecta a los ejes paralelos

Supongamos que son conocidos los momentos de inercia de Ja figura res
pecta a los ejes centrales y

Jx =   ̂y2‘lF\ J  y =  ^ x-dF-, Jxy =  ^  xydF. (2.11)
F F F

Se necesita determinar los momentos de inercia respecta a los ejes x x, yx que son 
paralelos a los centrales (fig. 17):

=  Jyx =  J x\dF ; JXi>x =  [ x ^ d F .  (2.12)
F F  F

Se puede expresar las coordenadas de cualquier punto en el sistema nuevo 
x iOi-vi P°r medio de las coordenadas en cl sistema anterior xOy del modo si- 
guiente:

Xl = x -\-b ;  )'i = y + a. (2.13)

Como los momentos estâticos de ârea respecto a los ejes centrales son iguales 
acero,las formulas (2.12), tomando en consideraciôn (2.13), pueden ser represcn- 
tadas definitivamente en la forma de

JXl = JX +  a2/7;!

Jyl =  Jy +  b~F\ J
(2.14)

Jxxyx =  JXy +  abF. (2.15)

Por consiguiente: l)ehnomento de inercia respecto a cualquier eje es igual al 
momento de inercia respecto al eje central, paralelo al dado, mas el producto del 
ârea de la figura por el cuadrado de la distancia entre los ejes; 2) el momento 
de inercia centrifugo respecto a cualquier sistema de ejes rectangulares es igual 
al momento de inercia centrifugo respecto al sistema de ejes centrales, paralelos 
a los dados, mas el producto del ârea de la figura por las coordenadas de su centro 
de gravedad referido a los ejes nuevos. Es necesario senalar que las coordenadas a, 
b que forman parte de la formula (2.15) se introducen tomando en consideraciôn 
su signo.
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g 8. Dependencia entre los moment os de inercia durante el giro 
de los ejes de coordenadas

Supongamos que son conocidos los momentos de inercia de una figura arbi- 
traria respecto a los ejes de coordenadas x f y  (fig. 18):

Jx =  ^ vVF; /j, =  ^ -xVF; Jxy =  ^ xydF.
F F F

(2.16)
Se necesita delerminar los momentos de inercia res
pecto a los ejes x u  y t virados respecto a los ejes 
* e y  a un ângulo a contra el sentido de las mane- 
cillas del reloj, considerando positivo el ângulo:

JXi = ^ >ïdF; Jyi =  ^ x\dF-, JXly,=  Ç x 0 \dF. 
F F F

(2.17) Fig. 18

Las coordenadas de un piano elemental arbitrario en el sistema nuevo (xxOyi ) 
pueden representarse por medio de las coordenadas del sistema anterior (xOy) 
del modo siguiente:

x ! =  OC =  OE 4- AD =  x  cos a 4- y  sen a; 

y 1 — BC =  BD — EA — y  cos x — x  sen a.
(2.18)

Hallamos definitivamente :

Jxt — Jx cos2a -f- Jy sen2a — Jxy sen2a; 1 

Jyl =  Jy cos2a 4- Jx sen2a 4- Jxy sen 2a. J 
l

Jxxyx ~  Jxy cos2a-----— {Jy — / JC)sen2a.

(2.19)

(2.20)

Senalemos que las formulas (2.19) y (2.20) obtenidas durante el giro de cual- 
quier sistema de ejes rectangulares son vâlidas, naturalmente, para los ejes 
centrales. Sumando (2.19) término a término, hallamos

Jxx 4* Jyx — Jx Jy — Jp>

Es decir, durante el giro de los ejes rectangulares la suma de los momentos de inercia 
axiales no varia y  es igual al momento de inercia polar respecto al origen de eoor- 
denadas.

Durante el giro del sistema de ejes a un ângulo a— 90° obtenemos lo siguiente:

Jx 1 J  y J J  y \ J  x > JX 1 ^ 1  Jx.

§ 9. Detcrminaciôn de la direcciôn de los ejes 
de inercia principales. Momentos de inercia principales

El mayor interés prâctico lo representan los ejes principales centrales, res
pecto a los cuales los momentos de inercia centrifugos son iguales a cero. Deno-
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iemos los ejes principales centrales por las letras u, v. Es obvio que

^uv — 0*

Para determinar la posiciôn de los ejes principales centrales de una figura 
asimétrica arbitraria es necesario hacer girar Jos ejes centrales x, y  a tal ângulo 
a0 (fig. 19), para el cual el momento de inercia centrifugo respecto a la posi
ciôn nueva de los ejes serâ igual a cero

Jx iJ'i— Juv =  0.

De la formula (2.20) obtenemos

— Jxy cos 2a0 : sen2a0 =  0,

de donde

tg 2 a0 = 2JX
J y  J X

(2.21)

Los dos valores del ângulo a0, obtenidos de la 
fôrmula (2.21), difieren 90° uno de otro y deter- 
minan la posiciôn de los ejes principales. Como se 
ve fâcilmente, el menor de estos ângulos por el

71
valor absoluto no sobrepasa de —. Generalmente se utiliza el ângulo me-

4
nor. El eje principal, trazado bajo este ângulo (positivo o negativo), se dé
signa, generalmente, con la letra //. Hagamos recordar que el ângulo negativo 
a0 se coloca a partir del eje a; en el sentido de las manecillas del reloj.

En la fig. 20 pueden verse algunos ejemplos de la denotaciôn de los ejes 
principales de acucrdo con la régla sefialada. Los ejes iniciales estân designados

a b C d
> Jy J x* J y Jx < • Jy Jx < J yOVs

* Jxy > 0 Jxy < 0 Jxy * 0
Ct0 > Ü ct0 < 0 «0 < 0 

Fig. 20

«o > 0

con las letras x  e y. Los valores de los momentos de inercia principales pueden 
obtenerse de las formulas generales (2.19), tomando a =  or0:

1G

Ju — ^x cos23t0 +  Jy sen2a0 — Jxy sen2a0 ; 

Jv =  Jy cos2a0 +  Jxsen2a0 H- Jxy sen2a0.
(2.22)



Sumemos y restemos las ültimas expresiones. Considerando (2.21) tenemos Ko
siguiuue:

Ju 4" Jv =  Jx +  Jy*

Ju — Jv =  (Jx — Jy) Cos 2a0 — 2Jxy sen 2a0 =  (Jx — Jy) — -— .
cos2a0

Solucionando las ültimas ecuaciones juntas respecto a /„  y JV9 obtenemos

/* - T [</' + J,> + </“ J,) cos2oo ] ;

Estâ claro que cuando J x > Jyy Ju > J9.
Tomando en consideraciôn, de acuerdo con (2.21), que

X— = ±  Vl + tSa2«0 =  ±  Vl+
I 2(X0 ( /A “  Jy)2

las expresiones (2.23) para los momentos principales pueden escribirse en la forma 
de

y" =  T  [ ( /* +  Jy) ±  V (J* ~  Jy)* + 4J*y ] :

•/* = ~  [ ( / ,  +  Jy) ¥  / ( / «  -  J y?  +  4 /$ ,] ,

(2.24)

ademàs los signos superiores deben tomarse cuando Jx > J y> y los inferiores, 
cuando Jx <  Jy.

De esta manera, las formulas (2.21), (2.23) y (2,24) permiten determinar la 
posiciôn de los ejes principales y el valor de los momentos de inercia principales 
centrales.

Ahora, si en vez del sistema inicial arbitrario de ejes centrales xOy se toma 
el sistema de ejes principales, las fôrmulas de transiciôn a los ejes virados (2.19) 
y (2.20) ^e simplifican:

Jxx =  Ju cos2a 4- Jv sen2a ; 

Jyl =  Jv cos2a 4- Ju sen2a,
(2.25)

1
Vu *fp)sen 2a. (2.26)

Hagamos notar que los momentos de inercia principales tienen la propiedad 
de extremalidad. Es fôcil convencerse de ello, diferenciando la expresiôn (2.19) 
por la variable a.
2-36 17



Los pianos trazados a través dcl cje de la barra y los ejes de inercia princi
pales de su secciôn transversal se llaman pianos principales.

§ 10. Representaciôn grâfica de los momentos de inercia.
Nociôn sobre el radio y elipse de inercia

El câlculo de los momentos de inercia segün las expresiones (2.23)—(2.26) 
puede reemplazarse por su determinanciôn grâfica. En este caso se suelen dis
tingué dos problemas: directo e inverso.

Durante la soluciôn del problema directo se determimn los momentos de 
inercia respecto al sistema central arbitrario de ejes x , y , siendo conocidos los 
momentos de inercia principales Ju y Jv. El problema inverso consiste en hallar 
los momentos de inercia principales respecto al sistema central arbitrario de ejes 
x y y  cuando son conocidos los momentos de inercia JX9 Jy y Jxy.

Problema directo. Senecesita determinar los momentos de inercia Jx,Jy , 
Jxy respecto a los ejes x e  y  (fig. 21, a), utilizando Ju y Jv respecto a los ejes prin
cipales, cuya direcciôn es conocida. Para mâs précision consideramos JU> J V.

Fig. 21

Elijanios un sistema rectangular de coordenadas en cierto piano geomctrico 
(fig. 21, b). Colocaremos sobre el eje de las abscisas los momentos de inercia 
axiales /,*(/„, Jv, Jx , Jy, etc.), y.sobre el eje de ordenadas, los centrffugos 
^cent (Jxy'

Colocamos a lo largo del eje de abscisas en escala correspondiente, los 
segmentos OA y OB que son iguales a los momentos de inercia principales. Divi-

dimos el segmento AB  en dos partes iguales, siendo BC  =  AC — -y -  (Ju —Jv).

A partir del punto C circunscribimos con el radio CA una circunferencia llamada 
circiilo de inercia. Entonces, para determinar el momento de inercia respecto 
al eje x  trazado bajo un ângulo a con respecto al eje principal u, trazamos dcsdc 
el centro del circulo bajo un ângulo 2a el rayo CDX,. Colocamos los ângulos 
positivos contra el sentido de las manecillas del reloj. Résulta que la ordenada del 
punto Dx es igual al momento de inercia centrifugo Jxy, y la abscisa, al momento

18



de inercia axial Jx respecto al eje x. Para obtener el valor del momento de inercia 
Jy respecto al eje y , perpendicular al eje x  y, por consiguiente, trazado bajo

un ângulo positivo P =  a 4- con respecto al eje principal u, trazamos desde

el centro del circulo el rayo CDy formando un ângulo ip  =  2 . Se

ve fâcilmente que éste es una prolongaciôn del rayo CDX. La abscisa del punto 
Dy es igual al momento de inercia Jy% mientras que la ordenada KyDyi al mo
mento de inercia centrffugo con signo inverso (—J xy)> lo que corresponde al 
momento de inercia centrifugo respecto a los ejes virados 90°. Scnalemos que a 
los dos ejes mutuamente perpendiculares les corresponden dos puntos del 
circulo (Dx y Dy) situados sobre el mismo diâmetro.

Tracemos desde el punto Dx el eje x  paralelo al eje correspondiente en la 
fig. 21, a. El punto M  de su intersecciôn con el circulo se llama polo del circulo 
de inercia (punto principal o foco del circulo de inercia). Es fâcil demostrar que 
la lfnea que une el polo con cualquier otro punto del circulo da la direcciôn 
del eje, representado en el grâfico por el punto dado. En particular, la linea 
MA da la direcciôn del eje principal w. La linea MB  es paralela al eje principal v .

Problema inverso. Son conocidos los momenlos de inercia Jx , Jyj Jxy del 
ârea de la secciôn de la barra respecto al sistema de ejes centrales x, y  (fig. 22, a). 
Determinar la posiciôn de los ejes de inercia principales y el valor de los momentos 
de inercia principales. Para que la construction sea mas determinada, consi- 
deramos Jx > Jy y Jxy >  0.

a

Fig. 22

Construimos en el piano geométrico (fig. 22, b) los puntos Dx y Dy que 
fcorresponden a los momentos de inercia respecto a los ejes x  e y. Las abscisas 
de estos puntos son momentos de inercia axiales, a saber: OKx =  Jx ; OKy= Jv; 
las ordenadas, momentos de inercia centrifugos Jxy, siendo KxDx =Jxy; KyDy =  
=  Como ambos puntos pertenecen a un diâmetro, obtendremos, unién-
dolos, el centro del circulo de inercia C, a partir del cual circunscribimos una 
circunferencia de radio

CDX - C D , - ) J \ ± ^  + J l ,

que interseca el eje de abscisas en los puntos A y B. Es évidente que las abscisas 
de estos puntos (OA y OB) son los momentos de inercia principales buscados
Ju y

2* 19



Con el fin de determinar la direcciôn de los ejes principales construimos el 
foco del circulo de inercia. Con este propôsito trazamos, a partir de los puntos 
Dx y Dyi llneas paralelas respectivamente a los ejes sefialados hasta la intersecciôn 
con el circulo en el punto Uniendo después el foco con los puntos A y B  del 
circulo, obtendremos la direcciôn de los ejes principales u y v (fig. 22, b). La solu- 
ciôn grâfica del problema inverso para los cuatro casos presentados en la fig. 20, 
puede verse respectivamente en la fig. 23, a, b, c, d.

El momento de inercia de la figura respecto a algün eje puede representarse 
en forma de producto del ârea de la figura por el cuadrado de cierta magnitud 
llamada radio de giro:

Jx
F

donde ix es el radio de giro respecto al eje jc. 

De (2.27) se desprende que

==

(2.27)

(2.28)

Por analogia el radio de giro respecto al eje y



A los ejes de inercia principales centrales les corresponden los radios de giro 
principales,

tu~y~f ’ ~  y f  ' 2̂,3°^

Construyamos sobre los ejes de inercia 
principales centrales de una figura plana una 
elipse con semiejes iguales a los radios de giro 
principales, colocando a lo largo del eje u los 
segmentos iguales a iVi y a lo largo del eje v, 
segmentes iguales a /u (fig. 24). Tal elipse, 
llamada elipse de inercia, tiene una propie- 
dad notable de que el radio de giro res- 
pecto a cualquier eje central x  se détermina 
como la perpendicular OA bajada del centro 
de la elipse O sobre la tangente a ésta, pa- 
ralela al eje x. Para obtener el punto de tan- 
gencia basta con trazar cualquier cuerda paralelamente al eje dado x . El punto de 
intersecciôn de la elipse con la lfnea que une el centro O y el punto central de la 
cuerda es el punto de tangencia. Midiendo el segmento OA =  ixt hallamos el 
momento de inercia por la fôrmula

/x  =  Fix

§ 11. Médulos de la secciôn

Se llama môdulo axial de la secciôn la relaciôn del momento de inercia res
pecte al eje dado a la distancia hasta el punto mas alejado de la secciôn trans
versal:

Jx
Wx = — (2.31)

J'mâx

Los môdulos de la secciôn se miden en unidades de longitud elevadas al cubo 
(mm3, cm3 o m3).

La importancia prâctica la tienen los môdulos de la secciôn respecto a los 
ejes principales centrales que se llaman, por régla general, simplemente môdulos 
de la secciôn.

1. Para un rectângulo (fig. 10):

h! 2 6

wy
à/2

hb2 

~6

2. Para un efreulo (fig. 13):

Jx Tir nd*
32"

(2.32)

(2.33)

(2.34)

2 L

WX = Wy =  W  =
r 4



3. Para una secciôn tubular con diâmetro iitterior d y exterior D:

Jx it(D* — d*) nD3
Wx =  Wv =  IV =  —  =  -------------= --------(1 -  a*),

y ■ D 2 32D 32

sicndo

(2.35)

(2.36)

Se llama môdulo polar de la secciôn la relaciôn del momento de inercia 
polar a la distancia desde el polo hast a el punto nias alejado de la secciôn:

P m ûx
(2.37)

Sc toma por polo cl cenlro de gravedad de la secciôn de la barra. 
1. Para un ci'rculo (fig. 13):

Jp nr3 7td3
WD =  - p- — ---- = —

p r 2 16
(2.38)

2. Para una secciôn tubular

Wn =
DI 2

7lDZ
16 d  -  «4). (2.39)

g 12. Orden del câlculo

Al hacer el anâlisis de las caracteristicas geométricas de figuras planas de 
cualquicr complejidad el problema mâs importante consiste en determinar la 
posiciôn de los ejes principales y los valores de los momentos de inercia princi
pales. Puede recomendarse el siguiente orden de determinaciôn de la posiciôn 
de los ejes principales y de los valores de los momentos de inercia principales 
centrales de un perfil complejo, compuesto de partes simples, cuyas caracteris
ticas son faciles de determinar.

1. Trazamos un sistema de ejes rectangulares arbitrario. Dividimos la figura 
en partes simples y determinamos segûn (2.5) la posiciôn de su centro de gravedad.

2. Trazamos el sistema inicial de ejes centrales x , y  de tal manera que se 
pueda calcular con mayor facilidad los momentos de inercia de las partes de la 
figura respecto a estos ejes. Con este propôsito determinamos los momentos de 
inercia de las partes de la figura respecto a sus propios ejes centrales trazados pa- 
ralelamente a los ejes jc, y, utilizando las formulas (2.14) y (2.15) de transisiôn 
a los ejes paralelos. De tal manera obtenemos los valores de Jx , J y y J x r  ,

3. Determinamos por (2.21) el ângulo de inclinaciôn de los ejes principales 
centrales, designando con la letra u el eje trazado bajo el ângulo menor (positivo 
o negativo), y con la letra v, el eje perpendicular a éste.

4. Por las formulas (2.24) determinamos los valores de los momentos de 
inercia principales centrales y Jv.
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Ejemplo. Determinar la posiciôa de los ejes principales centrales y calcular 
los momentos de inercia principales para una secciôn transversal (fig. 25, a) 
compuesta de un angular de alas desiguales N° 14/9 (GOST 8510 — 72) y un 
canal N° 24 (GOST 8240-72).

Soluciôn. A través de los centros de gravedad Cx y C2 del angular y canal 
trazamos, paralelamente a sus lados, los ejes centrales x v y L y x2, y 2• Como x2

es el eje de simetrfa del canal, éste y el eje y2 son sus ejes principales centrales. 
El eje principal central y0 del angular forma con su eje central x ± un ângulo a.

Para el angular Fx =  22,2 cm2; Jx% =  146 cm4; Jyx =  444 cm4; /y0= /m m = 
=  85,5 cm4; tg a =  0,409; a =  22315'; las coordcnadas del centro de gravedad 
son xc =  4,58 cm, yc =  2,12 cm.

Para el canal F2 =  30,6 cm2; Jxt =  2900 cm4; Jy% =  208 cm4; Jx%y% — 0; 
las coordenadas del centro de gravedad son xc =  2,42 cm; y c =  12 cm.

Hallemos el momento de inercia principal JXo y centrifugo Jx1yi del an
gular:

Jx0 =  Jmix =  444 f  146 -  85,5 -  504,5 cm4;

Jxtyt =  sen2(90’ -  a) =  — 0 ~  Jy° sen 2y. -----

= --------------------0,701 =  146,7 cm4.
2

Las distancias entre los ejes centrales del angular y e! canal son las siguientes: 
entre los ejes x t y x2

12,00 +  2,12 =  14,12 cm;

entre los ejes y t e ys

22
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Determinemos las coordenadas del centro de gravedad C de toda la figura 
referida al sistema de ejes x2> y2:

*c
22,2*7,00 

22,2 +  30,6
2,94 cm;

22,2*14,12 
22,2 +  30,6

5,94 cm.

El centro de gravedad C tiene que encontrarse sobre la recta QCg, lo que 
es necesario comprobar en la figura. Trazamos a través del centro de gravedad C 
los ejes centrales x c  e yc  paraielos a los ejes centrales trazados anteriormente del 
angular y canal. En el sistema de ejes centrales x& yc  la* coordenadas de los 
centros de gravedad del angular y canal son las siguientes:

x Cl =  7,00 -  2,94 =  4,06 cm; y Cl =  14,12 -  5,94 =  8,18 cm; 

x c 2 =  —2,94 cm; y c % =  — 5,94 cm.

Calculemos los momentos de inercia axiales y centrifugos de toda la secciôn 
referida al sistema de ejes centrales arbitrarios xc , yc :

J x c  =  146,0 +  22,2*8,182 +  2900 +  30,6* 5,94a =  5607,6 cm4;

J y c  =  444,0 +  22,2* 4,062 +  208,0 +  30,6*2,942 =  1282,4 cm4;

Jxcyc =  146,7 +  22,2*4,06*8,18 +  30,6*(-2,94)*(-5,94) =  1417,3 cm4.

Hallamos, segün la fôrmula (2.21), el ângulo ot0 de inclinaciôn de los ejes 
principales centrales x  e y  respecto a los ejes centrales arbitrarios Xq e y c '

tg 2oo =
2 Jxcyc

Jyc — J*cC

2*1417,3 
1282,4 -  5607,6

- 0,66;

2a0 =  -33*20'; a0 =  -16°40'.

Como el ângulo Oo es negativo, el eje principal central u se coloca con res
pecto al eje central arbitrario xc en el sentido de las manecillas del reloj, y como 
Jxc > Jyc» el eje u es un eje, respecto al cual el momento de inercia serâ el mâ- 
ximo. Determinamos los momentos de inercia principales porla fôrmula (2.24) :

5607,6 -f 1282,4 
Ju,v =  “ ’ rt n 5607,6 -  1282,4 p  

------ -------------- j  +  1417,32 =

=  3445,0 ±  2585,6 cm*;

/ y — J =  6030,6 cm* =  6030,6- 10~3m*;

Jv =  /min =  859,4 cm* =  859,4-10-Jm*. 

Comprobaciôn. Tiencn que satisfacerse las siguientes condiciones:

21
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Para el caso dado tenemos

Jxc  +  Jyc =  5607,6 +  1282,4 =  6890,0 =  Ju +  Jv =  

=  6030,6 +  859,4 =  6890,0 cm4;

Juv — sen 2a04- Jxcyc cos 2ao=

5607,6 -  1282,4 
2

• (-0 ,55) +  1417,3 *0,836=-1189,4 +

H- 1184,9 =  -4 ,5  cm4.

4,5
El error relativo es — -—  • 100 =  0,4%, lo que es aceptable.

1184,9
En la fig. 25, b puede verse la construcciôn del circulo de Inercia para la 

soluciôn grâlca del mismo problema.
Las caracterlsticas geométricas de diferentes secciones planas al igual que de 

las secciones de perfiles laminados pueden verse en las tablas 1—6.



Caracteristicas geométricas de secciones planas

Forma de la secciôn Area de la secciôn F

Cualquier eje central 
es principal

Coordenadas de los puntos
extremos de la secciôn

*1 =  = 1

Cuadrado hueco F =  H 2- h 2

Cualquier eje central 
es principal

Cuadrado hueco de 
paredes dclgadas

F  =  4Hô 
H

*1 =  ^  = 2

Cualquier eje central 
es principal
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Tabla I

Momentos de inercia: 
axiales /*, Jy; centrffugo Jxy; 

polar Jp y durante 
la torsiôn libre Jt

Môdulos de la secciôn: 
axiales H'*, polar Wp 
y durante la torsiôn libre Wt

Radios de giro

■ - - H -

_  A4 A*F 
X y ~~ 12 “  12 ’

jvo
IIII h

lx (y /— ~  0»289/i 
|/12

A4 A*F
‘/jc* “  T  =  ”T ~  ’

Wt =  0,208/is La elipse de inercià es un 
rfreulo

/ ,  =  0,t406/i4

* y 12 y 6 H
. I f  H 1 +  A» 

,x ly ]( 12
H* + h* 

12
=  0 ,2 8 9 ^ *  + A»

La elipse de inercia es un 
circulo

* y 3 6
Wx =  Wy =  ~  H*S

H
ix — iy = ----  £  0,408//"

La elipse de inercia es un 
circulo
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Forma de la secciôn Area de la secciôn F Coordenadas de los puntoa
extremos de la secciôn

Cuadrado hueco

Cualquier eje central 
es principal______

Cuadrado puesto de canto

Cualquier eje central 
es principal

Cuadrado hueco 
puesto de canto

Cualquier eje central 
es principal

F — h2 — a2 | CN
II£IIH

F = a 2
h

= = -  =

Ÿ2
=  —  a =  0,71a 

2

F  —■ a2 — b2
H

=  ;vi =  —  =

ÿ i
=  —  a =  0,71a 

2



Continuaciàn de la tabla 1

Momeatos de inercia: 
axiales Jx * Jy l centrifugo Jx y ; 

polar Jp y durante 
la torsiôn libre J t

Môdulos de la secciôn: 
axiales Wx% Wy \ polar Wp 
y durante la torsiôn libre W%

Radios de giro

1x Jy ~~
h4 - a 4

n ~
h* +  a% 

12
F

Wx = W y =
h4 — a4

6/T~ =  b

=  0,289^* +  a*

La elipse de inercia es un 
circulo

a*F h4
12 48

Ÿ2Wx =  =  - — 0* =
*  '  12

A3
----------   0,118a3 =  0.042A*

24

ix =  iy =  0,289a

La elipse de inercia es un 
circulo

Al cortar el ângulo supe- 
rior e inferior en b = 

1
=  —  h, Wx alcanza el 

18 * 
mâximo tVxcor=0,124a3=  
=  0,044/i3

H 4 - h 4 a2 +  b*
" 48 “  1 2 ~

WX = W y  =

f l  a4 -  b4 
~ n  a

H 4 -  h4

y a2 +  b2 
12

=  0,289|fa2 +  b2
La elipse de inercia es un 

circulo

24 H

=  0,042
H 4 -  h4 

H



Forma de la secciôn Area de la secciôn F
Coordenadas de los puntos

extremos de la secciôn

Rectângulo F == bh

Los ejes x  — x  e 
y  — y  son principales 
centrales

« 1 1,5 2 3 4 1! 6 8 10

c 0,208 0,346 0,493 0,801 1,150 1,789 2,456 3,123

V 0,1404 0,2936 0,4572 0,7899 0,1232 1,789 2,456 3,123

C 1,0 0,8588 0,7952 0,7533 0,7447 0,7426 0,7425 0,7425
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Continuaciôn de la tabla 1.

Momentos de inercia: 
axiales JXt Jy; centrifugo Jxy ; 

polar Jp y durante 
la torsiôn libre J t

Môdulos de la secciôn: 
axiales Wxt 1Vy ; polar Wp 
y durante la torsiôn libre Wt

Radios de giro

bh*__ Fh2 
1 ~  \2 ~  T l

_  hb3 _  Fb2
Jy ~  ~12 Î T
j bh2 Fh2
** “  3 3~

hb3 _  Fb2
r* 3 r

b 2h2

b3k2 b3h3
W*" =  6(b2 +  h2) =
*/4scn3a Fd2 sen2a

48 “  24

M n 
J p  = — (b* +  h*)

h
'b

wx =
/>/l2 Fh

— =  —

6 6
hb2

w v = — —  —y 6 6

n > l

Jt =  nb4 Wt =  ib*
En medio de los lados 
Jargos la tension tangencial 
mâxima Tmâx =  M JW t ; 
en medio de los cortos 
r  =  en los ângulos
t =  0

h
T  =  ,z >  4o

/ , = 0,63)i>4 Wt = \  (n -  0,63) b2 =  4  
3 o

En medio de los lados 
cortos t =  0,7425rmix

ix =  0,289/i 

iy =  0,289£
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Ferma de la secciôn Area de la scccidn F
Coordenadas de los puntoi

extremos de la seccidn

Rcctângulo hueco 
yt

X ! «c X

ii 1‘ 5

* h r*ix
H

F = BH -  bh *1 =

^i =

B
T
H
Y

Los ejes x  — x  e y  — y  
son principales centrales

Rectângulo hueco de 
paredes delgadas

F = 2 â ( B +  H) Xi =
B
Y
H
Y

Los ejes x  — x  e y  — y  
son principales centrales

Rectângulo con recorte F =  b(H —  h)
b

Los ejes x  — jc e y  — y  
son principales centrales



Continuaciôn de la tabla 1

M om ents de inercia: 
axiales /* , Jy l centrifogo Jx y ; 

polar Jp y durante 
la torsiôn libre / t

Môdulos de la secciôn: 
axiales WXt Wy \ polar Wp 
y durante la torsiôn libre Wt

Radios de giro <-&•
B H 3 — bh3W B H 3 -  bh3II' j  f  B H 3 -  bh3

x  12

H B Z -  hbz
J v = ---------------

y 12

yy r  —
6 H

H  B3 -  htP
W 1» 

y 6B

'*  ~  1  12(B H  -  bh)

y  H  B 3 — A6* 

' ' " f  12 ( B H  -  bh)

S H 3 (  B  1
Jx  ----------- 3 --------+  i l

* 6 [  H  )

S B 3 [  H  \

ÔH3 ( B  \

W * - ~ T  (3*+,J
SB* (  H  \

w ’ - — y - B + '  J
'] [ 3 B + H  

=  0 ,2 8 9 //  11  b + h

, ,  - 0 , 2 8 „ V m + ‘
y \  H +  B

Jx =  —  ( H 3 — h3) 
12 v

b3

w x  =  ~  ( « s -  f>3)

b*
Wy =  —  ( H -  h)

O

I f H s +  H h  -I- h 3 

*x  “  ]/  12

=  0,289)I H 3 +  Hh +  h 3 

iy  =  0 ,2896

3-36 33



Forma de la secciôn Area de la secciôn F Coordenadas de los puntos
extremos de la secciôn

Rectângulo con agujero 
redondo

Los ejcs x  — x  c y — y  
son principales centrales

Rectângul o con dos 
agujeros

Rectângulo con recortes 
semirredondos

Los ejcs x  — x  c y  — y  
son principales centrales

F =  bh -
nda

F =  bh — nd2

=  bh
0

F — bh — n r2

)

b
2

3



Continuaciôn de la tabla l

Momentos de inercia: 
axiales Jxt Jy ; centrifugo/xy; 

polar Jp y durante 
la torsiéa libre Jx

Môdulos de la seccién : 
axiales Wxt Wy ; polar Wp 
y durante la torsidn libre Wt

1 ( b h *  n d * \

J x ~ !  [ ~ T  Ï6  J ~
bh 3 (  d* \

" i r l 1 "  0 ,5 9  bh3 J
1 f  hb3 J[d* -k 

J y ~  4 [ " T "  l ô )  “  

hb 3 (  d 4 \

=  1 2  l 1 - 0 ’59 « 0

tv x  =  —  [ —  -  — )  =  
* 2h  i  3 16 J

bh* (  d 4 *

y 2b [ 3 16 J

hb 3 (  d 4 4

=  ~  l 1 - 0 ’5 9 ^ )

bh 9 1
J x  = -----  I l  -

~ h n  J i ï { l + 1 6 ÿ j \

r hb 3 (  d*  \
/ » =  ------  1 - 1 , 1 8 ------

y 12 [ h b 3 )

h b 2 f  d A \

X

j  bh 3 nr*  

x  ~ \2  4~

, w  r
Jy -  - ÿ -  -  2 | 0 , l l r 4 +  

n r 3 ( b  4r  \2 1

2  1 2  3jt J  J

W x =  ï ?  - ^ L
6  2/t

hb% 4  r
- » r , r ‘ +

, n r2 [P  4 / - ^ l
2 { 2  "  l ë j  J

Radios de giro

ix =  0,289/i X

X

1 -  0,59
d*

~bh9

1 -  0,785
d *
bh

x

iy =  0,2896 x

f  7 ^  
l ~ ° ’59T b 3 

/  d*1 - 0 J S 5 -

ix =  0,289/» x

d*~( " c" \
' - u 8 ^ r i 6 ? i

iy =  0,2896 x
r d ♦

1 1 -  1,18 ___
/ 663
/ </a
/ 1 - 1 ,5 7 —
1 j bh

3* 35



Forma de Ja secciôn Area de la secciôn F
Coordenadas de los puntos

extremos de la secciôn

Rectàngulo inclinado

Banda estrecha rec- 
tangular

Doble T simétrico 
formado de rectângulos

yI_______W7/.

Onw üm .r*1 *r
b „

y
Los ejes x  — x  e y — y  

son principales centrales

II & }’i =  y  (A cosa +  b sena) 

x î =  ^ { b  cosa — h sena)

F =  U
a +  b 

2

h
* = 2

F  =  ah H- b(H  — h)
b

*i = r

i
1

H
y i ~  2

!
i
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Continuaciôn de la tabla 1

Momentos de inercia: 
axiales J x* Jy l centrifugo JXy\ 

polar Jp y durante 
la torsiôn libre J t

Môdulos de la secciôn: 
axiales W'*, polar Wp 
y durante la toniôn libre Wt

Radios de giro

-  P k

bh  .  0 
Jx  =  —  (/i2cos2a +

12

+  b 2 sen 2a)

bh  0 .
/ .  =  —  (h 2 sen2a +

* 12 v

+  62cos2a) 

bh
J x ~ =  —  (6 2 — h 2) sen 2a 

*y 24  v

bh h 2 cos2a +  b 2 senaa\ y  — 1 [ h 2 cos 2a +  62sen2a
/jc r  12

=0,289^A2cos2a +  £ 2 sen2a 

iy =0,289Ÿ h 2 sen2a - f b2 cos2a

* 6 h  cosa +  b  sena 

bh  ^ s e t f a + ^ c o s 2#
W' =

y 6 £  cosa — h  sena

//A* /» *

' “ l ï  Ï2~

/ , f =  - y -  (û* +  û *  +  b 3)

W , - J *
x  6

lVXt =  - ^ { a *  +  a b + b * )

j ,  =  0,289/r

ah3 b ,  „ v
y . =  +  ( H * -  a») 

* 12 12

a 3h  b3

ah3 b
W x = -------+ -------- ( H 3 - f i 3)

x  6 H  6  H  K ’

c?h b 3

1 f a h 3 +  A(ff * -  A») 
'*  “  ]/ 12 [ah +  b ( H — A)]

1 f  c?h +  b \ H  -  A) 
>y ~  F 12[aA + A(/f—A)1
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Forma de la secciôn Area de la secciôn F
Coordenadas de los puntos

extremos de la secciôn

Los ejes x  -  x  e y  — y  
son principales centrales

Secciôn simétrica formada 
de rectângulos

El eje x  — x  es principal 
central

Secciôn simétrica formada 
de rectângulos

El eje x — x  es principal 
central

F  =  BH — bh

F = B H + b h  }’i
H
T
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Continuaciôn de la tabla 1

Momentos de inercia: 
axiales Jx% Jy; centrifugo Jx y ; 

polar Jp y durante 
la torsiôn libre Jt

Môdulos de la secciôn: 
axiales Wx• polar Wp 
y durante la torsiôn libre W%

[ “ * -

- i  <“ - * » ]

Wy =  - ^ ^ B 9( H - h )  +

+  V *  +  -  ( f l1 -  a* )j +  h1à >+  ^  ( B * - a * ) ]
J

h -  K  

2b
Para los doble T  estândar 

1
a  ~  —

6

r B H 9-  bh9 

Jx 12
B H 9 -  bh *

*** “

B H 9 +  bh9 

Jx ~  12
B H 9 +  bh9

W .  =
* 6 H

Radios de giro

F B H 3-  bh* 
12(BH  -  bh)

U = F Æ//3 +  M3 
1 2 ( £ / /  +  bh)
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Forma de la secciôn Area de la secciôn F Coordenadas de los puntos
extremos de la secciôn

Cruceta F = H b  +  ( B - b ) h *1
B

7
H
~

Los ejes x  — x  e 
y  — y  son princi
pales centrales

Cruceta de paredes 
delgadas

F = h ô  + ( b - i 5)3 6
~2

yi
h
2

Los ejes x  — x  e . 
y  — y  son princi
pales centrales
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Continuaciôn de la tabla 1

Momcntos de inercia: 
axiales Jx% Jy ; centrifugo 

polar Jp y durante 
la torsiôn, libre J t

Môdulos de la secciôn: 
axiales Wxt Wy \ polar Wp 
y durante la torsiôn libre Wt

J,
bH3 + (B — b) h3 

12
b H * + ( B - b ) h * 

6H

Jy
hB3 + (H  — h)b3 

12
Wy

hB3 +  ( H - h )  b* 
6B

Radios de giro

Jx =  ~  [h36 +  P (b  -  <5)] 

Jy =  —  m  +  S \ h  -  S) )

h3S +  ô3(b -  S) 
6h

b3ô +  ô \h  -  S) 
6b

ï
ï

Jx
F

1 1
F
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Forma de la secciôn

Doble T no simétrico 
formado de rectângulos

Los ejes x  — x  e y  — y  
son principales centrales

Perfil en T simétrico 
formado de rectângulos

Area de la secciôn F Coordenadas de los puntos
extremos de la secciôn

F  =  bcx +  a(h -f hi) -f Bc bx = b — a 

Bl = B  — a 
B

*1 =  —

1
2 X

a W + B ^ + b ^ Ç H - Cl) 
aH  +  Bxc H- blcl

h - y t -  c 

hi =  > [ ~  ^

F = (B — b)c + bh A', =
B

, _  £  (fl -  &)c2 +  bh* 
V l~ ~ ï  (fl -  b) c + bh

.vi =  A -  y[

El eje y  — y  es principal 
central



Continuaciôn de la tabla 1

Momentos de inercia: 
axiales /* , Jy \ centrifugo Jxy\  

polar Jp y durante 
la torsiôn libre Jt

Môdulos de la secciôn: 
axiales WX9 Wy \ polar Wp 
y durante la torsiôn libre Wt

Radios de giro

=  -J (By* -  +

+  by\ -  V 'P  

~  [B'c +  b3ct + 

+  +  A,)]

Wx% =
K

(para las fibras superiores)

(para las fibras inferiores)

-h A3̂  +  a3(A +  Aj)]

J* =  JXt -  y ? ?

JXi = \ [ { B - b ) c * + b h * }

Jy = -^ [ B * c + b> {h-c))

Ademâs, Jx —fi -y j-, donde 

/? se halla del grâfico

(para las fibras superiores)

(para las fibras inferiores)

^ = ^ - [ B 3c +  ^ (A -c ) ]  
o n

1
~2

F

f (B3 -  b3) c +  b*h 
3 [ ( B - b ) c + b h ]
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Forma de la secciôn Area de la secciôn F Coordenadas de los puntos
extremos de la secciôn

Secciôn no simétrica 
formada de rectângulos

o a

F = aH + bc a H 2 -f bc2 
1 ~  2(aH~+bc)

y' i=  H — yl =  

aH* +  bc(2H-c)  
2 (aH +  bc)

El eje x  — jc es central

X

Secciôn en U F = B h  + 2 b ( H - h )

y \ =
Bh2 - f  2b(H2 -  h2) 
2[Bh 4- 2b(H -  h)\

El eje y  — y  es principal 
central
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Continuation de la tabla 1

Momentos de inercia: 
axiales Jxt Jy ; centrifugo 

polar Jp y durante 
la torsiôn libre J t

Môdulos de la secciôn : 
axiales Wxt \Vy ; polar Wp 
y durante la torsiôn libre Wt

Radios de giro

Jx = - ( B > \ - b t* + a y '* ) Wxi =  —  (para las fibras 

inferiores)

Jx Jx
H - y .

(para las fibras supcric- 
' res)

’x ï /x
F

fVxl >  W x ,

Bh» +  2b(,H -  h)* t 
yx — "t-12

+  **{*  "  y ] 2 +

+  2b{H -  h) +

+  h -  * )*

J  y =
B*H - ( H  - h ) ( B - 2 b ?  

= 12

Jx
=  —  (para las fibras 

inferiores

J x
Wx =  — (para las fibras 

y'i
superiores)

Wy —
B*H — (H  ~  h ){B -2 b ?  

= 6B

F
F

F

Ty
F

4f>



Forma de la secciôn Area de la secciôn F Coordenadas de los puntos
extrcmos de la secciôn

Estribo en U

X II vT X
=c

w
** a *2

y

F =  B H -
a + b

ï h

El eje y  — y  es 
principal central

Angular de alas iguales F  =  î(2h -  t)

Angular de alas iguales F = tÇLh -  t)

B
Xi =  —

1 2

3 BH'- -  h \b  +  2a) 
6BH -  3/i(a +  b)

= yi = 
h2 +  t(h - 1)

2(2/i -  /)

y \ =
h + t - 2 c

Ÿ2

f/ _  /22 +  /?/ ~  / 2 

J l  (2A - 0 / 2
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Continuation de la tabla 1

Momentos de inercia: 
axiales /* , Jy \ centrifugo / xy; 

polar Jp y durante 
la torsiôn libre Jt

Môdulos de la secciôn: 
axiales WXt Wy \ polar Wp 
y durante la torsiôn libre Wt

Radios de giro•■-Vf’
ty  “  V t -

J*  -= 7  ~  F>\

B Ü *

Wx =  —  (para las fibras
y \

inferiores)
•-vh-

3*» 3 

Às
Wx =  (para las fibras

---------(A +  3a)
12 v

y i
superiores)

H B 8 

12
H B *

6 -
A A4 — a* A A4 -  a*

48 /> — a 24B  b - a

=  y  [/(A->>1)3 +  A ^  -  

-  (A -  f ) ( y !  - f ) » J

fVX =  Wy =  — *mm lyt
y i

(para las fibras izquicrdas 
e inferiores)

_ /(2 A -3 0 (A * + r8) 
■** 6 ^ x = ^ y  =  —

y [

7A4 -  5(A -  /)< 

_  12
(para las fibras derechas 

y superiores)

-  2A^,(A +  >-!) +  

+2(A — /)  (A—j»,) (> > !+ /)—

-  4Aj»1(A -  /)*

/ x = - [ 2 c * - 2 ( c - ; ) H
Jx

W xs =  - -
y [ «.-y?

+  / ( a -  2c +  - i )  ]

r __ A4 - ( A  -  t )4

* 12

(para las fibras superio
res)

Jx
W  • =

** y \

>-y?
(para las fibras inferio

res)
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Forma de Ja secciôn Area de la secciôn F Coordenadas de los puntos
extremos de la secciôn

;ular de alas desiguales F  =  t(b +  =

*  tQ1 +  ^1)
.M

x  =  b* +  h j  
Xl 2 (b +  A,)

= b -  =
b2 + A,(2b -  /) 

2(b +  ht) 

h2 +  b,t 
yi 2(h + bù

y[ =  h -  y i =
Aa +  bt(2h -  /)

2{h -f ^i)

48



Continuaciôn de la tabla 1

Momentos de inercia: 
axiales Jxt Jy ; centrlfugo /*y ;  

polar Jp y durante 
la torsiôn libre /*

+  by\ -  bx( *  -  /)’ ]

f y = \  W* “  •ri)* +

+  hx\ -  A1(.tl -  /)=>]

r bbihhxt
xy =  “  4(b + hx) “  

bbxhhxt

Môdulos de la sccciôn: 
axiales WXt Wy \ polar Wp 
y durante la torsiôn libre WK

fVxs= —— (para las fîbras 

superiores)

JxWx|=  —  (para las fîbras 
yi

inferiorcs)

b

Radios de giro

y - -  o ,» *

^ - 0 , 3 »

•/ y
—r (Para las fibrasx '■*1

dcrcchas)

Wyiz^ —  (para las fîbras 

izquierdas)

Jx =
b h * - ( b - t x) { h - 2 tY

12

—

6/*+6/6”(6 -fj)  +2/(6 - / ^

12

j  __ Jx cos2a — Jy scn2a 
x% cos2a

„ Jy cos2a — Jx sen2aj  =  —i ------------- --------
Jl cos2a

tg 2a =
6 / ( 6 - 0 ( 6 - - / )  

/ x  "

^ x  =
663- ( 6 - / 1) ( 6 - 2 / ) 3

66

6/J+ 6/62(6 -  O  +2/(6—O 3

6(26 -  tx)

f
ï

Jx
F

h .
F

'  4-36 49



Forma de la secciôn Area de la secciôn F Coordenadas de los puntos
extremos de la secciôn

Triângulo

J
*3 i  >

X % 5A \ a

*2 \ 5 m m %
d

X't */
b m

y h
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Continuaciân de la tabla J

Momentos de inercia: 
axiales Jx % Jyl centrifugo 

polar Jp y durante 
la torsidn libre Jt

Môdulos de la sccciôn: 
axiales Wx , Wy \ polar Wp 
y durante la torsiôn libre Wx

Radios de giro 

i*

/y

■i±-■n
r AA* FA*

J x ~  ~36 ÎF

f AA* FA»
J  r

12 ~ ~

r AA* FA*
^ x z

1"IIII

J  _
AA(A» -  4 * x)

•'y — 36
F(b* -  AfJjfj) 

18
h{x'* +**)

bh
12

AA* . 
iVx i=  - j j -  (paralasnbras

inferiores)

bh2 , _  
Wxs= — — (para las nbras

superiores)

bh(b2 — jr'jcj)
^ ,d = 36*f

(para las fibras derechas) 

bh(b* -  4 * ,)
Wyiz = 36*,'

(para las fibras izquierdas)

+  +  A-|)

JpA = — ^ + X ^ + X\)

Para el triângulo equilàtero con el lado b y altura h

hb3
Jy ~  Jyt 48~

/ , =

Fb3
~24~

h*

i5ÿ3  
3 b*

25,981

b*
80 y j  46,188

hb3
^ d  =  '* W = - j ^

Wt =  0,05 b3 =  

h3 _  h3 _  2Jt 

7,5 ÿ ï  i2>" h

Para el triângulo isôsceles con la base b, altura h y 
ângulo en el vértice a <  15°

/ ,  =  —  kb3 -  0,105b* 
12

Wt =  —  hb3 -  0,105A* =  
‘ 12

«X =
3yT

=  0.2357A

/ =  — —r• /** -  x 'x !  
3|/2

=  0,2357 /A* -  x ';rx

* 1 / 3
/y =  -  L/ 2 =  ° ’2046
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Forma de la secciôn Area de la secciôn F Coordenadas de los puntos
extremos de la secciôn

Triângulo rectângulo F  =  — bh
2

*1

yi

y[

1
3

2
1  

1 
3

2
T

b

b

h

h

i

i
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Continuation de la tabla 1

Momentos de inercia: 
axiales /* , Jy; centrffugo Jx y ; 

polar Jp y durante 
la torsiôn libre J t

Môdulos de la secciôn: 
axiales Wx% Wy \ polar Wp 
y durante la torsiôn libre H't

Radios de giro

bh3 _  Fh*
x ~  ~26 ~  ~ÜT

bh* Fh*
J*' =  ~\2 ~  ~6~

_  bhi3 _  Fb?
* ' = ~3 =  T

_  b3h _  Fb*

? “  ~36 =  1 8

_  b*h _  Fb2
Jyx  =  ~ n  ~  ~

b*h*
Jxy  72

b2hz
Jx v  = -----

JClJl 24

_  _  bVi2
x$y% g

bh
Jp = T 6 {hi +  6a) =

bhc2 
=  36

C2 =  A* +  6'

bh
JpA =  i l (A2 h *î) =

bhc2

6/1
/ rB =  —  (3A2 +  *2)

AA2 ,
Wxl =  —  (para las

fibras inferiores)

bh3
w x ,  =  - j 4  (Para las

fibras superiores) 

b2h
Wylz «  —  (para las

fibras izquierdas)

Wyt =  (para las

fibras derechas)

h
ix =  — ^  -  0,2357/t

3 /2

/„ =  -  0,2357ô
3^2
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Forma de la secciôn Area de la secciôn F Coordenadas de los puntos
cxtremos de la secciôn

Trapecio F  =  -  (b, + b)h

El ejc x  — x  es central

=  b +  2bj 
1 “  3{ b + b j  '

2b + bl h 
1 3(é +  i t)

Para un trapecio isôscelcs

t 3bY +  2b0 ^
1 ^  3(26l -1- b0) '

Para un trapecio cunéiforme



Continuation de la tabla 1

Momentos de inercia: 
axiales Jxt Jy ; centrifugo j *v \ 

polar Jp y durante 
la torsiôn libre J t

Môdulos de la secciôn: 
axiales WXt Wy ; polar Wp 
y durante la toraiôn libre lVt

Radios de giro

A»(62 +  466, +  6f)

36(b +  6,) =
Fh\b* +  466, +  6f)

= 18(6 +  60*

A*(6 +  36,) _
12

F h\b  +  36,)
6(6 +  6,)

6’(36 +  6,)
J X, ~  12

F h \3 b  +  6,)
~  6(6 +  6,)

con la base superior 6, e inferior 6, +  60 =  6

Wxl =  
h \b *  +  466, +  6f)

=  12(6 +  26,)
(para las fibras inferiores)

A*(6* +  466, +  6f)

=  12(26 +  6,)
(para las fibras superiores)

J x -

A3(66f +  66,60 +  6q)

36(26, +  6»)

_  A
'  48 b -  6,

A*(662 +  66,6, + 6 2 )

12(36, +  260)

A
tV„ =  —

64 — 6 j
24 62 -  66,

con la base mayor b, menor 6, y la altura A >  46

/ ,  =
A(64 -  6J)

12(6 -  6,)
-  0,105(64 +  64) 6(64 -  64)

= 126(6-6 ,) "

-  0,105
64 + 64

6(6 + 6,)
x /2(62 +  466, +  62)

6(26,+  60) 
x K 2(662 + 66,60 +  6g)

| %
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Forma de la seccién Area de la secciôn F Coordenadas de los puntos
extremos de la secciôn

Rombo hueco F =  -  (ab -  axbù *1 =

a
2

Cualquier eje central es 
principal



Continuation de la tabla I

Momentos de inercia: 
axiales Jx% Jy ; ceotrifugo 

polar Jp y durante 
la torsiôn libre Jt

Môdulos de la secciôn: 
axiales Wxt Wy \ polar Wp 
y durante la torsiôn libre W%

Radios de giro

J ,  -

Jv  =

ab3 — axbJ 

48

azb — a\bx 

48

Wx =
abz — axbJ

24 b

IVy =
azb — a*t>i 

24 a

ix ï
V

abz — axb* 

24{ab — axbx)

azb — ù*bx 

21(ab -  axbx)

7td4 nr* 
A = = / y = “6 4 " = ~  

Fd2 Fr2
“  1 6 ” ”  “ T  *

«  0,05rf4 «  0,785r4

Jp =  ' t  =  2 / ,  =

=  2 /w =
7td*
~32~

= -----  »  0,1 d* «
2

»  1.57/*4

ndz nrz
W x  =  W y  =  -----------  =  ----------

7 32 4

«  O,!*/3 «  0,785r3

7rr/3 Trr3
^  =  JF. = ------ = -----

p ‘ 16 2

«  0,W3S5 l,57r*

T
r

7

La elipse de inercia es 
un circulo
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Forma de la secciôn Area de la secciôn F Coordenadas de los puntos
extremos de la secciôn

Anillo

Cualquier eje central es 
principal

F  =
n(D2 -  d2)

nD2
( ! - « * ) »

iO,785Z)2(l -  a2) 

d
a =  •

Circulo con orificie no 
concéntrico

El cje y  — y  es principal 
central

nD2
F = — ~  (1 -  a2) 

4
D
~2

y» =  fiD j
a2
^ a 2

■D 1 -  o2(l +  2/3) 
1 ~  2 1 -  a 2

, D 1 — a*(l +  2fi) 
J'1 2 1 -  a2

/> =
a
15
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Continuaciôn de la tabla 1

M om entos de inercia: 
axiales JX9 Jy; centrifugo Jxy\ 

polar Jp y durante 
la torsién libre J%

M ôdulos de la sccciôn; 
axiales Wxt Wy \ polar \VP 
y durante la torsién libre lVt

Radios de giro

■ ■ - B -

. , - 1 4

n(D* — d 1)
w x =  w y = 'x  =  h  =j  =  j  — J:-----------=

*  y 6 4
n(D 4 -  d*) 1

7lD 4 ..
-------------- (1 -  a 4)  = 3 2  D =  J  ^Z>2 +  d 3 =

F (D 3 +  d 3)
nD z

=  _ ( i - « 4 ) *
D

~  ~ 4 ~ / l  +  a 2
16

F D 2
« 0 , 1£»S(1 -  o 4) La elipsc de inercia es un

=  - — (1 + « î )  =  
l u r , - > -

p  1 162 )

n D 3

circulo

ss  0 ,0 5  D 4( l  -  a 1)

r r n ( D * - d * ) =  — r —  (1 — a 4)  «
j p -  J t 32 16

n D 4 SS 0 ,2 Z )* a  -  a4)
-------------- (1 — a 4)  «

3 2

ss Q , \ m \  -  a 4)

7tD* (  A n D 3 D
Jx  -------------- 1 1 — a4 — 1K , = --------- x ix  =  —  x

*  6 4  l

1 -  a 3)

3 2

(1  -  a2)(l -  a4) -  1 6 a 2/S2 

X 1 -  a2(l +  2(t)

* 4

nD 4
J y = -------(1 -  a4)

y 6 4

(para las fibras superiores)

nD 3
Wx = ------- x

* 3 2

(1 -  o2)(l -  a 4)  -  \6x3P
X 1 -  a 2( l  -  2P)

(para las fibras inferiores)

ttD3
w , .  K  (1 «•)

D /
/ ,  =  — Ki +  « 2'  4
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Forma de la secciôn Area de la secciôn F

\

Coordenadas de los puntos 
cxtrcmos de la secciôn

El ejc a* —  .y es principal 
central

Anillo de paredes delgadas 
S <  0 , \ d

F — nôd

Tualquier eje central es 
principal

\nillo circular no ccrrado 
de paredes delgadas

ô d
£1 eje x  — x  es principal 

central

ci
*i =  yi =  j  = r

= } ' i  =
d +  S 
~  2
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Continuaciôn de la tabla 1

Radios de giro
Momentos de inercia: Môdulos de la secciôn: 1/77

axiales Jx% Jy\ centrifugo Jxy: 
polar Jp y durante 
la torsiôn libre Jt

axiales Wy; polar Wp 
y durante la torsiôn libre Wt

'SIl 
U

,_K

J t =  M 4
R3

lVt =  —  
h2

-

r
/T

0 0,005 0,1 0,2 0,4 0,6 0,8 1 1.5

1.57 1,56 1,56 1,46 1,22 0,92 0,63 0,38 0,07

* 2 0,64 1,22 1,22 1,23 1,31 1,52 1,91 2,63 7,14

ndô2

nôdz nôd2

> « n

oo

II IIII1!

=  nôr3 «  OJSSâd*
— nôr* = -----  »

8 nôd3
a  0,393Ô<P

II<N

8àTil

nôd8 =  2nôr3 a  1,57ôd*IITt

II<IIs*
=  2 nôr3 «  0,785<M*

(ndô)2
3nd-T 1,8ô

ndô2

En los puntos de los 
 ̂ contornos intcrior y 

exterior de la secciôn

méx
3nd -h 1,8 J 

(ndô)2
M t

lx = lv =
d

2Ÿ2

= —  »  0,353d
n

La elipse de inercia es un 
circulo
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Forma de la secciôn Area de la secciôn F Coordcnadas de los puntos
extremos de la secciôn

Semicfrculo

v m m m s x
Xi

!  d = 2r "
y

nd* nr%
T "  ~~ ~
«  0,393d*

El cje y  — y  es principal 
central

2 d
yi = — —3 n

r

4 r
— -  «  0,212d
3 n

y[ «  0,288d
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Continuaciôn de la tabla 1

Momcntos de inercia: 
axiales Jxt Jy ; centrlfugo J ,y i  

polar / p y durante 
la torsiôn libre J t

Môdulos de la secciôn : 
axiales Wx% lVy ; polar Wp 
y durante la torsiôn libre Wt

Radios de giro

J*
d* ( n  S \

S 16 l ?  ~9n J
0,00686rf4 *  0,1 l r 4

nd4 Tir*
Jy ~  Jjc* ~  128 8~

Fd1 Fr*
16 ~4~ ~

a  0,0246d* a  0,393r4

Wx a  0.032473 ss 0,259r3 

(para las fi bras inferiores) 

Wx k  0,0239r/3 «  0,191/^

(para las fibras superiores)
r3nr*ndz

Wv = -------=
y 64 8
«  0,05rf3 «  0,393r3

«  0,132d 

__ d 
~  4

JXmàx *  °,07i4r< 

m *  0.0384/-4 

Jx% =  Jyt a  0,0549r4

7 = 7  =
*3 *  16 ~

a  0,196r4 

= ~  °-0165'*

7  - Ü
8

n'-r3
1K = W = ----- x** y, 48

9 k* -  64
x -------------  «  0,923r3

3k  — 4

(para las fibras superiorcs 
y derechas)

Wr =  Wv =  x% y%
ttV

=  ----- (9tt2 -  64) «
192

«  l,245r*

(para las fibras inferiores 
e izquierdas)

*  °*302r 

W n  «  °>22,r



Forma de la secciôn Area de la secciôn F Coordenadas de los puntos
extremos de la secciôn

Sector circular

X /

y b
r**/,

p .
X

/L
*2

/
x2

y

eje y  -  y es principal
central

F  =  —  =  a r2 
2

s =  2ra 
7ra°

180°

x 1 =  — =  r sena 
2

3'i =  -  —  3 s
2 rb
3 j  

2r sena
3a ~  

rsena
=  38,2

, [ 2 sena î'H'-—)
b 2r sena

Segmenta circular

El eje y  — y  es principal 
central

F =  —  (2a — sen 2a). 
2

7ra°
a = ------

180°

Xi
b
2

b = 2r sena

4 r sen3a 
3(2a — sen 2a) 

4 scn3a 
3 2a — sen 2a

— cjsa

^ i =  r [ l  -  y  X

sen3 a 
2a — sen 2a



Continuation de la tabla 1

Momentos de inercia: 
axiales JXf Jy; centrlfugo Jxy\ 

polar Jp y durante 
la torsiôn libre Jt

Môdulos de la secciôn: 
axiales Wxt Wy; polar Wp 
y durante la torsiôn libre Wt

Radios de giro

' - - l p j -

< - - f ï

r4 f r 3 r
/ ,  =  —  12a +  sen2a — 

8 V
Wx =  — x 

1 8 lx =  — x * 2
32 sen2a  ̂ 32sen2a —

- 2a +  sen 2 a -------------- 1 / sen 2a 16sen2a
9a J 9a X 1/ 1 ri— ■

Fr * [
x --------------------------------

2 sena
|f 2a 9a*

=  ——  12a -f sen 2a — 1 ------ ;— r8a 3a T x
32 sen*a (para las fibras superiores) ’ 2

9a j 3 r*a [ 1/ sen 2a
r4

Wx =  -----------12a +
16 sena ( * p -  j .

J r ■= —  (2a +  scn 2a)
32sen*a'kxt g

r 4
+  sen 2 a -------------- 1

9a J
Jv =  —  (2a — sen 2a) =

y 8 (para las fibras inferiores)
Fr* 2a — sen 2a

= ----- (2a — sen 2a) W . = r*------------------
8a * sen a

r 4
Jx =  —  (2a — sen 2a +

Jx
Wx =  —  (para las fibras r

ix = — x8 y\ * 2
-f 4 cosa sen3a) = inferiores)

1 / 4 cosa sen3a 
x y  î +  —-----------—Fr2 ( J x

( , + Wx =  —; (para las fibras |f 2a — sen 2a

4 cosa sen8a ^ superiores) r
/ =  — x

^  2a — sen 2a J r3 f '  2

r A (
W .=  ------- 2 a -

'  8 sena V 1 f  4 cosa sen3a
Jv = —  12a — sen 2a — x 1/ 1---------------------—-
y 8 l 4 , ï y 3 2a — sen 2a

4 » ï
— sen 2a — -  cosa sen9a 1

----- cosasen9a |  =
3 J
Fr2 f  4

=  -----  1 ------X
4 l  3
cosa sen3a 'i

x -----------------  I
2a — sen 2a )

r 4
/„  =  —  (2a —

8
— sen 2a cos 2a)

5-36 65



Forma de la secciôn Area de la secciôn F Coordenadas de los puntos
extremos de la secciôn

Semianillo

El eje y  — y  es principal 
central

Sector del semianillo

n(D2 — d2) 
8

nD2 
! ~8~ 
0,393Z>2(1

<x- —

(1 -  a2) «

a 2)

F = y(R2 -  r2) =  
=  yR2( 1 -  a2) 

ny° 
y  180°

El eje y  — y  es principal 
central

>'i =

X l =  T

2 D2 + D d + d 2 
3îi D + d

2 D 1 +  a +  «2
3 n 1 +  «

1 +  a +  a2
0,212 D-

1 +  a

y[ «  Z) ̂ 0,288 -  

a2
-  0,212 -------------------1 +  « J

xx = R  seny 
2 Æ3- r 3

=  “T3 R 2- r 2 
seny _

y
2 R  seny 1 — a3
T ~  1 -  a2
( 2 sen y 1 — a2\

ITT.)
1 3y

n  -  a 3 3 -k
, - ï W c g ,.)
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Continuation de la tabla 1

Momcntos de inercia: 
axiales Jxt Jy \ centrffugo Jxy \ 

polar Jp y durante 
la torsiôn libre J t

J x x  0 ,00686(D 4 -  d*) -  

0,0177£>2</2( 0  — d )  _  

D + d

=--0 ,00686D 4| r -  a 4 -

„ 1 — a \
-  2 ,5 4 a 2 ----------

1 -h a  J
r x (D * -d * )
y ~  128

7tD*
=  ----------(1 -  a 4) «

128
«  0 ,0246£>4(l -  a 4)

R* -  r* fr+
+  sen2y —

”  T (l

32 sen2y'|
9y J “

-  a1) ^2y +

32 sen2y 3 
+  sen 2y — J =

32 senM  

9y J

FR*

17
-f sen 2y —

R * - r 4
JXi =  — -— (2y+sen2;-)==

=  -y- (1 -a * )  (2y +  sen2y)

Z, =  — -— (2j'~  sen 2v)=
R * -r *

1
•R4=  — (1 - a 4) ( 2 y -  

FR3
— sen2y) =  ----- x

8y
X (1 4- a2) (2 y — sen 2y) 

5*

Môdulos de la seccion: 
axiales Wx% Wy \ polar Wp 
y durante la torsiôn libre W%

Wx x  0,00686£>3x
( 1 —a4)( 1+ a)—2,54a2(l —a)

A 0,288(1 +  a) -  0,212a2
(para las fibras superiores)

Wx x  0,0324D3x
( 1 — a4X 1 +  a)—2,54a2( 1 —a)

x ---------------------------------
1 -h a +  a 2

(para las fibras inferiores)
71 D3

tVy = - — (1 -  Z') X  
64

x  0,05Z)3(1 -  a4)

Wx =
y  i

(para las fibras superiores)

IVX =
y't'

(para las fibras inferiores) 
R3

W , = —  (1 - a 4)x
O

2y — sen 2y  
sen y

Radios de giro

< - f § :

> , - p F

i y =  — \ 'D 3 +  d 3 
'  4

D
-  —  Vi +  «*4

R

sen 2 y
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Forma de la secciôn Area de la secciôn F Coordenadas de los puntos 
extremos de la secciôn

Sector del anillo de paredes 
dclgadas

F  =  2 arS Xi =  r sena

sena
a =

y 180°

x X

y

ô<$ 2 r

El eje y  — y  es principal 
central

Cfrculo con rebajo piano 

h
a =  — >  0,5 

d

El eje y  — y  es principal 
central
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Continuaciàn de la tabla 1

Momcntos de inertie: 
axiales Jx% Jy\ centrifugo Jxy\ 

polar Jp y durante 
la torsiôn libre J%

Môdulos de la secciôn: 
axiales Wx% Wy\ polar Wp 
y durante la torsiôn libre W%

Radios de giro 

i ,  -  )['*■ :

Sr* (
Jx =  y  12a +  sen 2a —

Sr*
f l ' , *  — X 2

r
/ ,  =  -  X 2

4 sen2a^

« J ~~
Fr2 r

=  —■— 12a 4- sen 2ot — 
4ot v

4 sen2a
2a H- sen 2a —---------

a
x ---------------------------

scn a
a

1 / scn 2a 4scn2a
* p + — - . .

4 sen2a,j (para las fibras superiores) 1 [  sen 2a
a J

ôr2
Jy =  - y -  (2a — scn 2a) =  

Fr2
---------(2a — scn 2a)

4a

Sr*
Wx * — X

_ _ 4sen*a
2a -f scn 2 a ------------

ax -------------------------------

X P "  a

scn a
-----  — cosa

a

(para las fibras inferiores)

Sr2 2a —scn a
B » *  - r -----------------'  2 sen a

d* (  h 1

' ‘ =  76  K"1)- |f,  rfs( 2 ,6 a - l )  
* 8(0,3a +  0,7)

dA
=  — (2,6a -  1) 

16 *



Forma de la secciôn Area de la secciôn/7 Coordenadas de los puntos
extremos de la secciôn

Circulo con segmentas 
cortados arriba y abajo

Los ejes x  — x  e y  — y  
son principales centrales

Circulo con segmentas 
cortados por cuatro lados

a) b =  d cosa 
h =  d  sena

d 2
F  =  —  (2a +  sen 2a)

4

d
b) b = -  ; h = 0,866/

F  =  0,74d2;

d
c) b =■ —; h = 0,943d

3

F =  0 ,m d 2

=  0,694d2

yi =  0,433d

yi =  0,471</

x 1 = y1 =  0,433</

Los ejes a: — x e y — y  
son principales centrales
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Continuaciôn de la tabla 1

M om entos de inercia: 
axiales Jxt Jy \ centrifugo Jxy; 

polar Jp y durante 
la torsidn libre Jt

M ôdulos de la secdôn:  
axiales Wxt Wy \ polar Wp 
y durante la torsiôn libre Wt

Radios de giro

' » - ^ T

d 4 (  s e n  4a.\

J
d i (  s e n  2a

J » - n [ * +  2 +

s e n 2 a c o s 2a  

+  3  )

w' - S  (“ -  T )1 6  s e n a  J. 4  )  

d 3 (  s e n  2a

s e n 2 a c o s aa  A

+  3  J

|
s

k
KIl 

II 
• *

J x =  0 ,0 3 9 5 d* W x  =  0 .0 9 1 2 » /3 ix  =  0 ,2 3  W

J y --- 0 .0 4 8 5 » /4 Wy =  0 ,0 9 7 J 3 » , =  0 ,2 5 6d

=  0 ,0 4 6  l d l Wx  =  0 ,0 9 7 8 < /3 ix  =  0,244d

Jy  =  0 ,0 4 9 < /4 Wy  =  0 ,0 9 8 < /3 iy  =  0 ,2 5 2 » /

/ *  =  / , =  0 ,0 3 8 d* Wx =  Wy =  0,0S7d3 ix  =  iy =  0 ,2 3 4 J
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Forma de la secdôn Area de la tecciôn F

Hexâgono regular F =  0,86&/2 =

y
5s

X__

5s

X

y

=  2,598R*

Los ejes x  — x  e y  — y  
son principales centrales

Coordeaadas de los puntot
extiemos de la secciôn

Octâgono regular F  =  0,828rf* =  
=  4,828c*
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Continuaciôn de la tabla 1

Momentos de inercia: 
axiales Jxt Jy ; centrifugo J x y \ 

polar Jp y durante 
la toniôn libre /»

Môdulos de la seccidn: 
axiales Wx% Wy \ polar Wp 
y durante la torsiôn libre Wx

Radios de giro

5Ÿ3
J ,  = J ,=  — R ' =  

=  0.5413K4 =  0,06d*

5
Wx — — R? =  0,625F* =  

8
=  0,12d 3

/ ,  =  iy =  0,456F =
=* 0,263d

d *
/ ,  =  0,533F —  

4
W , =  0,5413F* =  0,06d*

W. =  0,436F —
‘ 2

^  =  ^  =  ^ , = Wx = Wy =  0,6906F8 = Î* =  iy =  V, =  0,257d

_  1 +  21/2 r 4 _  
6

=  0,1095d* 
Respecto a la diagonal

*= 0,638F4 -  0,0547d4 Wy% =  0,638F3 =  0.1012J8

d 2
/ t =  0,52F—  

4

d
W  t =  0,447F -  

2

/ ,  =  /  =  — (6K * — «*) =  
* *» 24

1 f  6 R * - a a 
l* "  y 24

mir
= ----- (6F2 -  a2)

48 1 r  12r» +  a*
/jt* ~  |r 48p

^ = ^ , =  ü (1 2 ri+ fli) =

-  —  (12r*+a*) 
96
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Forma de la secciôn Area de la secciôn F Coordenadas de los puntos
extremos de la secciôn

Secciôn circular con un 
chavetero

El eje y — y  es principal 
central

Secciôn circular con dos 
chaveteros

F
nd2
4

Los ejes x  — x  e y  — y  
son principales centrales

Pila de puente con 
redondeos

Los ejes jc — a* e y — y  
son centrales principales

d

+  h 
2 2 +  «)

yi =
h
1
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Continuaciôn de la tabla 1

Momentos de inercia: 
axiales Jxt Jy; centrifugo Jxy; 

polar Jp y durante 
la torsiôn libre Jt

Môdulos de la secciôn: 
axiales Wxt Wy; polar Wp 
y durante la torsiôn libre Wx

Radios de giro

‘’ - n

nd* bt(d -  0* 
* 6 4  4 

nd* bt(d -  t )3 
‘ ~  32 4

itdz bt(d — t ) 2
Wjr X ------------------------

32 2d

nd3 bt(d — t )3
w . « ------------------------

‘ 16 2 d

<-Vï

7id* bt(d — t ) 2 j  ~ --------- --------------
* 64 2

7td* bt(d — t)*
J . fti --------------------- —

1 32 2

7td3 bt(d  — t ) 2 
"■■“ j !  d

nd3 bl(d -  0*  
K U  d

bh2 ( 3n  ̂
/ t  --------- 11 H--------oc I
* 12 1 16 J

hb2
Jy =  —  [1 +  0,165a3 +  

+  3to(0,5 +  0,212a)3]

bh2 [ 3n \
^  =  ~ 6~  l1 +  T ?  aJ

AA3
fVy = ~ - - ri +  0,165a3 +  

6(1 +  a)
+  3jra(0,5 +  0,212a)3]

' ' - F t

--F ?
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Forma de la secciôn

Elipsc

Area de la secciôn F Coordenadas de los puntos
extremos de la secciôn

F  =  nab *1 =  b

Los ejcs x  — x  c y  — y  
son centrales principales

El eje y  — y  es principal 
central



Continuaciôn de la tabla 1

Momentos de inercia: 
axiales Jx rJy \  centrifugo Jxy; 

polar Jp y durante 
la torsiôn libre J%

Môdulos de la secciôn: 
axiales Wx% Wy \ polar Wp 
y durante la torsiôn libre Wt

itcPb Fa*
4 =  T  

«  0,785<r>6 

nab? Fb*
4 = ~

na*bIIà? «0,785a*b

nab*
4 «  0,785«fc*

nb*a

/„  =  — ^ (a*+  **) =

= — (<,* + b*)
4

ncPb2 
Jt = a* + b* =

F» F*

n*(a*.+ b*) ~  4n*Jp

En los extremos del eje 
menor

M t 2 M t
Tmàx ~  - j j T  ~  nbt a

En los extremos del eje 
mayor

Radios de giro

*x =
a
2
b
2

- wfî - 
-2w(l-

i i .
9 n )

— )9 n *  J

Jy =
nab3
T"

Fb2
"T"

(para las fibras inferiores)

(para las fibras superiores)

nab2

8 ~  

0,392ab2
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Forma de la secciôn Area de la secciôn F Coordenadas de los puntos
extrcmos de la secciôn

Un cuarto de la elipse F
nab
T *1 =

4
3;r

F = 7t(ab — axb{)

y i =
_4_
3jt

a

= 6

Los ejes x  — x  e y  — y  
son centrales principales

y x = a 

a — ax = b — bx — ô

a
~b

a

bx

h .
b

=  n > 1

«  « <  1
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Continuaciôn de la tabla 1

Momcntos de inercia: 
axiales /*. Jy\ oentrifugo Jxy\ 

polar J9 y durante 
la torsiôn libre Jt

Môdulos de la secciôn: 
axiales Wx, Wy \ polar Wp 
y durante la torsiôn libre Wt

Radios de giro

'  1 16 9* 1

' •  -  ‘■‘ ■ ( t ï  - s )  -

=  4n 4 - -------- — )
1 16 9»* J

=

=  -  ba*(—  -  - )
4 V16 9 J

(para las fibras inferiores) 

^ rai„ =

=  -  a b 4 —  -
4 i  16 9 J 

(para las fibras derechas)

-tH ir

71 n azb — afbx y h
Jx =  — (a3b -  «  

4 1 W* ~  ~7 --------------- *4 a '* j  F

«  — a \a  +  3 b)ô 
4 K — a(a +  3b)ô 

4
n n ab3 -  aybf I

Jy =  — (a*3 -  « ^ = 4  6 «

«  — ô2(6 +  3a)<5 
4

«  -  b(b +  3 a)ô 
4

Los valores aproximados de /  y W  son vâlidos cuando
las relaciones ô: ax y ô: bx son pequeâas

7zb*ttz nb*n
=  jj , .. 0  «4)n2 -f l

w x =  —  (1 -  <**)

En el extremo del semieje 
menor

M t
r m ix  -

en el extremo del semieje 
mayor

TmâxT =  -------
n

Cuando el espesor es pequeno, 
la distribuciôn de las ten- 
siones por la secciôn puede 
considerarsc uniforme 

M t 
2 Fô
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Forma de la sccciôn Area de la secciôn F Coordenadas de los puntos
extrêmes de la secciôn

Segmento parabôlico

El eje y  — y  es principal 
central

h

h

Semisegmento parabôlico

Triângulo circular F = 0 , 2 1 5 r 2 *1  =  JKi =  0 ,2 2 3 r 

“  0 ,7 7 7 r



Continuaciôtt de la tabla J

Monientos de inercia: 
axiales Jxt Jy \ centrifugo Jx y \ 

polar Jp y durante 
la torsiôn libre Jt

Môdulos de la secciôn: 
axiales Wx% Wy ; polar W 9 
y durante la torsiôn libre W%

Radios de giro

’ - V - i

8 12Fh2
J x  = -------bh3 = ------------

* 175 175

16 „ 8 Fh*
J r =  ------ bh3 =  ---------

** 105 35

2 . . .  3Fh3
J r =  -  bh 3 -- ----------

*» 7 7

hb 3 Fb3 
J , ~  30 20

Wx =  —  bh1
* 35

(para las fibras inferiores) 
8

Wx = ------ bh2
* 105

(para las fibras superiores) 
hb2

W y ~  T T

b
iv = -------

2^5

4 12/V
= -------bh3 =  -------—

* 175 175 • ' « - . - ■ S * * *

(para las fibras inferiores)

/ x = / ,  =  0,00755r4

=  0,003r4

=  J„  =  0,0181r4 *» Jj
=  0,0121r 4

Wx , =  0,0097r3
2 min
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Forma de la secciôn Area de la secciôn F Coordeoadas de los puntos
extremos de la secciôn

Secciôn hueca lenticular

Los ejes x  — x  e y  — y  
son centrales principales

F  =  a^l -h 

+  ctg* y j  hô =

OLÔ
—  (h2 +  b2) =  4a rô 
h

a
b = h ctg —

ô + h

Hierro ondulado (las ondas 
son fonnadas por arcos 
parabôlicos)

El eje y — y  es principal 
central

F =
b

12,50 — x  
h

[Ah
T  +

~  I  <5(26 +  5,2//) 
3

b,

b2

b
7
h + s  

2
h - ô

2
b H- 2,6Ô

4
b ~  2,6Ô 

4
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Conîinuaciôn de la tabla 1

Momentos de inertie: 
axiales Jx , Jyi centrlfugo Jxy ; 

polar Jp y durante 
la torslôn libre J t

Môdulos de la secciôn: 
axiales lVxt Wy \ polar Wp 
y durante la torsiôn libre IV t

Radios de giro

Jx = r*ô [2a(2 +
+  cos 2a) — 3 sen 2a] =  

Fr2
= -------[2a(2 -f cos 2a) —

4a

— 3 sen 2a]

Jy =  r*<S(2a — sen 2a) =  
Fr2

= -------(2a — sen 2a)
4a

Wx

fVy

J'i

£y.
*1

S + h •x =  r x
1[2  4- cos 2a 3 sen2a

x y 2 4 a

•y-= rx

V 1 sen 2a
x / — -— .. =

r 2 4a

r i / sen 2a.
=  — / 2 -----------

2 y a

Jx =
1280 1 
21 ~b (biy\ -

-  b# '*) =

“  (6l> i “  M 8) =

+  2,6S(y\ +  j f ) ]

2JX
h +  ô

} [  ~  
y (5(2b +  5,2A) ~

/v 1,35 x

y  l u i  -  b2y ’*

V S(2b + 5,2h)
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Forma de la secciôn Area de la secciôn F Coordenadas de los puntos
extremos de la secciôn

Perfil canal laminado estân- 
dar puesto de canto

Las formulas son aproxi- 
madas, h, cm

El eje x  — x  es principal 
central

Hierro ondulado (las ondas 
son formadas por arcos 
circulares)

i

*1

y\

b_
"2

h + ô

El eje y — y  es principal 
central



Continuaciôn de la tabla 1

Momentos de inercia: 
axiales Jxt Jy ; centrifugo Jxy; 

polar Jp y  durante 
la torsiôn libre Jt

Môdulos de la secciôn: 
axiales Wx , Wy ; polar Wy 
y durante la torsiôn libre Wt

Radios de giro

• - W -

‘. - V f

s (  « * •
4 (. 16 +bht +

II -F?
n b h \  2 t \

+  2 * + T * ' )

h(h  +  5)* 
x ~  162

(h  +  5)3
W x  «  ------ -- ------

81 -F?
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Forma de la secciôn Area de la secciôn F Coordenadas de los puntos
extremos de la secciôn

Doble T laminado estândar 
puesto de canto

y

X X

trrfi

y

Las fôrmulas son aproxi- 
madas, /i, cm 

Los ejes x  — x  e y  — y  
son principales centrales

Secciôn de carril ferroviario 
(fôrmulas aproximadas) F  «  0,238/i2 y 1 «  0,5h

El eje y  — y  es principal 
central

Secciôn de cualquier forma. 
Las fôrmulas pueden utili- 
zarse solamente para la 
evaluaciôn aproximada del 
valor del momento de 
incrcia y del môdulo de la 
secciôn respecto al eje 
central

F  es el ârea dentro del 
contorno exterior de la 
secciôn

h y b son la altura y el 
ancho de la secciôn

s y t son el perlmetro y 
espesor (para la secciôn 
hueca)
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Continuaciôn de la tabla 1

Momentos de inercia: 
axiales Jxt Jy; centrifugo JXy\ 

polar Jp y durante 
la torsiôn libre Jt

Môdulos de la secciôn: 
axiales Wx% Wy ; polar Wp 
y durante la torsiôn libre Wt

Radios de giro 

-, -

(A +  2)’h(h + 2)s i /" z r/„  g  ---------------
* 102 W* a  51 '* y p

Jx a  0.032A4 Wx «  0.064/13 ix x  0,37/i

Para la secciôn maciza

J  /v ___
~  12ô

Para la secciôn maciza 
simétrica

F2
W x  -----

6b

Error ~15%

Para la sccciôn hueca

Fh r
J * T b [s +

F(b -  A) 1
+ — » r -  y

Para la secciôn hueca 
simétrica

W \

bh
Error ~25%
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O wn h*es5 es"
«o oo m o es" m"

K Z'I 1,3 «O •o —h

1
8

•Om" 3,5 «o «o•4t" «o

!a§ **» en m tj- m m rf m tT en
H

« 20

«oes 00CS esm vom §

"ST3OImV per
fil <N «o(N 00es" CSen 3,6

£

88



3 8 8
en oo esen en r f ©  es r -VN VN VN On r f  oo 

no r -  r -
00 ©  S* ON CS
00 ON ON ON ©

es no ©  VN 00O  1-H H  v-M
r -  o \ en r -  
i-r vh es es^

en t—- —h vn 
r f  r f  vn vn

l-l ^ H r t « 1-^ 1-1 ~H ^  ^ VH i-H i-H —H CS es r i  es* r i  es es* es* es* es" es* m" es" r i

3 2 8 r f  NO ON en en es i- l VN © ©  r*  r f  1-H ON no ov^en ©  © es ©  ©
o C r i vTi-H hH r i  no ©r

^H »H (S
©  en os 
CS CS CS

en ©n 
m  s -  vn

1-H NO 0 0  ©  1-H
VN VN VO OO ON

on m* oo m" r -  
NO 00 ON i-H es—H i-H

en* es" on* r-" Os ©  i-H m
1-H vH l-H

VN ON r f  onr f  NO ON VH 
1-H 1—1 i-H fS

ON ON 00 00 00 00 ©  0 \ 00 
©  on on

(N - h © VN VN Tf
e s e s  es On on oo r -  r -  en en en m  en on oo oo r -  vor f  r f  r f  r f  * on oo oo r -VN VN VN VN on oo r*  r -  r ^  r ^  r ^

©  O  © ' 1-H O  © VH VH H  1-H 1H VH vH VH H  —H

<N en 
<h  S

vs ©  mOn 00 NO ©  *—< ON 00 r f  VN i-i es
00 VN CS ©  CS VN 00 © S ’ en ^h oô vn oo vn ©  en ©  ̂on̂  oô  vq
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Q 11
H

5B.H u CO CO OO CO CM CO VO © ON vo CO co^  a (N CO vo vo ON d VO 00 oo 8 VD
O i—4 1 1—4 ■“* CM CM CM m co r-

s5§ 8 8 ©co 8 8 ©d © 8 ©00 ©CO © Ovn sO <N vn vo CO ON CM oo © 00 ClS fH i—i VH CN CM CM co »n 00 © vn

c4 !0 - 60 rn tc d OO ©^ vo oo c^ 00 vn co
g s-4* VO c-* OO ON ,-r CM* d* «n* C-* *—t vo* oo
s -S a i-H T*̂ CM CM CM CM CM co CO TC

U , « «N d «S, 00 VO CM vn •n •n
O c i co vn* VO* oo ©" cf vn* ©* £ co* 1—4

Ü-- « g (N cm CM CM CM CM co co co Tt vn vo

©. ©^ vo vn ©^ ©^ ©^ ©, vn vn vn
*■» •O *cT *n vn* vo* VO VO* VO* sD* C-* 00 ON

©^ O vo «n vn vn ©^ ©^
û$ oC on* o s oi © © O ©* CM* CO Tl- vn

*“* r—’ 1—4 ,—l

B co ©^ r*̂ vn CM̂ © r- vn ©^ vo vnU w oo oC oC ON* ON ©* ©* o" ©" ,_T 1—4 CM* ci
5 *-• iH i—( 1-H T—t
uTO
*s 1 - 4 1-H CM CM d^ VO vo © vn © vn ©^
B *o *n <0 •O vn* «n* vn* vn* «n* vo* vo C-* t~-* oo*
H

O d - VO © CM r- O vn vn 8 vn © vnr- r» OO 00 oo Ov Cv ON © i-̂

|
•O

o O © 8 © © O © © © © © ©oo oo © CM « d d r- © co MO ©•Sî CM CM CM CM CN CM co co CO t C

OM •oj — cd cd cd cdc «ü*r 00 oo © © CM CM d d C' © co vo ©
‘3 & 2  R

CM CM CM CM CM CM CM co ĈJ co t C
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Capftulo 3

FUERZAS EXTERIORES E INTERIORES. 
MÉTODO DE SECCIONES.
DIAGRAMAS DE FUERZAS INTERIORES. 
TENSIONES EN LA SECCIÔN

g 13. Clasificaci6n de las fuerzas exteriores
Se Jlaman fuerzas exteriores o cargos las fuerzas de interacciôn entre el ele- 

mento examinadodela estructura y los cuerpos relacionados con él. Si las fuerzas 
exteriores son resultado de una interacciôn directa, por contacto, de dicho 
cuerpo con otros cuerpos, entonces éstas estân aplicadas solamente a los puntos 
de la superficie del cuerpo en el lugar del contacto y se llaman fuerzas superficiales. 
Estas pueden estar distribuidas continuamente por toda la superficie del cuerpo 
o una parte de ella. La magnitud de la carga por unidad del ârea se dénomma 
intensidad de la carga, se désigna, generalmente, por la letra p  y se mide en 
kgf/cma, kgf/m2 o tf/m2. En el Sistema Intemacional de Unidades (SI) la unidad 
de fuerza es newton (N). Es la fuerza que comunica a un cuerpo en reposo con 
masa de 1 kg una aceleraciôn igual a 1 m/s2. El newton se mide en kgm /s2

1 kgf =  9,81 N; 1 N =  0,102 kgf.
La unidad de presiôn es newton por métro cuadrado (N/m2). En los câlculos

kgf N N
de ingenieria puede tomarse 1 — -  «  10 3 —-  =  10 — -  •

cm2 m2 cm2
La carga distribuida por la superficie (fig. 26, a) y reducida al piano princi

pal (fig, 26, b) se llama carga lineal, se désigna, generalmente, por la letra q 
y se mide en kgf/cm, kgf/m o tf/m. El carâcter del cambio de q por la longitud 
se représenta, por régla general, en forma de diagrama (grâfico) de q.

En el caso de una carga uniformemente distribuida (fig. 26, à) el diagrama 
de q es rectangular (fig. 26, b). Cuando actüa la presiôn hidrostâtica, el dia
grama de q es triangular (fig. 26, c).

4”Pt>
g i i i i i i ï i i *

t --------v  =m
b o

Fig. 26
La résultante de la carga distribuida es igual numéricamente al ârea de su 

diagrama y  està aplicada en su centro de gravedad. Si la carga esté distribuida 
sobre una parte pequena de la superficie del cuerpo, siempre se sustituye por la 
résultante llamada fuerza concentrada P  (kgf o tf).

Se dan casos de cargas que pueden representarse en forma de momento (par) 
concentrado. Los momentos M  (kgf«cm o tf«m) se representan, generalmente, 
mediante uno de los dos modos (fig. 27, a, b) o en forma de un vector perpendi- 
cular al piano de acciôn del par. A diferencia del vector de la fuerza, el del 
momento se représenta en forma de dos fléchas o con llnea ondulada (fig. 27, 
c, d). El vector del momento se considéra dirigido en el sentido de las maneci- 
llas del reloj.
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Las fuerzas que no son resultado del contacto de dos fuerzas, sino apli- 
cadas a cada punto del volumen ocupado por el cuerpo (peso muerto, fuerzas 
de inercia) se llaman fuerzas volumétricas o de masa.

Segun sea el carâcter de aplicaciôn de las fuerzas en funciôn del tiempo, se 
distinguen cargas estàticas y dinàmicas. La carga se considéra estâtica si crece 
relativamente lenta y suavemente (aunque sea durante algunos segundos) desde

cero hasta su valor final, y luego se mantiene constante. En este caso se puede 
prescindir de las aceleraciones de las masas deformadas y, por consiguiente, de 
las fuerzas de inercia.

Las cargas dinàmicas van acompanadas de aceleraciones considérables tanto 
del cuerpo deformado como de los cuerpos que interaccionan con él. En dicho 
caso ya no se puede prescindir de las fuerzas de inercia que aparecen. Las cargas 
dinàmicas se dividen en aplicadas momentâneamentey de choque (de impacto) y 
repetidas.

La carga aplicada momentâneamente crece desde cero hasta el valor mâximo 
durante fracciones de segundo. Taies cargas aparecen durante la inflamaciôn 
del carburante en el cilindro del motor de combustiôn interna o durante el arran- 
que del tren. .

La carga de impacto consiste en que el cuerpo que provoca dicha carga, en el 
momento de su aplicaciôn, tiene cierta energfa cinética. Tal carga aparece, por 
ejemplo, al hincar pilotes mediante martinete, en los elementos del martillo 
de forja.

La carga repetida se caracteriza por su periodicidad continua. Los vâstagos, 
ârboles, ejes de los vagones ferroviarios, elementos oscilatorios de las estruc- 
turas, etc. soportan taies cargas durante el trabajo.

§ 14. Fuerzas interiores. Método de secciones.
Diagramas de las fuerzas interiores

Entre las partlculas vecinas de cualquier cuerpo (cristales, moléculas, âtomos) 
siempre existen ciertas fuerzas de interacciôn, o fuerzas interiores, que tienden 
a conservar el cuerpo en su integraciôn, contrarrestando todo lo que puede cam- 
biar la disposiciôn mutua de las particulas, es decir, deformar el cuerpo.

Las fuerzas exteriores, al contrario, siempre tienden a provocar la defor- 
maciôn del cuerpo.

El valor de las fuerzas interiores que actuan entre dos particulas cualesquiera 
serâ diferente en el cuerpo cargado y no cargado.

En la resistencia de materiales no se toman en consideraciôn las fuerzas 
interiores que actuan en el cuerpo no cargado, examinândose aquellas fuerzas 
interiores complementarias que aparecen al cargar el cuerpo. Estas fuerzas inte
riores complementarias de interacciôn, que surgen como resultado de la carga, 
a menudo se denominan esfuerzos.

Con el fin de revelar las fuerzas interiores que surgen en el cuerpo sujeto a 
la carga, en la resistencia de materias se hace uso del método de secciones.

La esencia de dicho método consiste en seccionar mentalmente el cuerpo 
cargado (fig. 28, a) en dos partes A y B por medio de algün piano. Con el pro- 
pôsito de que cada una de estas partes se encuentre en equilibrio bajo la acciôn 
de las cargas exteriores aplicadas, es necesario sustituir la acciôn de la parte

a b c d
Fig. 27
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cortada por cierto sistema de fuerzas interiores en la secciôn. Estas fuerzas no 
son sino las fuerzas de interacciôn entre las partes A y B  del cuerpo. Las fuerzas 
interiores que actüan en la secciôn por el lado de la parte At de acuerdo con la 
tercera ley de Newton, son iguales en magnitud y contrariosen direcciôn a las 
fuerzas interiores que actüan en la secciôn por el lado de la parte B  (fig. 28, b).

Se puede reducir las fuerzas inte
riores distribuidas por la secciôn, 
como cualquier sistema de fuerzas, a 
un punto (por ejemplo, al centro de 
gravedad de la secciôn), y como re- 
sultado obtendremos en cada lado de 
la secciôn un vector principal y un 
momento principal de las fuerzas inte
riores en la secciôn (fig. 28, c). Si se 
trata de una barra, ésta se corta, gene
ral mente, por un piano perpendicular 
al eje (fig. 29, a). Al proyectar el vec
tor principal y el momento principal 
sobre el eje z de la barra y los ejes 
principales centrales de la secciôn y  y x  
obtendremos sobre cada lado de la sec
ciôn seis fadores interiores de fuerza  
(fig. 29, b): très fuerzas (/V, Qyf Qx) 
y très momentos (Àfz, Àf», M x). Est os 
valores se denominan esfuerzos y mo
mentos en la secciôn de la barra.

Como se ve de la figura N  provoca la deformaciôn longitudinal de la barra 
(tracciôn o compresiôn); Qy y QXi el desplazamiento de los lados de la secciôn 
en la direcciôn de los ejes y  y x 9 respectivamente; M 2 provoca la torsiôn de 
la barra; My y M Xi la flexiôn de la barra en los pianos principales xz e yz. Por 
eso para los esfuerzos y momentos en la secciôn se tomaron las siguientes deno- 
minaciones :

N  es la fuerza longitudinal o axial (dirigida a lo largo del eje);
Qy y Qx son las fuerzas codantes (o transversales, pero con menor frecuencia);
M z =  M t es el momento torsional; 

y M x son los momentos flectores.

Fig. 29
Se pueden dar las siguientes definiciones a los componentes indicados de los 

esfuerzos interiores: la fuerza longitudinal N  es la suma de las proyecciones de 
todas las fuerzas interiores que actüan en la secciôn sobre la normal, a la secciôn 
(o sobre el eje de la barra); las fuerzas cortantes Qy y Qx son las sumas de las 
proyecciones de todas las fuerzas interiores en la secciôn sobre los ejes principales 
centrales de la secciôn x  e y, respectivamente; EL momento torsional M z (o M t) 
es la suma de los momentos de todas las fuerzas interiores en la secciôn respecta 
al eje de la barra; LOS momentos de flexion M x y My son las sumas de los mo-
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mentos de todas las fuerzas interiores en la secciôn respecto a los ejes principales 
centrales de inercia x  e y  de la secciôn, respectivamente.

Para el câlculo prâctico de los esfuerzos y momentos en la secciôn hay que 
tener en cuenta lo siguiente: N  es igual numéricamente a la suma algebraica de las 
proyecciones de todas las fuerzas exteriores que actüan sobre una de las partes 
(izquierda o derecha) de la barra seccionada, sobre el eje de la barra (sobre la 
normal a la secciôn); Qy, lo mismo, sobre el eje y ; Qx, lo mismo, sobre el eje 
x; M t es igual numéricamente a la suma algebraica de los niomentos de todas 
las fuerzas exteriores que actüan sobre una de las partes (izquierda o derecha) 
de la barra seccionada, respecto al eje de la barra; My, lo mismo, respecto 
al eje y; M x, lo mismo, respecto al eje x .

En difinitiva, el método de secciones permite hallar todos los esfuerzos y 
momentos en cualquier secciôn de la barra sujeta a cualquier carga.

Con este propôsito es necesario hacer lo siguiente:
1. Hallar los ejes principales centrales de la secciôn transversal de la barra.
2. Imaginarse mentalmente la secciôn transversal de la barra justamente 

en el lugar donde es necesario hallar los esfuerzos y momentos.
3. Calcular los esfuerzos N , Qy, Qx y momentos A/t, My, M x como sumas 

algebraicas de las proyecciones y los momentos de las fuerzas exteriores que 
actüan sobre una de las partes (izquierda o derecha con respecto a la secciôn) 
de la barra seccionada, generalmente sobre aquella en la que las proyecciones y 
los momentos se calculan con mayor facilidad.

Los esfuerzos y momentos en diferentes secciones de la misma barra, en el 
caso general, son distintos. Los grâficos que muestran cômo cambian los esfuerzos 
y  momentos durante el paso de secciôn a secciôn se denominan diagramas de esfuer
zos y  momentos.

Durante la construcciôn de los diagramas se recomienda hacer uso de las 
siguientes réglas:

1. El eje (la base) sobre el cual se construye el diagrama siempre se elige 
de manera tal que sea paralelo al eje de la barra (o coïncida con él).

2. Las ordenadas de los diagramas que expresan, en escala elegida, la mag- 
nitud del esfuerzo o momento, se colocan a partir de la base del diagrama por 
la perpendicular.

3. Se acostumbra sombrear los diagramas con lineas perpendiculares a la 
base. Los valores positivos de los esfuerzos o momentos se colocan arriba de la 
base, los negativos abajo.

4. Sobre los diagramas se ponen numéros que indican valores de las ordenadas 
caracteristicas, y en el campo del diagrama, en un circulo, el signo del esfuerzo.

Al construir los diagramas de fuerzas longitudinales y momentos torsionales 
se recomienda emplear las siguientes réglas en lo que se refïere a sus signos:

1. La fuerza longitudinal N  se consi
déra positiva si provoca tracciôn, y  nega- 
tiva, si provoca compresiôn.

2. El momento torsional M t se consi
déra positivo si, al observar por el tope a 
lo largo del eje de la parte examinada, éste 
actüa en el sentido de las manecillas del 
reloj (fig. 30).

Los ejemplos de construcciôn de los 
diagramas de fuerzas longitudinales pue- 
den verse en las figs. 31, 32, 33 (ax =  

=  arctg yFx\ a2 =  arctg y F2; y es el peso volumétrico). El diagrama de 
momentos torsionales para un ârbol de transmisiôn, cuyo esquema aparece en 
la fig. 34, a, se muestra en la fig. 34, b. En la fig. 34, c puede verse la direc- 
ciôn del momento mâximo positivo en la secciôn del ârbol examinado.

Antes de pasar a la construcciôn de los diagramas de fuerzas cortantes y 
momentos flexionantes durante la flexion de vigas — parte de la resistencia de
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materiales que tiene importancia substancial para la comprensiôn del compor
ta miento de los elementos de estructuras bajo la carga — hagamos recordar 
algunas nociones bâsicas iniciales relacionadas con las vigas.

Pt 200kg,

200

^ a
l Pi-SOOkgt H

z j
2

II

m i l

400kg! 900kgf 300 kgr
800kg f

Pj**300kgf
C *

® * 9 /
300kgf

Fig. 31

C
• m Fiv' P+yfia+YFi (Fc

'z
Fig. 33

Fig. 32

§ 15. Vigas y sus apoyos

Se entienden por vigas barras rectilfneas que trabajan a flexiôn. Se llama 
flexion plana de la viga una flexiôn en que todas las fuerzas dadas se encuentran 
en un piano (de fuerza) (flg. 35, a), coincidiendo éste con uno de los pianos 
principales de la viga.
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Durante el câlculo se acostumbra sustituir la viga por su eje (fig. 35, b), 
todas las cargas tienen que reducirse a este eje y el piano de fuerza coincidirâ 
con el piano de la figura.

Toda la diversidad de los dispositivos de apoyo existentes de las vigas se 
esquematiza en forma de los siguientes très tipos principales de apoyos.

Apoyo articuîado môvil (fig. 36, a), en el cual puede surgir solamente una 
componente de la reacciôn RA dirigida a lo largo de la barra de apoyo.

i r  y r  " tp H tr
*Ra A a

a à c
Fig. 36

Apoyo articuîado inmôvil (fig. 36, b), en el cual puedcn surgir dos compo- 
nentes, a saber: la reacciôn vertical RA y la horizontal HA.

Apoyo rigido o empotramiento, donde pueden existir très componentes: las 
reacciones vertical (RA) y horizontal (HA) y el momento de apoyo M A (fig. 36, c).

Todas las reacciones y los momentos se consideran aplicados en el punto A , 
el centro de gravedad de la secciôn de apoyo.

La viga mostrada en la fig. 37, a se llama simple, de una luz o de dos apoyos, 
y la distancia / entre los apoyos se llama luz.

Se llama voladizo la viga empotrada en un extremo y que no tiene otros 
apoyos (fig. 35, ô), o una parte de la viga que sobresalc del apoyo (la parte BC 
en la fig. 37, b y las partes AC  y BD en la fig. 37, c). Las vigas que tienen partes 
sobresalientes se denominan voladizas.

La viga se llama estàticamente determinada (isostâtica) si el numéro de las 
reacciones de apoyo incôgnitas no sobrepasa las très ; en el caso contrario la viga 
se considéra estàticamente indeterminada (hiperestâtica). Las vigas mostradas 
en las figs. 35 y 37 son isostâticas, y la viga que aparece en la fig. 38, a se

yj.

a b

Fig. 37
llama continua y es estàticamente indeterminada, porque tiene cinco reacciones de 
apoyo incôgnitas: très en el apoyo A y una en cada uno de los apoyos B y C. 
Poniendo, por ejemplo, articulaciones en dos secciones cualesquiera de la pri
mera luz de la viga (puntos D y E  en la fig. 38, b), obtenemos una viga arti-

iA D B

T
C

" X T

Fig. 38
culada estàticamente determinada, ya que cada articulaciôn intermedia anade 
a las très ecuaciones principales de la estâtica una complementaria, pues la suma 
de los momentos, respecto al centro de la articulaciôn, de todas las fuerzas 
situadas a un lado de ésta es igual a cero.

106



§ 16. Câlculo de las reacciones

Para poder empezar a construir los diagramas de esfuerzos interiores es nece- 
sario conocer todas las cargas exteriores, incluidas las reacciones que deben 
hallarse de antemano.

Durante la determinaciôn de las reacciones se recomienda observar el si- 
guiente orden que ilustramos en el ejemplo de una viga simple (fig. 37, a):

1. Designando los apoyos con las letras A y B, hallamos las très reacciones 
incôgnitas RA% RB y HA de las siguientes ecuaciones de equilibrio:

la suma de las proyecciones de todas las fuerzas sobre el eje de la viga es 
igual a cero

S  Z = 0.
de donde hallamos HA\

la suma de los momentos de todas las fuerzas respecto a la articulaciôn de 
apoyo A es igual a cero

' S M^ =  0>
de donde hallamos RB\

la suma de los momentos de todas las fuerzas respecto a la articulaciôn de 
apoyo B es igual a cero

S  m b ■= °.
de donde hallamos RA.

2. Para el control se puede utilizar la condiciôn de igualdad a cero de la suma 
de las proyecciones de todas las fuerzas sobre el eje y,

£ y = o
o la condiciôn de igualdad a cero de la suma de los momentos respecto a cualquier 
punto C distinto de A y £, es decir,

X>c = 0.
3. Si al final del câlculo alguna reacciôn résulta negativa, es nccesario cam- 

biar en la figura su direcciôn en la contraria en comparaciôn con la direcciôn 
aceptada al principio del câlculo.

4. Si las cargas que actüan sobre la viga son perpendiculares a su eje, en
fonces Ha  =  0 y no se utiliza la ecuaciôn 0.

§ 17. Esfuerzos y momentos en las secciones de la viga.
Construcciôn de los diagramas de Q y M

Durante la flexion plana toda la carga estâ situada en el piano principal zy 
de la viga (fig. 35, à), por eso no da proyecciones sobre el eje x  y momentos 
respecto a los ejes z e y, Por lo tanto, en cada secciôn de la viga

q x =  M z =  M t M y =  0

y los très valores: N, Qy y M x que se suelen designar como N, Q y M  serân dis- 
tintos de cero.

Est os esfuerzos actüan en las secciones de los pôrticos y barras curvas. En 
las vigas, cuando la carga se aplica perpendicularmente al eje, la fuerza axial 
N  =  0. Por eso durante el câlculo de las vigas se opéra con la fuerza cortante 
Q y el momento flexionante M.

Durante la construcciôn de los diagramas de fuerzas cortantes Q y momen
tos flectores M  se aceptan las siguientes réglas de signos.

107



L a  f u e r z a  c o r t a n t e  Q en la sccciôn es positiva, cuando sus vectores tienden 
a hacer girar las partes de la viga seccionada en el sentido de las manecillas del 
reloj (fig. 39, a).

E l momento flector M en la secciôn es positivo, si provoca compresiôn 
en las fi bras superiores de la viga (fig. 39, a).

M > 0  0^ 0

Estâ claro que las fuerzas cortantes y los momentos mostrados en la fig. 39,6 
tienen signos negativos. Los diagramas de fuerzas cortantes y momentos fïec- 
tores para vigas cargadas segun diferentes esquemas tfpicos pueden verse en las 
figs. 40—44.

Con la Hnea de trazos estâ mostrada la posiciôn de las vigas en el estado 
deformado.

Para un voladizo soucitado por la fuerza concentRada P en el extRemo 
libre (fig. 40), la fuerza cortante y el momento flector en una secciôn arbitraria 
con abscisa z se han determinado, respectivamente, mediante las formulas:

G(z) =  P ; Af(z) =  — P 'K B  =  - P ( /  -  z).
Para una viga de dos apoyos solicitada por una carga con intensidad q 

distribuida UNIFOF memente por la longitud (fig. 41), las reacciones de los apoys

R A =  r b =  la fuerza cortante y el momento flector se han determinado 

mediante las formulas

GW =  r A - q-A K  =  q -----zj ; M (z) =  RAz - q z .  — - =

2 l / I* }
P a ra  un a  v ig a  d e  dos apoyos s o lic i ta d a  en l a  lu z  por l a  fu e rz a  

CONCENTRADA P  (fig. 42), las reacciones de los apoyos RA=■—  ; RB =  — , la fuerza

cortante y el momento flector se han determinado en el tramo AC(0 <  z <  a) 
mediante las formulas

Pb Pb
Q(z) =  Ra  =  —  ; M (z) = Ra -AK, =  —  z
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Fig. 41

ÿ en el tramo CB(a <  z  <  /), mediante 
las formulas

Q(z) =  -  Bb =  -
Pa
T;

A/(z)  =  * fl- =  —  (/ -  z).  

Para una viga de dos apoyos
CARGADA EN LA LUZ CON MOMENTO
concentrado M x (fig. 43), las reaccioncs 

de los apoyos R a =  Rb — — , la fuerza

cortante y el momento flector se han 
determinado en el tramo AC(0 <  z <  a) 
mediante las formulas

Q(z) =  -  Ra  =  -  ;

M (z)=  - R A .AKl =  -  ~~j ~ z

y en el tramo CB(a <  z <  /), mediante 
las formulas

M 1
Q(Z) =  — R b =  — - i - ;

M (z) = R B-Kt b =  -  ( / - z ) .

En el caso particular, cuando el mo
mento estâ aplicado a la secciôn de apoyo, 
Q(z) y M(z) se determinan por las formu
las de uno de los tramos analizados. Por 
ejemplo, si el momento estâ aplicado en

la secciôn A (fig. 44), entonces Q(z) y 
M(z) se deducen por medio de las fôrmu- 
las del segundo tramo cuando a — o.
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§ 18. Dependencias diferenciales durante la flexion 
de las vigas. Algunas particularidades 
de los diagramas de Q y M

Examinemos una viga con carga arbitraria (fig. 45, a). Entre la intensidad 
q de la carga distribuida, la fuerza cortante Q y el momento de flexiôn M, que 
actûan en cierta secciôn, existen las siguientes dependencias diferenciales, fâcil-

mente deducidas de las condiciones de equilibrio de un elemento con longitud 
dz separado de la viga (fig. 45, b):

_dQ_
dz =  q ; (3.1)

dM
~dT = Q

d*M
dz2 =  Q

(3.2)

(3.3)

En los casos de que en cl tramo examinado actüa un
l^pf • cm

mente distribuido de intensidad m ------------ (fig. 45, c) la

tiene la forma,
cm

momento uniforme - 

expresiôn (3.2) ob-

dM
—  -  Q +  m. (3.4)

dz

Las relaciones (3.1) —(3.4) se llaman dependencias diferenciales durante la 
flexiôn y permiten establecer algunas particularidades de los diagramas de fuerzas 
cor tantes y momentos flectores.

1. En los tramos donde no hay carga distribuida el diagrama de Q estâ limi- 
tado por rectas paralelas a la base, y el diagrama de M, en el caso general, por 
rectas inclinadas (fig. 46).

2. En los tramos donde a la viga se le aplica una carga uniformemente dis
tribuida el diagrama de Q se limita por rectas inclinadas, y el diagrama de M, 
por parâbolas cuadrâticas (fig. 47). Si el diagrama de M  se consïruye sobre las 
fibras comprimidas, la convexidad de la parâbola da hacia el lado contrario 
a la direcciôn de la carga q (fig. 48, a, b).

3. En las secciones en que Q — 0 la tangente al diagrama de M  es paralela 
al eje del diagrama (figs. 47, 48).

4. En los tramos en que Q >  0, M  va creciendo, es decir, las ordenadas 
positivas del diagrama de M  van aumentando de izquierda a derecha, y las nega- 
tivas, van disminuyendo (tramos AC  y BE  en las figs. 46 y 47); en aquellos 
tramos donde Q <  0, M  va disminuyendo (tramos CD y BD en las figs. 46 y 47).

5. En las secciones de la viga solicitadas por las fuerzas concentradas :
a) en el diagrama de Q habrà saltos que tienen el valor y la direcciôn de las
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fuerzas aplicadas (en lasfigs. 46 y 47 estos saltos estân marcados con llneas gruesas 
con fléchas);

b) en el diagrama de M  habrâ inflexiones (fig. 49), ademâs el vértice de la 
inflexiôn estâ dirigido contra la acciôn de la fuerza.

M

^ n m n n i D ________*A&™ c D jF
F ®

Fig. 46 Fig. 47

6. En las secciones donde la viga estâ solicitada por los momentos concen- 
trados, el diagrama de M  tendrâ saltos iguales a estos momentos; el diagrama 
de Q no sufrirâ ningün cambio.

7. Si en el extremo del voladizo o en el apoyo final estâ aplicado un momento 
concentrado, el momento flexionante en esta secciôn es igual al momento exterior 
(secciones C y B  en la fig. 50).

Fig. 48

8. El diagrama de Q es una derivada del diagrama de M. Eslo quiere decir 
que las ordenadas de Q son proporcionales a la tangente del ângulo de inclinaciôn

n
Los diagramas de fuerzas portantes y momentos flectores para vigas con di- 

ferente sujeciôn de los extremos pueden verse en la tabla 7.

de la tangente al diagrama de M  en la fig. 43 a =  P =  arctg

MM,

M

Fig. 49 Fig. 50
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§ 19. Construcciôn de los diagramas 
para los porticos estàticamente determinados

Se entiende por pôrticos los sistemas compuestos de barras unidas con nudos 
rigidos. Se acostumbra denominar columnas las barras verticales del pôrtico, 
y cabezales, las horizontales. La rigidez de los nudos élimina la posibilidad de 
giro mutuo de las barras sujetadas en el nudo, es decir, en el punto nodal los 
ângulos entre sus ejes durante la deformaciôn se mantienen invariables.

Fig. 51

El eje del pôrtico représenta una linea québrada, sin embargo, se puede 
estimar cada su tramo como una viga. Por eso la construcciôn del diagrama para 
un pôrtico se reduce a la construcciôn de los diagramas para cada barra intégrante 
como para la viga. Sin embargo, a diferencia de las vigas simples, en las secciones 
de las barras del pôrtico actüan, generalmente, ademâs de los momentos flec- 
tores M  y fuerzas cortantes Q, también las fuerzas axiales N. Por eso es nece- 
sario construir para los pôrticos los diagramas de Af, Q y N.

Para N  y Q se conservan las réglas de signos aceptadas anteriormente: N  > 0  
si la fuerza axial provoca tracciôn; Q >  0 si el vector de la fuerza hace girar las 
partes del pôrtico seccionado en el sentido de las manecillas del reloj.

Para los momentos de flexion no se establecen réglas especiales de signos, 
tomando positivo cualquier momento segün su propio parecer durante la com- 
posiciôn de las expresiones para M .

Las ordenadas positivas de N y Q se colocan, durante la construcciôn de los 
diagramas, en el Iado exterior, y las negativas, en el lado interior del contorno 
del pôrtico. Pongâmonos de acuerdo de construir los diagramas de M  sobre las 
fibras comprimidas. La determinaciôn de las relaciones incôgnitas debe anteceder 
a la construcciôn de los diagramas.

El ejemplo de construcciôn de los diagramas de N, Q y M  para un pôrtico 
voladizo cargado segün el esquema dado en la fig. 5 1 ,  a puede verse en la fig. 5 1 ,  
bt c, d»

Los valores de los esfuerzos interiores N, Q y M  se han determinado por 
medio de las siguientes formulas para Jos tramos correspondientes (véase la 
fig. 5 1 ,  a).

El tramo AB ( o <  z <  —\

Niz) =  0; Q(z) = - P ;  M(z) =  Pz.

El tramo BC

fi(z) =  0; M ( z ) = P - .
2
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El tramo CD |0 <  z <(0<2< t)
N(z) =  P; Q(z) =  2P; M(z) =  P - -  — 2Pz =  P  —  2 z j.

El tramo D E  |o  <  z <  ~  /J

N(z) =  —2P; Q(z) =  P; M(z) =  l p L  — P  —  z j =  P  -f zj. 

El tramo E K  /  <  z <  / j

N ( z ) = - 2 P ;  fi(z) =  P ; A/(z) =  P  +  z | -  A /=  P  |z  -  -

§ 20. Construcciôn de [os diagramas para las barras curvas

En las secciones transversales de una barra plana curva pueden actuar, lo 
mismo que en los pôrticos, très factores de fuerza: N, Q y Af. En el caso de que 
el eje de la barra curva se traza por un arco circular, es cômodo determinar la 
posiciôn de cualquier secciôn por medio de un sistema polar de coordenadas; 
entonces las fuerzas axial y cortante y el momento flcctor serân funciones del 
ângulo <p \ N(<p), Q(<p), m {(p).

Para N  y Q se quedan las réglas de signos aceptadas anteriormente; los 
diagramas de M , igual que en el caso de los pôrticos, los construimos por el 
lado de las fibras comprimidas.

Un ejemplo de construcciôn de los diagramas N(rp), Q(<p) y M(<p), para 
una barra en voladizo curva cargada segün el esquema dado en la fig. 52, a, 
siendo P1 = 1P2 =  P9 cuando

N{<p) =  (cosç) H- 0,5sen q>) P;

Q(<p) =  (sen<p — 0,5cos <p) P;

M(<p) =  (1 — cosp — 0,5sen <p)PR 

puede verse en la fig. 52, ô, c, d.

Fig. 52

Si la barra curva estâ solicitada por una carga uniformemente distribuida, 
es ütil, durante el câlculo de Q y A/, tener en cuenta el siguiente teorema: la
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résultante de una cargo uniformemente distribuida aplicada a un arco de cualquier 
configuraciôn es igual al producto de la intensidad de la carga por la longitud de la 
cuerda que une los extremos de ese arco, es perpendicular a la cuerda y  posa por 
su centro.

Los diagramas de N(ç>), g(ç>) y M(<p) para una barra curva cargada segûn 
el esquema mostrado en la fig. 53, a pueden verse en la fîg. 53, b9 ct d.

En el tramo 0 <  <p <  a se determinaron N(<p), Q(ç>) y M(<p) a partir de las 
siguientes formulas correspondientes :

N(p) = —P1 sen —  =  — 2qRscn2 —  =  — qR{\ — cos q>)\

q> <p ç
Q(<p) = Pi cos —  =  2<7/!sen—  cos —  =  qRsentp;

M(<p) -  Px ~  =  2tf*2sen2-^- =  q R \  1 - c o s  ç>),

donde Px =  2qRscn ~  es la résultante de la carga distribuida q sobre el arco 
2

que corresponde al ângulo <p.
En el tramo a <  ç>< p

N(<p) =  — P2sen |r/? — =  — 2qRsen sen “  y  J ’
Q(<P) =  P i cos — “ j =  2 q R s c n  — cos “  “ J J

M ((p)  — i V K D 2P 2cos ( ( p  — *— j =  2</Æ2sen y sen  |  <P — —j >
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donde P2 =  2qR sen — es la résultante de la carga distribuida q sobre el arco 
2

AB  que corresponde al éngulo a.

§ 21. Dependencias diferenciales durante la flexion 
de barras curvas planas

Las relaciones diferenciales entre q, Q, N  y M  deducidas de las condiciones 
de equilibrio de un elemento con longitud ds separado de la barra curva (fig. 54 
y 55) cargada arbitrariamente, tienen la siguiente forma:

dN
d(p

dQ
dtp

dM
dtp

= - Q ; (3.5)

= N  +  qr ; (3.6)

=  Qr. (3.7)

É1
2

Considerando rd(p — ds, se puede escribir estas ecuaciones de manera siguiente:
dN Q

(3.8)
~dT~ r

dQ N
(3.9)~  q H------ îds *•

dM
(3.10)

ds =  Q-

Durante la deducciôn de las dependencias senaladas se supuso que el momento 
flector se considéra positivo si provoca compresiôn de las fibras interiores de la 
barra (fibras situadas en el lado côncavo), y la carga distribuida es positiva si 
estâ dirigida hacia el centro de curvatura de la barra. Las dependencias (3.5)— 
(3.10) permiten verificar lo correcto de la composiciôn de las expresiones para 
N(tp), Q(<p) y Las expresiones para los esfuerzos interiores en la barra
curva para diferentes casos de su carga pueden verse en las tablas 8 y 9.
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§ 22. Construcciôn de los diagramas de fuerzas interiores 
para las barras espaciales

En los sistemas de pôrtico,Losejes de cuyas barras componentes no se encuen- 
tran en un piano, al igual que en los sistemas pianos que son influidos por cargas 
espaciales, en las secciones de las barras puedenactuar todos los seis factores 
interiores de fuerza: Nz, Qy, Qx, M z, My, Mx (fig. 29, b). En este caso se siguen

Fig. 56
construyendo los diagramas de momentos flectores sobre las fibras comprimidas, 
ademâs se debe orientarlos de tal mariera que el piano del diagrama coincida con 
el piano de acciôn del par de aquel momento de flexiàn, para el cualfue construido. 
El signo del momento de flexion se introduce arbitrariamente, solamente en el 
caso de tener la necesidad de escribir la ecuaciôn correspondiente.

Tanto para las fuerzas axiales como para los momentos torsionales se con- 
servan las réglas de signos anteriores. Los diagramas de N  y M t pueden orien- 
tarse como quiera, pero sus ordenadas siempre se colocan sobre la normal al eje 
de là barra.

Las fuerzas cortantes en la secciôn se consideran positivas, si su direcciôn 
coincide con la direcciôn positiva de y  y jc.

A tftulo de ilustraciôn, mostremos para una barra quebrada (fig. 56, a) los 
resultados de construcciôn de los diagramas de factores interiores de fuerza (fig. 57).

Los diagramas de fuerzas interiores para una barra curva cargada especial- 
mente (fig. 58), construidos a base de las dependencias 

M r(ç) = M y(<p) =  (PR +  M a) senç>;
=  M Z(<P) =  (PR +  M a ) c o s<p — PR, 

cuando P =  200 kgf; Ma  =  2000 kgf • cm; R  =  30 cm, se dan en la fig. 59.
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Fig. 58 Fig. 59

§ 23. Tensiones en la secciôn

En las secciones de la barra cargada surgen los esfuerzos interiores distri- 
buidos ininterrumpidamente (fig. 60, a)9 cuyas résultantes son el vector principal
R y el momento principal M  aplicados en el centro de gravedad de la secciôn. Las 

—►
proyecciones de R  y M  sobre los ejes principales centrales x 9 y  y el eje de la barra

z ofrecen los valores de los componentes de los esfuerzos interiores N, Qy9 QX9 
My9 Mx y M z.

Examinemos un elemento infinitamente pequedo de ârea dF (fig. 60, b) 
con coordenadas arbitrarias x 9 y. A causa de pequenez del elemento puede 
considerarse que los esfuerzos interiores estân distribuidos en él uniformemente,
y su résultante dR esta aplicada en el centro de su gravedad. Es decir, al reducir
estos esfuerzos al centro de gravedad del elemento, dR  serâ el vector principal 
de fuerza, y el momento principal, evidentemente, serâ igual a cero.

—+
Las fuerzas elementales dN, dQyt dQx serân las proyecciones de dR sobre 

los ejes z, y, x. Dividiendo estos valores por el ârea dF  obtenemos las expre- 
siones para los esfuerzos interiores por unidad de ârea, llamados tensiones en 
el punto (y, x) dé la secciôn transversal de la barra:

G
dN
~ d F 9

dQy
dF ’ T*

dQx 
dF 9

(3.11)

donde g es la tensiôn normal, ry9 rx son las tensiones tangenciales.
Las tensiones se miden en fuerza dividida por el cuadrado de la longitud 

(kgf/mm2, kgf/cm2, etc.).
Asi pues, se llama tensiôn la fuerza interior referida a la unidad de ârea en el 

punto dado de la secciôn examinada.
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La tension total en el punto puede expresarse a través de las tensiones nor
males y tangenciales :

dR I /  o o
P — —  =  ]r cr2 +  ry +  Tx• (3.12)

Tomando en consideraciôn (3.11), no es diffcil establecer las dependencias 
generales entre las tensiones o y r, por un lado, y lascomponentes de las fuerzas 
interiores, por otro:

donde

N  ad F; 

F
(3.13)

Qy =  ^ f  y dF;
F

(3.14)

Qx = ^ r xdF; 
F

(3.15)

M y =  ^ xadF; 

F
(3.16)

M x =  ^ ya dF; 

F
(3.17)

^ (}'Tx +  .VT,) dF= ^ pxdF, 
F F

(3.18)

r  = dQ
dF

P  es la distancia desde el centro de gravedad de la secciôn hasta la lmea de acciôn 
de dQ (fig. 60, c).

Las dependencias (3.13)—(3.18) se llaman ecuaciones estâticas. En el caso 
general de câlculo, cuando la ley de distribuciôn de las tensiones por la secciôn 
no es conocida, no se puede utilizarlas. Por ejemplo, conociendo el valor del 
momento flector M y en la secciôn no se puede hallar las tensiones normales ha- 
ciendo uso de la formula (3.16). Sin embargo, si valiéndose de unas u otras con- 
sideraciones, se logra establecer cômo se distribuyen por la secciôn a  o r ,  en- 
tonces ya se puede hallar los valores de las tensiones por las fôrmulas (3.13)—(3.18).

Es racional hacer las deducciones de las fôrmulas para la determinaciôn de 
las tensiones segun el siguiénte esquema:

1. Se examina la parte estâtica del problema: se escriben aquellas de las 
ecuaciones (3.13)—(3.18) que son necesarias para el resumen.

2. Se examina la parte geométrica del problema : a base de los datos expe
rimentales se escriben las ecuaciones geométricas que establecen los desplazamien- 
tos de los puntos de la barra en funciôn de su posiciôn en la secciôn.
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3. Si se examina la parte fisica del problema: a base de los datos experi
mentales se escriben las ecuaciones que expresan la dependencia entre las ten- 
siones y las deformaciones (o desplazamientos).

4. Se efectüa la slntesis, es decir, se resuelven juntamente làs ecuaciones 
obtenidas en los puntos 1—3 y, eliminando las deformaciones (o desplazamien- 
to$), se obtienen las fôrmulas que expresan las tensiones a través de los esfuerzos 
o momentos en la secciôn.

g 24. Condiciones de resistenda y rîgidez

La tarea principal de la resistencia de materiales consiste en determinar las 
dimensiones seguras de la secciôn transversal de la pieza sometida a una u otra 
acciôn de fuerza, temperatura, etc. Taies dimensiones pueden determinarse a 
partir del câlculo a la resistencia, la rigidez o la estabilidad. El câlculo a la resis
tencia es el principal.

Fisicamente es évidente que el material no es capaz de resistir las tensiones 
tan grandes como se quiera. Por eso los valores de las tensiones mâximas tienen 
que ser limitados, partiendo de la condiciôn de seguridad del trabajo de la pieza, 
por ciertas magnitudes permisibles. Estas magnitudes se llaman tensiones admi- 
sibles y se designan como [a] o [t].

Si son conocidas las tensiones admisibles y hay fôrmulas que expresan las 
tensiones por medio de los esfuerzos y momentos en la secciôn, en principio se 
puede calcular a la resistencia cualquier pieza (eligiendo las dimensiones nece- 
sarias, con las cuales la tensiôn no sobrepasarâ las admisibles).

En la prâctica se encuentran très casos de câlculo a la resistencia:
1. A base de cargas conocidas se debe hallar, para el material escogido, 

las dimensiones necesarias de la secciôn transversal de la pieza que garanticen 
su funcionamiento seguro (câlculo de proyecciôn).

2. Son conocidos el material y las dimensiones de la pieza. Se necesita com- 
probar si esta pieza puede soportar la carga dada (câlculo de comprobaciôn).

3. Son conocidos el material, las dimensiones de la pieza y el esquema de 
su carga; se necesita hallar el valor admisible de la carga.

La base de todos. estos câlculos es la condiciôn de resistencia :

ffm â x <  M  °  Tm d * <  M

que expresa el hecho de que las tensiones mâximas — normal, tangencial o 
équivalente (véase el cap. VI) que actüan en el punto de peligro — no deben 
rebasar la tensiôn admisible.

El câlculo a la rigidez se realiza por analogia, utilizando en vez de la con
diciôn de resistencia la de rigidez que limita el valor de las deformaciones (o des
plazamientos). Sin embargo, incluso para el caso de que el câlculo a la rigidez ya 
estâ hecho, siempre es necesario realizar el câlculo de comprobaciôn a la resis
tencia, y si ofrece resultado negativo, hay que tomar las dimensiones obte
nidas del câlculo a la resistencia.
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Tabla 8
Momento Hector M f fuerza normal N  y cortante Q en la  barra  voladiza cir- 
cular cargada en su piano

Esquema N Q M

P sen <p + Pcosip — M 0 -f PR senp —
+  Tcos <p — Jsen  <p — 77?(1 — cosp)

V P cos(a — <p) + P  sen (a — <p) — M 0 +  P/?[cos(a —

M°J&
/ C A

/  a 7  \  \

-f T  sen (a — tp) — Tcos(a — <p) — (p) — cosa] —
— TR [sena —
— sen(a — q>)]

qR(l — cos <p) qR senp qR2( 1 — cosp)

q=const

y c A

77///y'

qR sen <p -<?*(! -  
— COSÇ>)

— qR2(ç  — senp)

0 0 m R ç
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Tabla 9
Momento flector Mn y torsional M t en la barra voladiza 
circular cargada perpendicularmente a su piano

Esquema M fl I
(perpendicularmente 

al piano yz)

A
1

PÆ sen .PÆ(1 — c o sp )

V777,

y \ M0 

A  j

Àf0 sen — M0cos<p

{AAV777, ^

y ,

A J ,----

M 0 cos M0stn<p

y

çT nst

G /  \  9  
© /

© /  \
©I \

f

l __

q/?2( l  -  cos y) <?/{*( — sen y)

i

i



Capitulo 4

CARACTERlSTICAS MECÂNICAS DEL MATERIAL 
EN LA TRACCIÔN Y COMPRESIÔN. 
CONCENTRACIÔN DE TENSIONES.
TENSIONES ADMISIBLES

§ 25. Tensiones y deformaciones durante
tracdôn y compresiôn

El estado tensional de la tracciôn o compresiôn axial se caracteriza por el 
hecho de que de las seis componentes de los esfuerzos interiores solamente la 
fuerza longitudinal N  no es igual a cero. Examinemos una barra cargada con 
fuerzas axiales (fig. 61). Para una secciôn arbitraria n — nia. parte estâtica del 
problema se expresa por medio de la ecuaciôn

N = ^ o d F .  (4.1)

F

La parte geométrica del problema se détermina por la hipôtesis de las sec- 
ciones planas (hipôtesis de Bernoulli), basada sobre datos experimentales: las 
secciones transversales de la barra, planas antes de la deformaciôn, permanecen 
planas después de ocurrir la deformaciôn, deplazândose progresivamente a lo 
largo del eje de la barra. De aqui se desprende que todas las fibras del elemento 
de longitud / se alargan en el mismo valor Al y sus alargamientos unitarios e 
son los mismos:

Al
e =  —  =  const. (4.2)

La parte fisica del problema examinado se détermina por la ley de Hooke 
que expresa la dependencia lineal entre las deformaciones y las tensiones

a
e =  o bien a — Ee, (4.3)

siendo E  el coeficicnte de proporcionalidad llamado môdulo de elasticidad durante 
la tracciôn o môdulo de Young. E  tiene la dimension de la tensiôn (kgf/cm2, kgf/mm2, 
etc.) y es una de las constantes fisicas del material (véase la tabla 10). Teniendo 
en cuenta que E — const y de acuerdo con (4.2), (4.3) también o Ee =  const, 
hallamos de (4.1)

N
cr =  —  . (4.4)

F

Durante la tracciôn o es positiva, durante la compresiôn, negativa. La for
mula (4.4) es justa para las secciones lo suficientemente alejadas de los puntes 
de aplicaciôn de las cargas concentradas. Cerca de esos puntos tiene lugar una ley 
de distribution de las cargas mas complicada.

Durante la determinaciôn de las tensiones en la tracciôn y compresiôn, al 
igual que para los demâs tipos de deformaciôn, es necesario utilizar una pro- 
posiciôn que dériva del experimento y se llama principio de Saint Venant: si el 
cuerpo se carga con sistema de fuerzas estàticamente équivalente, es decir, con

143



taies fuerzas que tienett iguales el vector principal y  el momento principal, siendo 
pequena la zona de aplicaciôn de las cargos en comparaciôn con el tamaho del 
cuerpo, enfonces en las secciones9 bastante alejadas de los lugares de aplicaciôn 
de las fuerzas, las tensiones dependen poco del modo de cargo.

ÿ///////////, V//////////A V////////Z,

' h - -  / /
f f f t t
y //_

-M— r

iL nAl"
..I. MM

Fig. 61

£ Ï Ï £
2 2

Fig. 62

ïiï

Dicho principio puede ilustrarse con el ejemplo de aplicaciôn de las cargas 
équivalentes dado en la fig. 62. La misma barra, empotrada por el extremo 
superior, se carga en el extremo libre con cargas estâticamente équivalentes, 
cuyas résultantes se expresan por medio del valor del vector P. Las investiga- 
ciones demuestran que las tensiones en las secciones bastante alejadas del lugar 
de aplicaciôn de la carga resultan prâcticamente iguales en todos los très casos.

La deformaciôn unitaria se détermina por medio de la fuerza axial a base de
(4.3) y (4.4) a partir de la siguiente fôrmula:

N
£ =  —  , (4.5)

EF
y la deformaciôn total de la barra de longitud / para un material homogéneo 
(£ = c o n s t) , siendo la fuerza N  igual por la longitud, mediante la fôrmula:

NI
Al = e l  =  —  . 

EF
(4.6)

La fôrmula (4.6) expresa la ley de Hooke para los alargamientos absolutos. 
El producto EF  en el denominador de la fôrmula se llama rigidez de la secciôn

transversal de la barra durante la tracciôn (com- 
presiôn) y tiene la dimensiôn de la fuerza, el 

EF
valor c =  -y- se llama rigidez de la barra durante

la tracciôn (compresiôn) y su dimensiôn es fuerza 
dividida por longitud.

En el caso de que tanto la fuerza axial como 
la secciôn transversal de la barra no son constantes 
por la longitud (fig. 63), el alargamiento total de 
la barra se détermina por medio de la fôrmula

’ * .  (4.7,
£ F (i)

La tracciôn y compresiôn estân acompafiadas 
también por el cambio de las secciones transversales de la barra (fig. 64, a9 b). 
Las deformaciones transversales absolutas de la barra se determman por las 
fôrmulas,

Aa = a1 — a:
Ab — ôi — b

1 4 4



Las deformaciones transversales unitarias (negativas durante la tracciôn y 
positivas durante la compresiôn) se determinan a partir de la siguiente formula:

è*
Aa Ab
T  ~ " T  *

Entre las deformaciones unitarias transversal y longitudinal existe, durante 
la tracciôn o compresiôn simple dentro de los limites de la aplicabilidad de la ley 
de Hooke, una relaciôn constante, cuyo valor
absoluto se llama coeficiente de Poisson y se / a
désigna con la letra //,

/* = (4.8)

P f
L__________ j

_ |
"T "aS

El coeficiente de Poisson es una magnitud fjg. $4
adimensional y para todos los materiales isôtro-
pos (véase la tabla 10) se encuentra entre los limites de 0 a 0,5 (para el corcho 
se aproxima a cero, para el caucho es cerca de 0,5, para el acero «  0,3).

Teniendo en cuenta»que e y e' siempre tienen signos contrarios obtendremos

«' =  — =  -  p ~  . (4.9)
E

Durante el câlculo de las barras que trabajan a tracciôn o compresiôn la 
condiciôn de resistencia tiene que escribirse para la secciôn peligrosa que se carac- 
teriza con el valor mâximo N màx en el diagrama de fuerzas axiales

- < W .  (4-10)

donde [a] es la tensiôn admisible para la tracciôn [<r+] (durante el câlculo a la 
tracciôn) o la tensiôn admisible para la compresiôn [<r_ ] (durante el câlculo a la 
compresiôn).

Con la fôrmula (4.10) pueden resolverse los problemas de très tipos: elec- 
ciôn del tamano de la secciôn transversal de la barra; comprobaciôn de la resis
tencia; determinaciôn de la carga admisible.

En algunos casos las barras se calculan partiendo de la condiciôn de rigidez,

(4I1>

siendo Al el cambio de las dimensiones de la pieza; [Al] es el valor admisible del 
cambio de las dimensiones.

El câlculo a partir de la condiciôn de rigidez siempre tiene que completarse 
por el câlculo a la resistencia. Si résulta que la condiciôn de resistencia no se 
satisface, las dimensiones de la barra deben tomarse a partir de esta condiciôn.

§ 26. Ensayo de los materiales a tracciôn y compresiôn

Ensayo a tracciôn. Es el principal tipo de ensayo de las propiedades mecânicas 
de los materiales. Se efectüa en unas mâquinas especiales de ensayo que aplican 
a la probeta una carga en graduai aumento y registran durante el proceso de carga 
el valor de la fuérza que actüa sobre la probeta y sus deformaciones.
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Se utilizan, como régla general, probetas cilfndricas (fig. 65, a), y durante 
ej ensayo del material en hojas, probetas planas (fig. 65, b). Para las probetas 
cilfndricas se mantiene una distancia determinada entre la longitud de câlculo

l0 de la probeta y el diâmetro d0. Generalmente 
A> =  lOd0 (probeta larga); con menor frecuencia 
/o =  5^0 (probeta corta).

Tomando en consideraciôn que el diâmetro 
d0 estâ ligado con el area de la secciôn de la 
probeta F0 mediante la fôrmula

b
Fo

I € -

b
Fig. 65-

para la corta,

------  V__ —>—
B»

. b '—
L

ŸF,0  t

la relaciôn entre la longitud de câlculo /0 y el ârea* 
de la secciôn transversal de la probeta F0 puede 
expresarse, para la probeta larga, por medio de la 
dependencia

/. =  11,3 VF), (4.12)

/„ =  5,65 Vf 0.

En calidad de probetas principales se utilizan, durante el ensayo a tracciôn, 
probetas cilindricas de diâmetro d0 =  10 mm, longitud de câlculo /0 =  100 mm y 
/0 ~  50 mm. Se admite utilizar otras probetas proporcionales, que tienen man- 
tenidas la correlaciôn de las dimensiones de acuerdo con la fôrmula (4.12).

Diagrama de tracciôn. Durante el ensayo del material a tracciôn las mâquinas 
modernas permiten obtener automâticamente, a escala determinada, el grâfico

de la deformaciôn de la pro
beta en funciôn de la carga, 
o el llamado diagrama de 
tracciôn. El aspecto tfpico 
del diagrama de tracciôn en 
las coordenadas P — Al para 
el acero pobre en carbono 
puede verse en la fig. 66.

En el diagrama hay una 
sérié de tramos y puntos 
caracterfsticos que corres- 
ponden a diferentes etapas 
de la deformaciôn de la 
probeta.

El punto A caracteriza 
la carga mâxima (limite) 
«Ppr, hasta la cual se man
tiene la dependencia lineal 
entre la carga y el alarga- 
miento de la probeta; el 

Fig. 66 punto B  corresponde a la
carga mâxima Pe\t durante 

la cual la probeta conserva las propiedades elâsticas, es dccir, al quitarle la 
carga, no se observa todavia la deformaciôn permanente; el punto C corres
ponde a la carga Pf, con la cual la probeta se déforma sin crecer la carga o, 
como se dice, el material empieza a “ fluir” , formando en el diagrama el lla
mado escalôn de fluencia CD. Pasada la etapa de fluencia, el material vuelve a 
obtener la propiedad de aumentar la resistencia a la ulterior deformaciôn. El
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punto E  corresponde a la carga mâxima (limite) Pmix' después de la cual empie- 
za la reducciôn local de la probeta en forma de cuello (fig. 67), como resultado 
de lo cual ocurre la calda de la carga. El punto F  corresponde a la carga PTOl> 
con la cual la probeta se descompone.

Utilizando las cargas senaladas tlpicas tomadas del diagrama de tracciôn y 
conociendo el area de la secciôn de la probeta ensayada
F0 se determinan las caracterlsticas -principales de resis- t------------------ 1
tencias del material: 1 1

P
crpr =  - p r , el limite de proporcionalidad; Fig. 67

F0
p

<jci =  —  t el limite de elasticidad;
F0

Fc el limite de fluencia;

ap
■Pmix

F0
, el limite de resistencia o resistencia provisional;

Ftox

~Fo
la tensiàn en el momento de la rotura.

Como durante la tracciôn la secciôn transversal de la probeta varia continua- 
mente, sobre todo en el perlodo de carga que se caracteriza por el tramo DEF 
del diagrama, los valores de a p y <rrot ticnen un carâcter bastante convencional. 
Especialmente es convencional la tension atoU porque la formaciôn del cuello 
empieza a partir de la carga Fmàx y en el momento de la rotura la secciôn de la 
probeta en el cuello Fc résulta sensiblemente menor del ârea inicial de la secciôn 
de la probeta F0.

Para los materiales, cuyo diagrama de tracciôn no tiene un escalôn de fluen
cia bien expresado, el limite de fluencia se détermina convencionalmente como la 
tension para la cual la deformaciôn permanente constituye un valor establecido 
por el GOST o las especificaciones. Segün el GOST 1497 — 61 ese valor de la defor
maciôn permanente constituye un 0,2% de la longitud calculada de la probeta, y 
el limite convencional de fluencia erf se dénota por a0 2*

Teniendo en cuenta que prâcticamente es diflcil determinar el inicio de la 
desviaciôn de la ley de proporcionalidad y la apariciôn de las primeras defor- 
maciones permanentes, se introduce también la nociôn del limite convencional 
de proporcionalidad y limite convencional de elasticidad.

Se entiende por el limite convencional de proporcionalidad la tension mlnima, 
dara la cual la desviaciôn de la dependencia lineal entre la tension y deformaciôn 
alcanza cierto valor dado (del orden de un 0,002%).

Se entiende por el limite convencional de elasticidad la tension mlnima, para 
la cual la deformaciôn permanente alcanza un valor dado (generalmente, de 0,001% 
a 0,05%). El limite convencional de elasticidad se senala con un Indice que cor
responde al valor dado de la deformaciôn permanente, por ejemplo, a0 001 y ^o.os- 

Durante el ensayo de las probetas a tracciôn se determinan también las carac- 
terlsticas de la plasticidad, taies como el alargamiento unitario

Al0
â =  —  100, %

l o
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y la réduction unitaria

AF.
V =  —  100, %,

siendo
AFn = F. — Frmîa*

Ademâs de las caracteristicas de las propiedadeS mecânicas del material 
(resistencia y plasticidad), senaladas anteriormente, cuyos datos para diferentes

materiales se dan en el Apéndice 1, 
se determinan también las caracte
risticas energéticas del material. Ré
sulta que el diagràma de tracciôn 
ofrece informaciôn sobre estas pro- 
piedades. Asf, su ârea caracteriza el 
trabajo gastado para la tracciôn de la 
probeta. £1 trabajo invertido para la 
deformaciôn de la probeta antes de la 
deformaciôn kx (fig. 68), es igual a

O. __S—

C D :
BrfP-*

A\

/

i

v

/!
/ .!

n __________
L dX A l

I t
A l

Al

^1 =   ̂CP +  d P )d kx^  PdX,

Fig. 68 1° <luc corresponde al ârea OABCDMN
del diagrama, y el trabajo gastado 

para la rupturadela probeta se détermina por el ârea de todo el diagrama 
OABCDEFG.

El trabajo de la deformaciôn se expresa, dentro de los limites de la elasticidad, 
por el area del triângulo sombreado (fig. 69, a \  y para el alargamiento de la 
probeta Al y la fuerza P  que le corresponde es igual a

, J’Ai
=  - y  t

el trabajo especlfico de la deformaciôn es

Ac i PAl oe
° el =  T  =  2F0/« “  2

y se expresa por el ârea del triângulo sombreado del diagrama en las coordenadas 
o  — e (fig. 69, b).

Diagrama de tensiones. Como el diagrama de tracciôn no solo caracteriza 
las propiedades del métal, sino también las dimensiones de la probeta, se suele 
reconstruirlo en las coordenadas relativas a — c. Tal diagrama, construido a 
base del diagrama de tracciôn (fig. 66) y llamado diagrama de tensiones, estâ 
representado en la fig. 70. En este diagrama los puntos O, a, 6, c, d, e, f  
corresponden a los puntos O, A, B, C, D , E, F  del diagrama primario de tracciôn 
(fig. 66).

Del diagrama de tensiones (fig. 70) se ve que

tg a
(T
-  =  E,e
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es decir, el môdulo de elasticidad durante la tracciôn es numéricamente igual a 
la tangente del ângulo de inclinaciôn del tramo rectilfneo del diagrama de ten- 
siones con respecto al eje de las abscisas. Precisamente en ello consiste el sentido 
geométrico del môdulo de elasticidad durante la tracciôn.

Fig. 69

Cabe seüalar que el tramo descendente e f  del diagrama de tensiones (fig. 70) 
tiene un carâcter convencional a causa de una diferencia considérable entre la 
secciôn del cuello y el ârea inicial de la secciôn de la probeta F0i por la cual se 
dividen los esfuerzos correspondientes tomados del diagrama de tracciôn para 
obtener las ordenadas del diagrama de tensiones en el tramo e f

El aspecto aproximado del diagrama de tensiones para diferentes materiales 
puede verse en la fig. 71. Las curvas 7, 2, 3, 4 caracterizan, respectivamente, 
las propiedades mecânicas del bronce (erp =  2470 kgf/cm2; ô =  36%); del acero 
al carbono(crp=3580 kgf/cm2; (5=38%); del acero al nfquel (ap =  7150 kgf/cm2; 
ô =  54%); del acero al manganeso (<xp =  9160 kgf/cm2; ô =  30%).

<X,
/ /
Ukgf/cm2

B
1200

800
/
//

- / /
//
//

400 //
11

ol
0,002 e 

Fig. 72

El diagrama de tension para la fundiciôn, que es tipico para el material frâ- 
gil, se expone en la fig. 72.

Si los esfuerzos que actüan sobre la probeta en cada instante de carga se 
relacionan con el valor verdadero de la secciôn transversal en el momento corres- 
pondiente, obtendremos el diagrama de tensiones verdaderas (fig. 70> linea de 
trazos).

Ensayo a compresién. El ensayo de los materiales a compresiôn se efectüa 
por medio de prensas especiales o mâquinas universales de ensayo. Para los 
ensayos se fabrican probetas en forma de cilindros de una altura no grande (la
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altura constituye, generalmente, de uno a très diâmetros) o pequenos cubos. 
La fricciôn que aparece entre los platos de compresiôn de la mâquina de ensayo 
y los topes de la probeta durante el ensayo de compresiôn influye esencialmente 
sobre los resultados del ensayo y el carâcter de la descomposiciôn de la probeta 
ensayada.

Al comprimir la probeta cilfndrica de acero pobre en carbono, ésta toma 
una forma acubada (fig. 73). El diagrama de compresiôn obtenido para este 
material puede verse en la fig. 74.

Fig. 73 Fig. 74 Fig.. 75

En la fig. 75, a se muestra el carâcter de la destrucciôn durante la com
presiôn de una probeta de piedra, teniendo présentes las fuerzas de fricciôn 
entre los platos de la mâquina y los topes de la probeta. Al disminuir las fuerzas 
de fricciôn mediante la aplicaciôn de una capa de parafina sobre los topes, el 
carâcter de la descomposiciôn de la misma probeta puede ilustrarse en la fig. 75, b.

El aspecto de la probeta de fundiciôn, destruida durante la compresiôn, se 
muestra en la fig. 76, a, y el diagrama de compresiôn correspondiente, en la 
fig. 77.

Los diagramas de compresiôn durante el ensayo de los cubitos de madera 
se muestran en la fig. 78 (la curva 1 es durante la compresiôn a lo largo de las 
fibras, la curva 2, de través).

§ 27. Concentraciôn de las tensiones

La concentraciôn de las tensiones es el aumento local de las tensiones en los 
elementos de estructuras determinado por las tensiones bruscas en las secciones 
transversales; dichas transiciones tienen lugar a causa de orificios, cavetos, 
ranuras, cortes, etc., llamados concentradores. En la fig. 79 pueden verse los
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diagramas de distribuciôn de las tensiones en la secciôn de la banda trac^ionada 
debilitada por un orificio redondo (fig. 79, a) y chavetos semicirculares (fig. 79, b).

El grado de concentraciôn de las tensiones se caracteriza por el llamado 
coeficiente de concentraciôn

° n u i x
a ==--------- , (4.13)

siendo crmix la tensiôn mdxima en el lugar de concentraciôn y crn, la tensiôn no
minal que se deduce por la formula

(4.14)

donde N  es la fuerza normal en la secciôn debilitada; Fmîn, el area de la secciôn 
debilitada llamada ùrea net a.

A veces la tensiôn nominal se détermina por la formula

siendo F br el drea de la secciôn entera (sin contar con su debilitamiento por la 
presencîa del concentrador) o el area bruta.

Si los concentradores ocupan una parte insignifiante de la secciôn (por 
ejemplo, orificios pequenos), las tensiones nominales, determinadas por medio 
de las formulas (4.14) y (4.15), son practicamente iguales.

Al determinar las tensiones maximas en la zona del concentrador mediante 
el cdlculo, el coeficiente de concentraciôn deducido segün (4.13) se llama coefi
ciente teôrico de concentraciôn. Por ejemplo, en el caso de pequeno orificio re
dondo (fig. 79, a) a. =  3 ; en el caso de cortes semicirculares (fig. 79, b) a x  2. 
En realidad, el coeficiente de concentraciôn de elementos reales de estructuras — 
el llamado coeficiente efectivo de concentraciôn le determinado experimentalmente 
— résulta menor del teôrico (a >  A). Los câlculos a la rcsistencia tomando en

consideraciôn la concentraciôn de las tensiones se efectüan, por régla general, 
a base del conocimiento de los valores de los coeficientes teôricos de concentra
ciôn, cuyos valores, para el caso de tracciôn de barras redondas con diferente 
forma de los concentradores, se exponen en la fig. 80 y a continuaciôn.
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Tipo del concentrador de tensiones

Rebajo semicircular, siendo la relaciôn de su radio al a
diametro de la barra 0,1 2,0

0,5 1,6
1,0 1,2

Arista hueca, siendo la relaciôn de su radio al diâme-
2,0 1,1

tro de la barra 0,0625 1,75
0,125 1,50
0,25 1,20
0,5 1,10

Transiciôn con ângulo entrante recto 2,0
Rebajo agudo en forma de V 3,0
Rosca Whitworth 2,0
Rosca métrica
Orificio, siendo la relaciôn de su diâmetro al diametro

2,5

de la barra de 0,1 a 0,33 
Trazos dejados por la cuchilla en la superficie de la

2,0

pieza 1 ,2-1 ,4

Los datos mas completos sobre los coeficientes de concentraciôn se dan en 
el Apéndice 2.

La alla concentraciôn de las tensiones sobre todo es peligrosa para los ele- 
mentos de estructuras fabricados de materiales frâgiles, porque, al alcanzar 
en la zona de concentraciôn las tensiones iguales al limite de resistencia del ma
terial, éste empieza a descomponerse. En el caso de un material plâstico la con
centraciôn de las tensiones es menos peligrosa, ya que, al alcanzar en la zona 
del concentrador la tension igual al limite de fluencia oy, tiene lugar la redistri- 

buciôn de las tensiones de acuerdo con el esquema mos- 
tradocon lineas punteadas en la fig. 81.

§ 28. Tensiones admisibles

Después de haber determinado las propiedades 
mecânicas del material por medio de realizar ensayos 
correspondientes de las probetas, se puede hallar que 
tensiones son seguras para el trabajo de la estructura, 
es decir, establecer las tensiones admisibies. Claro esté 
que la tensiôn admisible tiene que ser menor que la pe
ligrosa para el material dado, formando una parte de 
ésta. Tomemos

H  =  —  (4.16)
n

donde [a] es la tensiôn admisible; a0, tensiôn peligrosa; 
n, coeficiente de seguridad.

Para las piezas fabricadas de materiales plâsticos se debe considerar el limite 
de fluencia a0 =  Of como la tensiôn peligrosa; de materiales frâgiles, la resistencia 
provisional cr0 =  crp.

N
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La elecciôn del coeficiente de seguridad n, que muestra cuântas veces la 
tensiôn admisible es menor que la peligrosa, dépende del estado del material 
(frâgil, plâstico), carâcter de aplicaciôn de la carga (estâtica, dinâmica, que 
varia periôdicamente), al igual que de taies factores generales como la heteroge- 
neidad del material, inexactitud al fijar cargas exteriores, aproximidad de los 
esquemas de câlculo y fôrmulas, etc.

El valor del coeficiente de seguridad dépende también de qué tensiôn consi- 
deramos como peligrosa (<rf o crp).

Para los materiales plâsticos, al aplicar carga estâtica, cuando cr0 =  a f ; 
n =  n(,

el coeficiente de seguridad se toma igual a

„f =  1,4 1,6.

Si las cargas son estâticas, en el caso de materiales frâgiles, cuando a0 =  erp; 
n =  np,

el coeficiente de seguridad se toma igual a

«p =  2,5 -  3,0.

A veces se determinan también para los materiales plâsticos las tensiones admisi- 
bles a base de la resistencia provisional, cuyo valor se halla prâcticamente con mâs 
facilidad. Entonces

[*] =  .
Wp

Teniendo en cuenta que =  (0,5 -r- 0,7) ap\n p =  2,4 -*■ 2,6.
A veces las tensiones admisibles de tracciôn se denotan por [rr+ ] y de com- 

presiôn, [a_ ]. Los materiales frâeiles registran la compresiôn mejor que la trac
ciôn, para ellos [<r+ ] <  [ a .] ,

Cuando las cargas son estâticas, en el caso de los materiales frâgiles homo- 
géneos, se debe tomar en consideraciôn la concentraciôn de las tensiones y 
efectuar el câlculo a base de las tensiones mâximas locales

° m ix  =  “ ffn <  M .

En la tabla 11 se dan valores aproximados de las tensiones admisibles para dife- 
rentes materiales, cuando la carga es estâtica.

Los datos sobre las propiedades fisico-mecânicas de los materiales princi
pales de construcciôn se dan en el Apéndice I.
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Môdulos de elasticfdad y coeficientes de Poisson
Tabla 10

Denominaciôn del material
M6dulo de 
elasticidad

kgf/cm*

Môdulo de 
elasticidad 
G 10—* 
kgf/cm*

Coeficientc de 
Poisson 

t1

Fundiciôn gris, blanca 1,15-1,60 4,5 0,23-0,27
Fundiciôn maleable 1,55 — —
Aceros al carbono 2,0 -  2,1 8,0 -  8,1 0,24-0,28
Aceros aleados 2,1 -  2,2 8,0 -  8,1 0,25-0,30
Cobre laminado 1,1 4,0 0,31-0,34
Cobre estirado en frfo 1,3 4,9 —
Fundiciôn de cobre 0,84 — —
Broncc fosforado laminado 1,15 4,2 0,32-0,35
Latôn estirado en trio 0,91-0,99 3,5 -  3,7 0,32-0,42
Latôn naval laminado 1,0 - 0,36
Bronce de manganeso laminado 1,1 4,0 0,35
Aluminio laminado 0,69 2,6 -  2,7 0,32-0,36
Alambre de aluminio estirado 0,7 — —
Fundiciôn de bronce de alu

minio 1,05 4,2 _
Duraluminio laminado 0,71 2,7 —
Zinc laminado 0,84 3,2 0,27
Plomo 0,17 0,70 0,42
Hielo 0,1 0 ,28-0 ,3 —
Vidrio 0,56 2,2 0,25
Granito 0,49 — -
Caliza 0,42 — —
Mârmol 0,56 — —
Arenisca 0,18 — —
Mamposteria 

de granito 0,09-0,1 _ _
de caliza 0,06 — -
de ladrillo 0,027-0,030 — —

Hormigôn cuando el limite de 
resistencia es de 

100 kgf/cm2 0,146-0,196
0,16-0,18

150 kgf/cm2 0,164-0,214 — -
200 kgf/cm2 0,182-0,232 — —

Madera a lo largo de las übras 0,1 -0 ,12 0,055 —
Madera de través de las fi bras 0,005-0,01 — —
Caucho 0,00008 — 0,47
Textolita 0,06-0,1 — -
Guetinax 0,1-0,17 — —
Baquelita 0,02-0,03 — 0,36
Visjomlita (IM-44) 0,040-0,042 , — 0,37
Celuloide |<0,014-0,028 ! — 0,33-0,38
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Tabla 11
Valores aproximados de las tensiones admisibles principales de traccion y 
compresién

Denominaciôn del matcrial
Tensiones admisibles, kgf/cm*

de tracciôn de compresiôn

Fundiciôn gris en lingotes 280 -8 0 0 1200-1500
Acero OC y Ct. 2 1400 1400
Acero Ct. 3 1600 1600
Acero Ct. 3, para puentes 1400 1400
Acero de construcciôn al carbono 

(para la construcciôn de mâquinas) 6 0 0 - 2500 600 -  2500
Acero de construcciôn aleado (para la 

construcciôn de mâquinas) 1000-4000 1000-4000

Cobre
y mayores 

300-1200
y mayores 
300-1200

Latôn 700-1400 700-1400
Bronce 600-1200 600-1200
Aluminio 300-800 300-800
Bronce de aluminio 800-1200 800-1200
Duraluminio 800-1500 800-1500
Textolita 300-400 300-400
Guetinax 500-700 500-700
Madera contrachapada baquelizada 400-500 400 -  500
Pino, a lo largo de las fibras 70-100 100-120
Pino, de través de las fibras — 15-20
Roble, a lo largo de las fibras 90-130 130-150
Roble, de través de las fibras — 20-35
Mamposteria de piedra hasta 3 4 -4 0
Mamposterfa de ladrillo hasta 2 6 -2 5
Hormigôn 1 -7 10-90



Capîtulo 5

ESTADO TENSIONAL Y DEFORMACIONAL

§ 29. Tensiones en un punto.
Pianos principales y tensiones principales

Las tensiones son resultado de la interacciôn de las particulas del cuerpo, 
la cual aparece durante su carga con fuerzas exteriores. La acciôn de las fuerzas 
exteriores que tratan de cambiar la disposiciôn de las particulas del' cuerpo o 
provocar su desplazamiento, la contrarrestan las tensiones que surgen en dicho 
cuerpo, limitando este desplazamiento con cierta pequena magnitud. Las ten
siones en un mismo punto serân, como régla general, diferentes en las distintas 
direcciones, y solamente en algunos casos de carga pueden ser iguales.

Analizando la tensiôn en el punto A del cuerpo cargado, referido a los 
pianos pequenos (fig. 82) que pertenecen a las dos partes diferentes del cuerpo 
dividido por la secciôn 1—1 trazada a través de ese punto, se convence fâcil- 
mente de que, si bajo la acciôn de las cargas exteriores los pianos tratan de se- 
pararse uno del otro o acercarse, entre ellos sijrgen correspondientemente las 
tensiones normales a de tracciôn o compresiôn ; si los pianos tratan de desplazarse 
uno con respecto al otro, en ellos surgen las tensiones tangenciales r; si uno de 
los pianos trata de alejarse del otro, manteniéndose paralelo a éste en cualquier 
direcciôn arbitraria, en tal piano surgen simultâneamente tanto las tensiones 
normales a como tangenciales r, y su résultante es la tensiôn total /?, cuyo vec- 
tor coincide con esa direcciôn. El desplazamiento de los pianos puede descom- 
ponerse geométricamente, en este caso, en dos desplazamientos, a saber: ale- 
jamiento mutuo y deslizamiento.

Separemos, en el caso general, un volumen elemental del material en forma 
de un paralelepipedo infinitamente pequeno (fig. 83) en el entorno del punto 
examinado en el cuerpo sometido a carga. La influencia de la parte quitada del

cuerpo tiene que sustituirse en sus caras por las tensiones correspondientes o sus 
componentes (tensiones normales y tangenciales), como se muestra en la figura.

Al cambiar la orientaciôn de las caras del separado paralelepipedo elemental, 
también cambiarân las tensiones en sus caras. Siempre se puede hallar tal orien
taciôn del elemento, con la cual en las caras faltarân las componentes tangencia
les de las tensiones.

Taies pianos en los cuales no actüan las tensiones tangenciales se denominan 
pianos principales y las tensiones normales en estos pianos, tensiones principales.

Fig. 82 Fig. 83
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Se puede demostrar que en cada punto del cuerpo cargado arbitrariamente siem- 
pre hay por lo menos très pianos principales mutuamente perpendiculares, es 
decir, pianos en los cuales faltan las tensiones tangenciales. Las direcciones para- 
lelas a las tensiones principales se llaman direcciones principales en el punto dado. 
Se acostumbra denotar las tensiones principales por <rl9 cr2f o3, considerando que 
entre las très tensiones sefialadas existe la siguiente correlaciôn (comprendiéndola 
en el sentido algebraico):

0"i ^  ^  (73.

El estado tensional en el cual solamente una de las tensiones principales 
(cualquiera de las très) no es igual a cero, siendo igual a cero las dos demâs, 
se denomina uniaxial o lineal (fig. 84, a). Si dos tensiones principales son dis-

r ,  f 03

7 / 7 !  ' 7—1—
1 %

1_ l ^2  a£ l|
1

/ T 7

1

A " 7 <*3
/ r -

y 1 7

♦*» I 0'
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Fig. 84

tintas de cero y una es igual a cero, tal estado tensional se denomina biaxial o 
piano (fig. 84, b). El caso del estado tensional en que todas las très tensiones 
principales difieren de cero se denomina triaxial o espacial (de volumen) (fig. 84, c).

Ademâs, se distingue el estado tensional homogéneo del cuerpo, cuando en 
cada punto de cualquier secciôn y en todas las secciones paralelas a ésta las ten
siones son iguales, y el estado tensional heterogéneo, cuando en diferentes puntos 
de cualquier secciôn del cuerpo examinado o en otras secciones paralelas a ésta 
las tensiones son diferentes.

§ 30, .Estado tensional lineal

Nos encontramos, generalmente, con el estado tensional lineal en las barras 
que experimentan tracciôn o compresiôn, aunque algunos elementos experimentan 
la tensiôn lineal también en las barras sometidas a flexion o carga combinada.

Durante la tracciôn de la barra (fig. 85, a) la tensiôn. normal en el piano F  
se détermina por la formula

N  P

Las tensiones tangenciales en este piano son iguales a cero. En cualquier 
piano Fa (fig. 85, ô), cuya normal exterior na forma con la direcciôn a un ângulo 
a, la tensiôn total p a es igual a

N  N  
pn =  —  =  —  cos a = a  cos a.

° ?a F
Las tensiones normales y tangenciales en el piano Fa serân

aa =  pa cosol =  a cos2 a; (5.1)
a

Ta = pa sen a =  — sen 2a. (5.2)
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Las tensiones normales aa son positivas si son de tracciôn; las tensiones tan- 
genciales ra son positivas si tratan de girar la parte examinada del elemento çon 
respecto a cualquier punto tomado dentro de éste en el sentido de las manecillas 
del reloj (aa y xa en la fig. 85, b son positivas).

De acuerdo con las formulas (5.1) y (5.2) cuando a =  0 (el piano /  en la
n

fig. 85, à)y rot, =  0, Gu =  g ;  cuando a  =  — (piano //) ,

ra = oa =  0. Es decir, los pianos I  y II  son principales; 
las tensiones principales serân

G1 =  G ; Cj =  ^  3 =

Durante la compresiôn g1 =  g2 =  0; <r3 =  —g.
Las tensiones tangenciales, segun (5.2), alcanzan su 

mâximo valor cuando a =  ±  45° y son iguales a

G
Sx m a k == •

Es fâcil convencerse a base de (5.1) y (5.2) de que 
las tensiones normales y tangenciales en el piano Ffi per- 
pendicular al piano Fa, es decir, en el piano, cuya nor
mal exterior forma un ângulo P =  a -f 90° con la direcciôn 
de la tensiôn a, serin

g fi =  g cos2 P =  acos2 (a +  90°) =  g sen2 a; (5.3)

Tfi =  y  sen 2p =  ~  sen 2(a +  90e) =  — ^  sen 2a. (5.4)

§ 31. Estado tensional piano

Durante el estado tensional piano, cuando sobre el 
elemento por sus dos caras mutuamente perpendicularcs 

actüan las tensiones gx y g2 (fig. 86), las tensiones normales y tangenciales 
que actüan en el piano (a), cuya normal exterior na forma con la direcciôn de la 
tensiôn gx un ângulo a, se determinan a partir de las siguientes fôrmulas 
correspondientes :

g* =  gx cos2 a +  <t2 sen2 a; (5.5)
G i Go

ra = - — ■ sen 2a. (5.6)

De estas fôrmulas pueden obtenerse las expresiones para la determinaciôn 
de las tensiones normales y tangenciales en el piano (P) perpendicular al piano 
(a), es decir, en el piano, cuya normal exterior forma un ângulo p =  — (90°—a) 
con la direcciôn de gx:

gfi =  g x sen2 a +  g2 co s2 a; (5.7)

G\ — Go
Xfi =  — ---------- sen 2a. (5.8)
p 2

Sumando las partes izquierda y derecha de lasecuaciones(5.5) y (5.7), halla- 
mos:

<ra + Gfi = gx + G2t (5.9)
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cs decir, la suma de las tensiones normales que actüan por dos pianos mutuamente
perpendiculares es invariante con relaciôn a la inclinaciôn de estos pianos e igual
a la suma de las tensiones principales.

De (5.6) y (5.8) se desprende que, lo mismo que para cl estado tension a F 
uniaxial, las tensiones tangenciales alcanzan el valor màximo cuando a *= ±  45°, 
es decir, por los pianos inclinados bajo un ângulo de 45° a los pianos principales, y 
son iguales a:

Tmàx (5.10>

Comparando (5.6) y (5.8), hallamos que

Tfi =  -  Ta- (5.11>

Esta igualdad expresa la ley de reciprocidad de las tensiones tangenciales que puede 
formularse asi: si en algün piano actüa cierta tension tangencial, enfonces en el 
piano perpendicular a éste actuarâ indispensablemente una tension tangencial igual 
de valor e inversa de signo.

Las magnitudes de las tensiones principales son extremas para las tensiones 
normales.

En todos los pianos inclinados las tensiones normales tienen valores inter- 
medios entre oL y a2.

El mismo estado tensional del elemento puede expresarse por medio de las 
tensiones principales ax y <r2 (elemento ABCD, fig. 86 y 87, a) o bien por medio 
de las tensiones en los pianos inclinados o^, rayoat r * (elementos abcd en la fig. 86 
y 87, b).

En la teorfa del estado tensional se distinguen dos problemas principales.
P roblem a  d ir ec to . Siendo conocidos en el punto los pianos principales y las 

tensiones que actüan en ellos, se necesita determinar las tensiones normales y 
tangenciales en los pianos inclinados bajo ângulo dado con respecto a los pianos 
principales, es decir, determinar las tensiones en las caras del elemento abcd 
conociendo las tensiones que actüan en las caras del elemento ABCD (fig. 88).

P roblem a  inverso . Conociendo las tensiones normales y tangenciales que 
actüan en dos pianos mutuamente perpendiculares que pasan a través del punto 
dado, se necesita hallar las direcciones principales y las tensiones principales.
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En otras palabras, se da el elemento abcd (fig. 88) con las tensiones normales y 
tangenciales actuando por sus caras; se necesita determinar la posiciôn del ele
mento ABCD es decir, el ângiilo a0 y hallar las tensiones principales.

Ambos problemas se resuelven tanto analiticamente como grâficamente.

g 32. Problema dJrecto durante el estado tensional piano.
Circulo de las tensiones

La soluciôn analftica del problema di recto se da por medio de las formulas 
(5.5)—(5.8).

Grâficamente, oa9 ra9efi9 pueden hallarse a partir de las tensiones conocidas 
o1 y a2 (fig. 89, a) por medio del llamado circulo de las tensiones (circulo de Mohr) 
construido en las coordenadas <r, r  sobre el segmento AB  como diâmetro 
igual a la diferencia de las tensiones principales —<r2 (fig. 89, b). En efecto, 
trazando desde el centro del circulo de las tensiones (punto C) el rayo CD bajo

c

un ângulo 2a hasta la intersecciôn con la circunferencia, obtenemos el punto Da 
cuyas coordenadas van a caracterizar, respectivamente, las tensiones <ra y ra:

------ ---------------  ------  CT-* (T  g (T i (To
OKa =  OC + CDa cos 2a =  —------- +  - ^  cos 2a =

2 2
=  (T1 COS2 a +  0*2 sen2 a =  &a'>

-------    (T1 —
KaDa =  CDa sen 2a =  ----------- sen 2a =  Ta.
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Es fâcil demostrar que el punto Dp caracteriza las tensiones ap, xp en el 
piano (fi) perpendicular al piano a

■ —■   (7i Co C i (7o
OKp = O C -  CKp =  - - -  -  — —^cos 2a =

=  crx sen2 a -f <r2 cos2 a =  <jp ;

DpKp =  — *« =  r^.

Los puntos Da y Dp, que caracterizan las tensiones en dos pianos mutua- 
mente perpendiculares (a) y (fi), siempre se encuentran en los extremos de un 
mismo diâmetro.

El cfrculo de Mohr construido define totalmente el estado tensional del 
eîemento mostrado en la fig. 89, a. Si se varia el ângulo a dentro de los limites 
de —90° a 4-90°, los pianos inclinados (a) y (P) han de ocupar consecutivamente 
todas las posiciones posibles, y los puntos Da y Dp describirân un circulo com- 
pleto. En particular, si a =  0, cuando las caras e f  y em se conviertan en pianos 
principales y en ellas actüen las mismas tensiones que en las caras del eîemento 
abcd, el punto Da coincidirâ con el punto A y el punto Dp, con el punto B.

Con el fin de determinar la posiciôn del polo en el circulo de las tensiones 
trazamos desde el punto Da, igual que en el caso del circulo de inercia, una linea 
paralela a aa (en nuestro caso es una horizontal, fig. 89, b) hasta la intersecciôn 
con la circunferencia. El polo buscado es el punto M. Se podria hallar el polo 
M  trazando desde el punto Dp una linea paralela a la tensiôn ap, es decir, trazando 
una vetrical. Se puede demostrar que la linea que une el polo M  con cualquier 
punto del circulo es paralela a la direcciôn de la tensiôn normal en el piano, al cual 
corresponde este punto: Asi, por ejemplo, la linea MA  es paralela a la tensiôn 
principal ax y la linea MB, a la tensiôn principal tra.

§ 33. Problema inverso durante el estado tensional piano

Durante los câlculos prâcticos se tiene que resolver, no pocas veces, el 
problema inverso, o sea, determinar ax y <72 siendo conocidas cra, xa, cp, xfi 
(fig. 90, a), Supongamos que ca >  op, xa >  0.

Es évidente que fâcilmente construimos el circulo de las tensiones en las 
coordenadas a, x (fig. 90, b) conociendo la posiciôn de dos puntos diametral- 
mente opuestos del circulo y Dp, cuyas coordenadas son respectivamente
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<ra, Ta y ap, r^.Ademàs, las abscisas de los puntos de intersecciôn del cfrculo con 
el eje a  — OA y O B  — ofrecerân valores correspondientes de las tensiones prin
cipales gx y

Para determinar la posiciôn de los pianos principales hallemos el pôlo y 
aprovechémonos de su propiedad. Tracemos, con este fin, del punto D* una lfnea 
paralela a la lfnea de acciôn de <ra$ es decir, una horizontal. El punto M  de in
tersecciôn de esta lfnea con la circunferencia no es sino el polo. Uniendo el punto 
M  con los puntos A y B  obtenemos las direcciones de las tensiones principales ax 
y cr2. La posiciôn de los pianos principales serâ, evidentemente, perpendicular 
a las direcciones de las tensiones principales. En la fig. 90, a dentro del ele- 
mento inicial estâ separado un elemento limitado por los pianos principales, en 
cuyas caras se muestran las tensiones principales ax y  tr2* Examinando el cfrculo 
de las tensiones pueden obtenerse las expresiones analfticas de las tensiones prin
cipales f f j ^ a  través de c a, ra, rfi :

ai — 2  ~  afi)2 “H 4*;] ;

°* =  Y  [ ff« +  ~  OfiY +  4 t |]  .

(5.12)

De la hg. 90, b se desprende también que

M K  f i ___ MKfi _  r a

ÂKfi Ô Â -Ô k fi
(5.13)

Esta fôrmula es la que détermina el ünico valor del ângulo a, en el cual 
se debe hacer girar la normal na con el propôsito de obtener la direcciôn de la 
tensiôn principal algebraicamente mayor. Hagamos notar que al valor negativo 
de a le corresponden los ângulos colocados en el sentido de las manecillas del 
reloj, y que si una de las tensiones principales, deducidas por medio de las for
mulas (5.12), résulta negativa, entonces se debe denotar las tensiones no por 
0i y 02» sino por ax y a 3; si ambas tensiones principales resultan negativas, tienen 
que denotarse por a2 y 03.

§ 34. Estado tensional espadal

El estado tensional espacial o triaxial se examina pocas veces en el curso 
de resistencia de materiales. Por eso senalaremos aquf solamente algunos mo- 
mentos esenciales de la teorfa del estado tensional espacial.

Examinemos el caso del estado tensional espacial (fig. 91) cuando por las 
caras del cubo elegido actuan todas las très tensiones principales

0i >  02 >  03 #  0.

Està claro que en el piano /  paralelo a ox las tensiones normales y tangen- 
ciales no dependerân de ax, sino de las tensiones o2 y <r3, y en todos los pianos 
semejantes van a caracterizarse por el cfrculo de las tensiones Lj con diâmetro 
0a “  0» (fig- 92). En el piano II  paralelo a cr2, las tensiones normales y tangen- 
ciales se caracterizarân por el cfrculo de las tensiones L n  con diâmetro ax — a s 
y, por fin, en el piano III paralelo a la tensiôn er<, las tensiones normales y tan-
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genciales van a caracterizarse por el circulo de las tensiones L m  con diametro 
— a2.

En todos los pianos senalados el método de determinaciôn de oa> ra y 
no diferirâ del método examinado mas arriba de soluciôn del problema directo 
para el estado tensional piano.

Se puede demostrar que si trazamos un piano no paralelo a ninguna de las 
tensiones principales, la tension normal aa y la tangencial ra en este piano pueden 
determinarse por las formulas

aa = at cos2 <xx 4- a2 cos2 aa 4- ?3 cos2 a3 ;

T« =  ]/a{ cos2^  -h ai cos2a2 4- a\ cos2a3 ~  <x*,

donde alt oc2> a3 son les ângulos que la normal al piano examinado forma con las 
direcciones de av  a2> az.

Se demuestra también queel punto Da(aat r a) que caracteriza el estado ten
sional en un piano inclinado arbitrariamente siempre se encontrarâ en la zona 
sombreada (fig. 92) o en su frontera, si el piano es paralela a una de las tensiones 
principales.

Del examen de los cfrculos de las tensiones se ve (fig. 92) que ?mixf que se 
caracteriza por el punto D en la circunferencia Ln  y actüa en el piano paralelo 
a la tensiôn principal a2 inclinado bajo un ângulo a =  45° con respecto a las ten
siones 01 y 0-2, es igual al radio del circulo mâximo. Por lo tanto, durante el 
estado tensional espacial

(5.14)

Tmàx (5.15)

En el caso de un piano, cuya normal exterior forma con las direcciones de 
oi, 0a y a 3 ângulos iguales =  a2~  a3 =  a, llamado piano octaèdrico (porque 
es paralelo a la cara del octaedro que puede formarse del cubo), cuando

cos2 «i 4- cos2 a2 4- cos2 a3 =  1 ;

1cos- a =  -  ,
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las fôrmulas (5.14) obtendrân el siguiente aspecto:

d  +  d . +  d
d c t  — ' ~ — &mt

1/2 ______________________________,_   ' o , O . 2
T o c t  ^  p i  +  f f o  T  ^3  —  d d  d d  d d

=  - Y ( < r i -  ffa)2+  (ffa -  Cf a)2 +  (ffj -  ffi)2.

(5.16)

(5.17)

La tension tangencial determinada por medio de la fôrmula (5.17) se llama 
octaédrica. La tension normal octaédrica représenta una especie de la tensiôn 
media para el estado tensional triaxial dado.

Al evaluar la resistencia del matcrial en las condiciones del estado tensional 
complejo se utiliza muchas veces cierta magnitud ficticia de la tensiôn d  Hamada 
intensidad de la tensiôn y relacionada con roct por la siguiente dependencia:

§ 35. Deformaciones durante el estado tensional espadal.
Ley de Hooke généralizada

Basândose en la hipôtesis de que el material sigue la ley de Hooke y las defor
maciones son pequefias, se puede obtener dependencias entre las tensiones y de
formaciones en el caso general del estado tensional espacial. En este caso parti- 
remos de las dependencias (4.3) y (4.9) obtenidas anteriormente para el estado 
tensional lineal.

Examinemos la deformaciôn de un paralelepipedo rectangular con dimen- 
siones a x b x c (fig. 93, a) sujeto a la acciôn de las tensiones principales av

d ,  d  (suponemos que todas son positivas) por sus très caras paralelas, respectiva- 
mente, a las aristas a, ô, c.

Los alargamientos de las aristas son, respectivamente, Aa, Ab, Ac y las 
deformaciones unitarias en las direcciones principales

ei
Aa

9a *2
Ab 
b ;

Ac
c

(5.18)
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Cada uno de estos alargamientos unitarios es resultado de acciôn de todas 
las très tensiones oly <r2 y o3. En este caso, por ejemplo,

«i — «i +  «i +  Cl , (5.19)

donde de acuerdo con (4.3) y (4.9),

E  ’
(5.20)

Tomando en consideraciôn (5.20), se puede escribir (5.19) en la siguiente 
forma:

*1 = 7;  - P %  = 4 ; [« i - M < » i  +  0a)]. (5.21)
E  E  té  té

Las expresiones para e2 y e3 pueden escribirse, por analogfa, c o m o /(f f i^ ^ s )  
De resultas, la ley generalizada de Hooke para el material isôtropo se expresa 
por medio de las siguientes relaciones:

«1 =  — [*i -  Mo* +  )J;E

e2 =  f a  “  M o  1 +  cr3) l ;E

*3 =  —  [0-3 -  /'(o-l +  ffü)]. E

(5.22)

Hagamos notar que las tensiones de compresiôn deben introducirse en las 
fôrmulas (5.22) con el signo “ menos". Es évidente que en elcaso de estado ten- 
sional piano cuando, en particular, or2 =  0, la ley generalizada de Hooke (5.22) 
tendrâ el aspecto,

1
«1 =  — (?i -  / ^ 3);

«2 — (01 +  o3);

1
Bz — ~z ( 0 3  -  /Iffj).

La ley de Hooke es justa no sôlo para las tensiones principales, sino también 
para el câlculo de las deformaciones unitarias por cualquiera de las très direc- 
ciones mutuamente perpendiculares, porque, cuando las deformaciones son 
pequenas, se puede prescindir, a causa de pequenez, de la influencia del desli- 
zamiento sobre la deformaciôn lineal. Por eso los alargamientos unitarios en 
direcciôn de la acciôn de las tensiones cra, a# (fig. 93, b) son iguales a

*« =  -£  (<t„ -  efi =  ^  (Pfi ~  W*).
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La deformaciôn espacial ev que représenta el cambio relativo del vol urne n 
v0 =  abc una vez de haber aplicado a éste las tensiones crlf a2t a 3l se détermina 
con precisiôn de las magnitudes de segundo orden de pequeüez por medio de 
la formula

v — v0
«r =  ---------  =  +  *2 +  *3 (5.23)

vo
o bien por medio de las tensiones, tomando en consideraciôn (5.22), mediante 
la fôrmula

1 -  2ft
ev =  — —  (* i +  <*% +  (5.24)t

En particular, durante la comprcsiôn multilatéral uniforme cuando ax =  ora =  
= cr3 ~  — p,

P_ 
K  ’

(5.25)

donde K  =
E

3 ( 7 ^ )  *
La magnitud K  se llama mâdulo de deformaciôn espacial. De (5.24) se ve que 

al deformar un cuerpo cuyo material tiene el coeficiente de Poisson /« =  0,5 (por 
ejemplo, goma), el volumen del cuerpo no varia.

§ 36. Energia potencial de la deformaciôn

Se llama energia potencial de la deformaciôn la energia que se acumula en 
el cuerpo durante su deformaciôn elâstica. Cuando el cuerpo se déforma bajo 

la acciôn de una carga estâtica exterior, los puntos de aplica- 
ciôn de las fuerzas exteriores se desplazan y la energia poten
cial de la carga disminuye en el valor que es igual numérica- 
mente al trabajo realizado por las fuerzas exteriores. La 
energia que éstas pierden no desaparece, sino se convierte, 
generalmente, en energia potencial de la deformaciôn del cuerpo 
(se desprecia de la parte insignifiante de la energia dispersada 
en el proceso de la deformaciôn, principalmente, en forma de 
calor).

El incremento de la energia potencial U del cuerpo defor- 
mado es igual a la disminuciôn de la energia potencial de la 
carga Upoi y numéricamente igual al trabajo Ap  realizado 
por las fuerzas exteriores, es decir.

U = (5.26)
De esta manera la energia potencial de la deformaciôn es igual 
numéricamente al trabajo de las fuerzas exteriores gastado du
rante la deformaciôn elâstica del cuerpo.

En el caso de tracciôn simple (fig. 94)

- T -

la energia potencial unitaria
U PAl

" “ 7 ~  2 Fl
oe

' ~2
(5.27)

donde v es el volumen del cuerpo; F, el ârea de la secciôn transversal.
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Tomando en consideraciôn que e =  — , obtendremos

u
2 E

(5.28)

En el caso del estado tensional espacial, cuando la energîa potencial unita- 
ria de la deformaciôn se détermina por el trabajo total de las tensiones princi
pales o2, az en los desplazamientos corres- 
pondientes iguales a las deformaciones relativas 
eu e2 f e3 (fig- 95), la energia potencial unitaria 
se expresa, a base de (5.28), mediante la formula

K=T +
°2E2 ^3e3
T + T -

Al hacer uso de la ley de Hooke generalizada 
podemos suprimir las deformaciones, obteniendo

w =  —  [o\ 4- a \ +  a \ -  2/*(a1<r2 +

+  <*2?* + (5.29) Fig. 95

Durante la deformaciôn del cuerpo elâstico (fig. 95) varia, hablando en 
general, no sôlo su volumen, sino también la forma (por ejemplo, el cubo se con- 
vierte en el paralelepipedo). Por eso la energia potencial total unitaria de la defor
maciôn u puede presentarse en forma de dos sumandos:

W =  Uv  +  Mf,

siendo uv la energia potencial unitaria de variaciôn del volumen; 
Wf, la energia potencial unitaria de variaciôn de la forma. 

Puede demostrarse que

Uv
1 -  2 ii

6 E
(<Ti 4- cr2 +  c3)2; (5.30)

1 4" A4 „
« f  =  3 £  [ ^ î  +  +  <*jj ~  ( « V *  +  ^ 3  +  ^ l ) ]  =

=  —t Jt  Kcti ~  a2>- +  (Pt ~  c'a)2 -h (0-3 -  o-i)2]- 6 E (5.31)



Capitule» 6

CRITERIOS DE RESISTENCIA

§ 37. Teorîas principales de resistencia

El problema importantlsimo del câlculo ingenieril consiste en evaluar la 
resistencia de la pieza conociendo el estado tensional, es decir, conociendo las 
tensiones principales en los puntos del cuerpo. Este problema se resuelve con 
mayor facilidad para los tipos simples de la deformaciôn, en particular, para el 
estado tensional uniaxial, puesto que en este caso no es diffeil determinar experi- 
mentalmente los valores de las tensiones limite (peligrosas). Hagamos recordar 
que la tension peligrosa para los materiales plâsticos es el limite de fiuencia, 
y para los frâgiles, la resistencia provisional.

De tal manera, la condiciôn de resistencia durante el estado tensional uni
axial (fig. 96, a) tendrâ el siguiente aspecto:

<*i< [*+]; <r3 <  [<r_], (6.1)

siendo [<r+] y [<r_] las tensiones admisibles en la tracciôn y compresiôn, respec- 
tivamente.

En el caso del estado tensional compuesto, cuando dos o todas las très tensio
nes principales al9 <r3 no son iguales a cero (fig. 96, b), el estado limite (peli- 
groso) para un mismo material puede tener lugar con diferentes valores limite 
de las tensiones principales segün sea la correlaciôn entre ellas. Por eso se excluye 
prâcticamente la comprobaciôn experimental del estado peligroso a causa del 
sinnumero de las posibles correlaciones entre trl9 <r2, c3 y la dificultad en realizar 
los experimentos.

La otra via para resolver el problema planteado consiste en la elecciôn del 
criterio de resistencia (criterio del estado tensional-deformacional limite). Con 
este propôsito se introduce la hipôtesis de la influencia prédominante de tal o 
cual factor sobre la resistencia del material. Ademâs se prevé la posibilidad de 
comprobar el criterio de resistencia elegido confrontando el estado tensional

complejo dado con el simple, por ejemplo, con tracciôn uniaxial (fig. 97, a, b), 
y establecer tal tension équivalente que en ambos casos dé un igual coeficiente 
de seguridad. Se entiende que éste es, en el caso general del estado tensional, 
un numéro n que muestra cuântas veces es necesario aumentar simultâneamente
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todas las componentes del estado tensional (crlt a2, para que dicho estado 
sea limite:

° l  =  nal\  ^ 2  =  n° 2Î a 3 =  naT
Las hipôtesis elegidas de tal manera se llaman teorias mecânicas de resisîencia. 

A consecuencia se examinan los criterios principales (teorias de resistencia).
Criterio de las tensiones normales mâximas (primera teoria de resistencia). 

Se supone que el estado peligroso del cuerpo, que se encuentra en las condiciones 
del estado tensional complejo, se détermina por el nivel de la tensiôn normal 
mâxima

o bien 1

kal=o?.- J (6.2)

La condiciôn de resistencia con el coeficiente de seguridad n tiene el aspecto
Oi< te+] |

o bien > (6.3)tez\< 1̂-1* J
donde

<r°
n

Esta teoria se comprueba en la prâctica solamente para los materiales bastante 
frâgiles y lo suficientemente homogéneos (vidrio, yeso, algunos tipos decerâmica).

Criterio de las deforraaciones lineales nnitarias mâximas (segunda teoria 
de resistencia). Se toma por el criterio del estado limite la deformaciôn lineal 
de valor absoluto mâximo, es decir, la condiciôn de la destrucciôn :

l*mi*l =  t0- (6.4)
La condiciôn de resistencia tiene el aspecto:

®mix =  * l<  =  — - (6.5)

Teniendo en cuenta que [e] =  , y que
E

=  —  tel ~  Vtei +E
la condiciôn de resistencia (6.5) puede representarse en forma de

0*1 — fi(<r2 +  0*3) <  [o]. (6.6)
Como se ve de (6.6), hay que comparar con la tensiôn admisible no tal o cual 
tensiôn principal, sina su combinaciôn. La tensiôn équivalente, en este caso, 
serâ igual a

^cq 11 =  ai -  Vte* +  *3)- (6.7)
Esta teoria se propagô en bastante amplia escala, sin embargo hoy dia casi no 
se emplea en la prâctica de câlculo en vista de baja autenticidad.

Criterio de las tensiones tangenciales mâximas (tercera teoria de resistencia). 
Se supone que el estado peligroso del cuerpo cargado se détermina por el nivel 
de la tensiôn tangencial mâxima. Las condiciones de la destrucciôn y resistencia 
tienen, respectivamente, el siguiente aspecto:

r m ix  =  *°; («•*>

Tmax ^  IT1 n  ' (6.9)
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Como

° i ~~
Tméx

<7° r i [fflW"T*
la condiciôn de resistencia (6.9) por el intermedio de las tensiones principales 
se escribirâ del modo siguiente:

al - 0 a< (6.10)
y la tensiôn équivalente de acuerdo con la tercera teorfa de resistencia se détermina 
mediante la formula

° e q  I I I  =  a i  ~  ( 6 . 1 1 )

Esta teorfa ofrece buenos resultados para los materiales que resisten de un 
modo igual tanto tracciôn como compresiôn. La insuficiencia de la tercera teorfa 
consiste en no tomar en consideraciôn la tensiôn principal de valor medio que 
ejerce cierta influencia, aunque insignificante en la mayorfa de los casos, sobre la 
resistencia del material. Considerando el limite de fluencia como el estado limite 
para los materiales plâsticos, la condiciôn (6.8) puede presentarse en forma de

0i — <*3 =  • (6.12)
Esta condiciôn desçribe satisfactoriamente el inicio de la deformaciôn plâstica 

de los materiales sujetos a desendurecimiento, para los cuales su localizaciôn 
es caracterfstica.

Criterio derla energia potenclal unitaria de variaciôn de la forma (cuarta 
teoria de resistencia). Se supone que el estado peligrôso (limite) del cuerpo 
cargado se détermina por el valor limite de la energia unitaria acumulada de 
variaciôn de la forma. Esta puede determinarse durante la tracciôn simple en el 
momento del inicio de la fluencia

“ for m ix =  "for =  "for.f-
La condiciôn de resistencia serâ

(6.13)

"for. m i* <  I"for)- (6.14)
Suponiendo que el material sigue la ley de Hooke hasta la llegada del estado 

limite, a base de (5.31) obtenemos durante la tracciôn simple en el momento de 
inicio de la fluencia (ĝ  =  ; a2 =  <r3 =  0):

1 + 1* o

La condiciôn (6.13), una vez de haber sustituido (5.31) y el valor //for.f de la 
ültima igualdad, tomarâ el siguiente aspecto

J[ o \ ~\r o \ +  <75 — (ffiflg +  G0C73 +  CTzPi) =  crf,

o bien
ff2)2 +  (ff2 -  ff3)2 +  -O Ù 2] =  «Tf.

La condiciôn de resistencia (6.14) tendrâ el aspecto:

ï y  [(ffi — ff2)2 +  (<t2 — ff3)2 +  (ffa -  <*i)2] «  =  H -

(6.15)

(6.16)

La tensiôn équivalente (de câlculo) de acuerdo con la cuarta teorfa de resis
tencia se determinarâ por medio de la formula

*«<,. i v - j / y [(cï -  a 2)- +  (<r2 -  <t3)2 +  (o, -  a ,)2 ].
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La ecuaciôn de câlculo de la cuarta teôrfa de rcsistencia puede obtenerse 
partiendo del criterio de constancia de las tensiones octaédricas tangenciales

Toct ^  fcocJ-
Tal interpretaciôn libéra la teorfa de resistencia examinada de las limitaciones 

vinculadas con la esfera de aplicabilidad de la ley de Hooke y ofrece una posibi- 
lidad de fijar no sôlo el inicio de la deformaciôn plâstica, sino también el inicio 
de la destrucciôn.

La cuarta teorfa de resistencia es aplicable para los materiales plâsticos 
que resisten de un modo igual la tracciôn y la compresiôn.

Criterio de Coulomb-Mohr. Se funda en la suposiciôn de que la resistencia 
del material dépende, principalmente, en el caso general del estado tensional, 
de la magnitud y el signo de la tensiôn principal mayor crl y menor oz (el error 
por no tomar en consideraciôn a» no sobrepasa, generalmente, un 12—15%). 
Partiendo de esta suposiciôn, cualquier estado tensional puede representarse 
por un cfrculo de Mohr construido sobre las tensiones principales ay y <r3.

Si durante ax y a3 dadas se altéra la resistencia del material, el cfrculo 
construido sobre estas tensiones se llama cfrculo limite. Variando la correlaciôn 
entre ax y <r3, obtenemos, para el material dado, una familia de cfrculos limite 
(fig. 98). Se puede sustituir, con suficiente grado de precisiôn, la envolvente 
ABCDE de la familia de cfrculos limite por rectas tangentes a los cfrculos de

Fig. 98
Mohr construidos para la tracciôn con diâmetro igual a la resistencia provisional 
en la tracciôn ap y pâra la compresiôn, con diâmetro igual a la resistencia pro
visional del material en la compresiôn <xpcoin (fig. 99).

Esté claro que la fig. 99 puede reconstruire en escala de las tensiones 
admisibles (fig. 100). El diâmetro del cfrculo para la tracciôn es igual a [<r+] =

=  —  , y para la compresiôn, [a_] =  • p - °-™- . 
n n
Del examen de la semejanza de los triângulos 0 x0^a y OxOzb hallamos 

la condiciôn de resistencia
[g+]

Fig. 99 Fig. 100
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La tension équivalente de acuerdo con la teorla examinada de Molir

acq. M “  (6.19)

La teoria de resistencia de Coulomb-Mohr permite establecer la resistencia 
a la destrucciôn de los materiales que tienen diferente resistencia a la tracciôn 
y compresiôn (materiales frâgiles).

Hay que subrayar que el estado frâgil o plâstico del material se détermina 
no sôlo por sus propiedades, sino también por el tipo del estado tensional, la 
temperatura y velocidad de carga. Como muestran los experimentos, los mate
riales plâsticos se portan, en determinadas condiciones de carga y temperatura, 
como frâgiles, y los materiales frâgiles, en determinados estados tensionales, 
pueden por tarse como plâsticos.

§ 38. Nociôn sobre algunas nuevas teorias de resistencia

La condiciôn de la transiciôn del material en estado limite puede expresarse 
en forma de cierta ecuaciôn

F(crl9 <r2, <r3) =  0 (6.20)

que puede ser representada por la superficie limite en el espacio tridimensional, 
donde las tensiones principales se colocan sobre los ejes del sistema cartesiano 
de coordenadas.

AsI, la superficie limite que corresponde a la condiciôn de apariciôn de las 
deformaciones plâsticas en masa tiene, de acuerdo con la teoria de la energia 
potencial unitaria de variaciôn de la forma (6.15), el siguiente aspecto:

(0ï — <x2)2 +  (<r2 -  <r3)2 +  (o*3 — Oi)3 — 2a] =  0. (6.21)

La superficie limite (6.21) rfepresenta un cilindro circular con el eje inclinado 
igualmente respecto a los ejes de coordenadas (fig. 101, a) y con un radio

Para el estado tensional piano, cuando una de las tensiones principales es 
igual a cero, la condiciôn (6.21) da la curva limite eliptica (fig. 101, b).

AI criterio de las tensiones tangenciales mâximas le corresponde la superficie 
limite en forma de un prisma hexagonal regular inscrito en un cilindro. Al criterio

de las tensiones normales maximas le 
corresponde un cubo con aristas iguales 
a <7°. Hagamos notar que todos los puntos 
situados dentro de la zona limitada por 
la superficie limite corresponden a los es
tados tensionales con el coeficiente de se- 
guridad n >  1, y los estados tensionales 
representados por los puntos que se 
encuentran fuera de la zona limitada por 
la superficie limite tienen el coeficiente de 
seguridad n <  1.

Las teorias modernas se basan pre- 
cisamente en la elecciôn de diferentes 
variantes de la forma de la superficie 
limite, con la cual pueden tomarse en 

consideraciôn lo mâs plenamente posible las particularidades de resistencia de 
la clase dada de materiales en las condiciones del estado tensional complejo.

Fig. 101

172



f r i -  tfa)2 +  “  ^a)2 +  (o’i — Os)2 +

Criterio de resistencia de Y agn—Buginski. La superficie lim ite (6.20) se tom a
en  form a d e  polinom io  de segundo grado sim étrico a todas la s  très tcnsiones
principales

donde
+  a f r i  +  <ra -f cr3)2 +  b icT i +  a 2 +  cr3) =  c , 

6[r]« -  2[cr+] f c j

(6.22)

a =

b  =

[*+] f r - l  
6 [tP ( [ * - 1 -  K l )  

[*+] [*-]
c =  6[t]2.

Ademâs [<r+], [er_], [r] se determinan para el material dado del experimento, 
ensayando, respectivamente, a tracciôn uniaxial, compresiôn y deslizamiento puro.

Es évidente que la teorfa de resistencia de Yagn-Buginski permite tomar en 
consideraciôn no solo la diferencia en la resistencia del material a la tracciôn 
y compresiôn, sino también la resistencia al deslizamiento.

Criterio de resistencia de Pisarenko-Lébedev. Entre las nuevas teorias hay 
que colocar una, sugerida por G. S. Pisarenko y A. A. Lébedev, que se funda 
en la suposiciôn de que la llegada del estado limite es determinada por la capa- 
cidad del material de contrarrestar tanto las tensiones tangenciales como nor
males. Se propone buscar el criterio de resistencia en forma de funciones de las 
tensiones tangenciales invariantes al estado tensional, por ejemplo, tensiones 
tangenciales octaédricas, y la tension normal mâxima.

El criterio de resistencia puede escribirse en la siguiente forma:
Toct +  mlal < m2. (6.23)

Expresando las consîantes ml y m2 por medio de las tensiones limite para
la tracciôn <x+ y compresiôn <rL (en particular, por-medio de ap 
reducimos la condiciôn (6.23) a la forma

3
7 7 Z  * Toct +  G  “  X ) * i  <  ,
Ï2

o bien, pasando a la intensidad de las tensiones, a la forma

y p'com)

X<Ji +  (1 -  X ) O i  <  <r+ , (6.24)
donde

X  =
oL

Para el material que se encuenftra en el estado plâstico, cuando =  cfL ; x  =  1,
la expresiôn (6.24) se transforma en el criterio de resistencia correspondiente a 
la teoria de la variaciôn de la forma; para los materiales frâgiles, cuando x  =  0, 
la expresiôn (6.24) se transforma en primera teoria de resistencia. Cuando 0 <  x  < 
<  1, que corresponde a la mayoria de materiales de construcciôn reales, la super
ficie limite ha de representar, de acuerdo con la ecuaciôn (6.24), una figura de 
igual inclinaciôn con respecto a los ejes principales, en la que estâ inscrita una 
pirâmide hexagonal correspondiente a la teoria de Coulomb—Mohr y expresada 
mediante la fôrmula (6.19).

La teoria representada por el criterio (6.24) concuerda bien con los datos 
experimentales para una clase amplia de los materiales de construcciôn lo suficien- 
temente homogéneos.
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Para los materiales que tienen la heterogeneidad estructural de conside- 
raciôn (algunos tipos de cerâmica metâlica, grafitos, espumas sintéticas, fundiciôn 
de piedra, etc.) se propuso la condiciôn

/.a, +  (1 -  x )ff1A l ~J =  <r+, (6.25)
Gi +  (Jg +  0g

donde J  =  ------------------ es el parâmetro del estado lensional; A, el parânietro
G\

de la estructura del material cuyo valor estadistico medio para la clase sefialada 
de los materiales es de 0,7 a 0,8.

Se puede hallar el valor precisado del parâmetro A utilizando datos de los 
ensayos a torsiôn:

, 9 - YÏXA =  — ---------- ,
1 -  X

0 (7 +
donde <p =  —  ; Tlor es la tensiôn limite durante la torsiôn.

Ttor

Criterio de resistencia de Davidénkov—Fridman. Se basa en el examen de 
los diagramas del estado mecânico que se construyen partiendo de que, en depen- 
dencia del tipo del estado tensional, los materiales pueden destruirse a causa 
de las tensiones de tracciôn (mediante el desprendimiento) y las tangenciales 
(mediante el cizallamiento). Segûn lo seftalado, se distinguen dos caracteristicas 
de resistenda: resistencia al desprendimiento Sdts que représenta el valor de las 
tensiones normales en la superficie de destrucciôn, en el primer caso, y la resis
tencia al cizallamiento / un que représenta el valor de las tensiones tangenciales, 
en el segundo caso. Ambas caracteristicas de resistencia S âes y / tan no dependen 
del tipo del estado tensional. Las curvas de deformaciôn tampoco dependen del 
estado tensional.

La altération de 'la resistencia por medio del desprendimiento se describe 
por la segunda teoria de resistencia

^eq II =  =  s its , (6.26)

y la alteraciôn de la resistencia de segundo género, por la tercera teoria de 
resistencia

Tmàx (6.27)

El diagrama del estado mecânico consiste de dos diagramas (fig. 102): en 
las coordenadas xmàx , ^  h  =  S des y Tmix, ymix. En el diagrama se ponen li-

Yrndx

174

Oeçll

Fig. 102



neas limite que corresponden al limite de fluencia durante el deslizamiento r f, 
la resistencia al cizallamiento / tan y al desprendimiento £ dcs. La desviacrôn de 
la linea de resistencia al desprendimiento a la derecha por encima del limite de 
fluencia corresponde al aumento de la resistencia al desprendimiento con 
apariciôn de las deformaciones permanentes.

Para caracterizar el tipo del estado tensional se introduce el coeficiente de 
blandura

a
Tmix 

°eq  II
(6.28)

Los diferentes estados tensionales se representan en el diagrama por medio 
de los rayos, cuyas tangentes de ângulos de inclinaciôn son iguales a a.

Durante la tracciôn multilatéral (ax = a2 = a3)

y el rayo coincide con el eje de las abscisas. Durante la tracciôn simple (o-j =  a\ 
a2 = cr3 = 0) tenemos :

Tm i x  =  \  ; fle , l l  =  e ; a  =  ° . 5 -

Durante la compresiôn simple (o* =  a2 =  0; a2 — — a)

a  1
r - =  — ; a n =  na\ a = — .max 2 cq II r 9

Tomando ^ =  0,25, hallamos que a =  2.
Examinando los rayos que corresponden a diferentes tipos del estado tensional 

del material, podemos establecer aproximadamente la variedad de la destrucciôn 
y elegir, de esta manera, la teoria de resistencia conveniente.

Al examinar el rayo 1 en el diagrama vemos que interseca ante todo la 
linea de resistencia al desprendimiento. Por tanto, el material se descompone 
mediante el desprendimiento sin que le anteceda la deformaciôn plâstica. El 
rayo 2 interseca primeramente la linea de fluencia y luego la linea de resistencia 
al desprendimiento. De esta manera, durante el estado tensional dado la destruc
ciôn por medio del desprendimiento es antecedida por la deformaciôn plâstica. 
Para el estado tensional caracterizado por el rayo 3 la destrucciôn sucede después 
de la deformaciôn plâstica mediante el cizallamiento.

En el caso de que el rayo interseca primeramente la linea de resistencia al 
desprendimiento, se debe valerse de la teoria de Coulomb- Mohr, primera o segunda 
teoria de resistencia. Si primeramente se interseca la linea del limite de fluencia, 
el câlculo de la resistencia tiene que efectuarse por la tercera o cuarta teoria de 
resistencia.

Asi, pues, los diagramas del estado mecânico reflejan, con cierta aproxima- 
ciôn, el tipo de la destrucciôn de acuerdo con la variedad c)el estado tensional.

Hagamos notar que los rayos, que representan el estado tensional, son rectas 
solamente hasta alcanzar el limite de fluencia.

Al Anal del capitulo présente demos, en la forma tabular, el resumen de 
las teorias de resistencia examinadas y otras que se encuentran en la resistencia 
de materiales (véase la tabla 12).
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Capitulo 7

TRACCIÔN Y COMPRESIÔN

g 39. Câlculo de las barras a tracciôn (compresiôn) 
contando con el peso muerto
La tensiôn en cualquier secciôn de la barra de secciôn constante sometida 

a la acciôn de la fuerza exterior de tracciôn (fig. 103, a), tomando en consideraciôn 
el peso muerto, puede determinarse a base de la hipôtesis de las secciones planas 
por medio de la formula

a
N(z)

F  '
(7.1)

donde
N(z) =  P  +  yFz, 

siendo F  el ârea de la secciôn; y, el peso especifico. Es obvio que

W 2>lmâ* =  P + vFl;

P  + Y Fl P
°indx

La condiciôn de resîstencia serâ

=  T + v/.

7m i\ = - ^  + Vl<  M

o bien
Fig. 103

l<r] - y l '
(7.2)
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y la condiciôn de resistencia toma el siguiente aspecto:

y l<  M .

De aqui se deduce la longitud limite, con la cual la barra no tiene que destruirse 
bajo la aooiôn del peso muerto,

y la longitud critica, teniendo la cual la barra se descompone por la acciôn del 
peso muerto,

'crit
fp
y

El desplazamiento de cualquier secciôn que se encuentra a una distancia z  
del extremo libre de la barra solicitado por la carga P (fig. 103, à) se détermina 
mediante la fôrmula

À(2) =  )  T f *
• (P +  yFQ d t  
I EF

P(l — z) y
—-------  +  —  (/2 -  z").

EF 2 E
(7.3)

El desplazamiento del extremo inferior de la barra serâ igual, evidentemente, 
al alargamiento total de la barra y se détermina a partir de la fôrmula

A(z)x- 0 =  à l IL ï!L
~ËF +  2 Ë '

Teniendo en cuenta que el peso de la barra Q =  ylFt obtenemos

, PI QlAl ~  —  - f - -------
EF 2 EF

(7.4)

Los diagramas de las fuerzas axiales, las tensiones y los desplazamientos 
pueden verse en la fig. 103, ô, c, d.

S 40. Barra de igual resistencia a la tracdôn (compresién).
Barra escalonada

Se entiende por barra de igual resistencia a la tracciôn (compresiôn) una 
barra, en cada secciôn transversal de la cual las tensiones son idénticas e iguales 
a la admisible. El ârea de la secciôn transversal de dicha barra (fig. 104) varia 
segun la ley

11
F(z) =  F0eM ,

(7.5)

siendo F0 =  —  la secciôn minima de la barra en el lugar de aplicacion de
[a]

la carga ; y , el peso especifico; z, coordenada môvil; e, base del logaritmo 
natural.
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El ârea mâxima de la sccciôn serâ

W yl
(7.6)

El peso Q de la barra se détermina a partir de la condiciôn P +  Q =
=  fri , de donde Q = l<r)Fmàx — P, o bien 
considerando (7.6)

J l
Q =  P (e°1 -  1).

La reducciôn unitaria de la barra de igual
[a]

resistencia a la compresiôn e =  —  ,
E

y la reducciôn absoluta

F(z)tdF(z)

Al =  el =  —  /. 
E

(7.7) Fig. 104

La barra de igual resistencia a la acciôn de fuerzas axiales es ôptima desde 
el punto de vista de utilizaciôn racional del material, lo que es importante en 
el caso de una barra muy larga.

La barra escalonada consta de algunos tramos (escalones) con area constante 
de la secciôn transversal dentro de cada tramo. Ocupa la posiciôn intermedia 
entre la barra de secciôn transversal constante y la de resistencia igual.

La secciôn de cualquier w-ésimo tramo, cuando las longitudes de los tramos 
son /j, /2, /3, . . .» /,„ . . . ,  lm y las secciones, correspon- 
dientemente, Fl9 F2, F3, . . . ,  Fnt . . . ,  Fm (fig. 105), puede 
determinarse por medio de la formula

P lo T - '
Fn =

(f<j] -  r h \ • • ■ ( b l  -  yl,,)

Si las longitudes de todos los tramos son iguales
/

(7.8)

/i — /a — /a — =  /„ = =  /,„ =  -

enfonces

Fn = P[<* Ii n— 1
(7.9)

' / / / / / / / / / / / / / / / / A

.]vP  
Fig. 105

donde m es el numéro de escalones en la barra; /, la 
longitud de la barra.

§ 41. Éstructuras estaticamente Indeterminadas

Las éstructuras se denominan estaticamente indeterminadas (hiperestâticas) 
cuando los esfuerzos en sus elementos no pueden determinarse de las ecuaciones 
de la estât ica. Al resol ver problemas estâticamente indeterminados es necesario 
utilizar también, ademâs de las ecuaciones de la estâtica, ecuaciones que toman 
en consideraciôn las deformaciones de los elementos de éstructuras.
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Todas las estructuras estâticamente indeterminadas tienen los llamados vinnan 
los superfluos en forma de sujeciones, barras y otros elementos. Se denomicu- 
asi por no ser indispensables para garantizar el equilibrio de la estructura y su 
invariaciôn geométrica, sino son condicionadas por las exigencias de la resistencia 
y rigidez de ésta. El numéro de incôgnitas superfluas, o el grado de hiperestati
cidad, se establece por la diferencia entre el numéro de incôgnitas a determinar 
y el numéro de ecuaciones de la estâtica.

El sistema se llama con un grado de indeterminaciôn estâtica o con un grado 
de hiperestaticidad si tiene una incôgnita superflua. Si las tiene dos, tiene dos

grados de hiperestaticidad, etc. Las estructuras mostradas en lafig. 106, a, 6, d, <?,/ 
tienen un grado de hiperestaticidad y la estructura que se da en la fîg. 106, c, 
dos grados de hiperestaticidad.

La soluciôn de los problemas hiperestâticos se efectüa en cuatro etapas.
1. Parte estâtica del problema. Se componen las ecuaciones de equi

librio de los elementos seccionados de la estructura que contienen esfuerzos 
incôgnitos.

2. Parte geométrica del problema. Se establece la relaciôn entre las 
deformaciones de distintos elementos de la estructura, partiendo de las condi- 
ciones de que las deformaciones son conjuntas. Las ecuaciones obtenidas se 
denominan ecuaciones de simultaneidad de las deformaciones.

3. P a r te  fIsica del problem a. Las deformaciones de los elementos de 
estructuras se expresan en las ecuaciones de simultaneidad a base de la ley de 
Hooke por medio de los esfuerzos incôgnitos que actüan en ellos.

4. Sîntesis. Se resuelvcn juntas las ecuaciones obtenidas respecto a los 
esfuerzos incôgnitos.

A continuaciôn se da un ejemplo de câlculo del sistema colgante de très 
barras con un grado de hiperestaticidad (fig. 107, a).

1. Parte estâtica del problema (fig. 107, b)

=  N 3 sen <x — N2 sen a =  0; (7.10)

E * ' =  «Ni +  N 2 cos a +  N 3 cos a — P = 0. (7.11)

Hallamos a partir de (7.10)
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obtcnemos de (7.11)
N t  4- 2lVa cos a =  P. 

2. Parte geométrica del problema (fig. 107, c)

Alz =  AI2 ~  Ali cos a.

3. Parte ffsica del problema

N ih  . 
* i * î ’

zf/o =

(7.13)

(7.14)

(7.15)

4. Sfntesis. Sustituyendo (7.15) en (7.14) obtenemos

N A
E2F i

N A
E1Fl

cos a.

Resolviendo juntas (7.16) y (7.13) hallamos

N x =
P

1 +  2 — cos2 a
Cl

siendo

N2 =
P — cos a 

ci

1 4- 2 — cos2 a
Cl

(7.16)

(7.17)

FiFi E2Fs
Ci =  “ 7— ; c2 =  —

Résulta que los esfuerzos iVj y Af2 dependen de la relaciôn entre las rigideces 
de las barras. Por eso se puede deducirlas, durante el câlculo de proyecciôn, 
proponiéndose cierta relaciôn de las rigideces de las barras. En esto radica una 
de las particularidades del câlculo de los sistemas de barras hiperestâticas. Las 
formulas de câlculo para la determinaciôn de los esfuerzos en algunos sistemas 
de barras mâs simples se dan en la tabla 13.
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Tabla 13

Esfuerzos en los sftstemas de barras n d s  sim ples
E es e l m ô d u lo  d e  e lastic id ad  del m aterial de la  barra; F, el ârea d e  la
sécc ion  transversal d e  la  barra
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Tabla 13 (continuation)

Esquema del sistema de barras Esfuerzos longitudinales en las barras

z z m m m m m

£, Ft h
1 a 1 ' , °2,

______ ,

Nt = P
2ûia2+ai

N2= P

n 3 = p

. 2 ^2^2 ^2^2 F<lF|
° i a 2  TTTT + ° 2 TT7T aa2 — — + a a x ■—  
____ P\Fi____ E\F l_____ P\F\_____ F 3 F3  m

2 .,» , +  . ; ( ■ + +  . = (1 +

^ ,  +  < .ï(i +  | Q + « ? ( '  +  | ^ )

§ 42. Câlculo de hflos flexibles

Se llama kilo flexible una barra capaz de contrarrestar solamente la tracciôrt. 
Para el hilo flexible, de las seis componentes de las fuerzas interiores sôlo la fuerza 
axial no es nula.

A hilos flexibles pertenecen conductores de redes eléctricas y telegràficas, 
cadenas de puentes colgantes, cables de funicular, etc. Los puntos de suspension 
de los hilos flexibles pueden encontrarse tanto a uno como a diferentes niveles 
(fig. 108, a, b).
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La principal carga del hilo flexible del material con peso especifico y  y ârea 
de la secciôn transversal F  es el peso muerto del alambre de intensidad qA\ = y F. 
Sin embargo, la carga en el hilo flexible puede crearse no sôlo por el peso muerto 
del alambre, sino también mediante algunos otros factores, por ejemplo, la presiôn 
del viento, el peso del hielo al congelarse los alambres. Estas cargas también 
se consideran uniformemente distribuidas por la longitud del hilo. Denotemos 
las intensidades de estas cargas por qy y qh9 respectivamente.

El espesor de la capa de hielo se toma, de acuerdo con la regiôn climâtica, 
igual a 0,5—2,5 cm.

La presiôn del viento en el piano horizontal serâ

<7V =  P d
o bien

qy =  kaqyc\dt (7.18)

siendo p  la presiôn; </, el diâmetro del alambre tomado en consideraciôn su 
aumento a costa de la congelaciôn; k  =  1,2 es el coefkiente aerodinâmico; 
a =  0,85 es el coeflciente de irregularidad del viento; qye], la velocidad de la pre
siôn. Expresando esta ültima por medio de la velocidad del viento en métros por 
segundo y d  en métros, hallamos la intensidad de la carga de viento:

qy =  636 • 1 0 - W  [kgf/m]. (7.19)

La intensidad total de la carga aplicada al hilo flexible puede determinarse 
por medio de la siguiente fôrmula:

<7 =  /(* » ! +  <7h)J +  <7v. (7.20:

El piano de acciôn de la carga total, que coincide con el piano de combarsr 
el alambre, no serâ vertical.

El hilo flexible pertenece a la clase de sistemas con un grado de hiperesta- 
ticidad.

Aducimos las formulas principales utilizadas para el câlculo del hilo flexible 
en el caso general, cuando los puntos de suspensiôn del hilo se encuentran a 
diferentes niveles (fig. 109, a).
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Generalmente se sustituye la carga distribuida q, que actüa sobre el alambre, 
por la estâticamente équivalente q distribuida a lo largo de la luz con longitud /:

~ h  Q
q =  <l~7 =  — '  •/ cos P

Suponiendo el hilo idealmente flexible, los esfuerzos de tracciôn en cualquier 
secciôn del hilo pueden considerarse tangentes a la curva de comba. En los puntos 
de sujeciôn A y B  los esfuerzos, que actûan en el hilo, equivalen a las reacciones 
de los apoyos TA y TB. Representando éstas en forma de las componentes 
horizontal (H) y vertical (R), hallamos del examen de la parte estâtica del 
problema:

X Z =  - H a  + H b =  0;

-  RA - R B + qi = o ;

SA /b =  -  HAh + RA l - ^  =  0,

de donde

t

H À Hb = H ;

ql h
R .  =  T  +  H -r ,

ql h
RB = - - H - r

(7.21)

(7.22)

(7.23)

Del examen del equilibrio de una parte del hilo (fîg. 109, b) hallamos:

S  Z = - H +  Tj(z) =  0;

S r -  -  Ra  +  v +  Ty(z) =  o,
de donde

Tt (z) =  H; (7.24)

T / z ) = H j  + q [ l - 2y  (7.25)

H  es la componente horizontal del esfuerzo igual en todas las secciones llamada 
lensado del hilo.

El esfuerzo total de tracciôn en cualquier secciôn del hilo

T(z) =  K T?(z) +  r f c )  =  y H* +  \ h  J  +  q  ̂ -  2)  J* (7.26)

y es mâximo cuando z =  0, es decir,

Tmix = Y H* + [ r  + Hj ) 2 • ( 7 -27 ]

Para los hilos de curvatura suave (cuya longitud por la curva de comba 
diflcre poco, pero no mâs que en un 10%, de la longitud de la luz) la diferencia
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entre Tmàx y H  es pequefia. Por eso se realiza cl câlculo del hilo a la resistencia, 
con suficiente precisiôn para la prâctica, por la magnitud del tensado H.

Hallamos la ecuaciôn de la curva de comba del hilo, igualando, a base de 
su flexibilidad perfecta, el momento flector a cero:

M(z) =  Ra z - H y - ~  =  0, 

de donde obtenemos, tomando en considergciôn (7.22),

es decir, la curva de comba del hilo tiene la expresiôn analitica de parâbola.
Hagamos notar que si el problema se resuelve con exactitud, considerando 

la carga uniformemente distribuida por la longitud del hilo y no por la luz 
la curva de comba se convierte en linea de cadena. La parte derecha de la ecuaciôn 
(7.28) es el primer término de desarrollo de la ecuaciôn de la linea de cadcna 
en la sérié de Maclaurin por las potencias de z. La utilizaciôn de la fôrmula 
aproximada (7.28) da en la prâctica resultados completamente satisfactorios.

Deducimos la posiciôn del punto inferior del hilo suspendido, cuyas coorde- 
nadas estân designadas por z =  a; y  =  / '  (fig. 110, a), igualando a cero la deri- 
vada del segundo miembro de la ecuaciôn (7.28):

dy ql h qz
—  =  —  H---------- —  =  0,
dz 2H l H

de donde

a »2 ql

Sustituyendo (7.29) en (7.28), hallamos la comba mâxima del hilo

„  ql2 Hh4 h
y ^ - f  +  +  (7-30>

Se distinguen très casos caracteristicos de la posiciôn del punto mâs bajo 
de la curva de comba del hilo.

1. £1 punto mâs bajo de la curva de comba se encuentra dentro de los limites 
de la luz, es decir, a <  / (fig. 110, à). Esto tendrâ lugar, de acuerdo con (7.29), 
cuando

«Il
2h ’
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2. £1 punto mâs bajo de la curva de comba se encuentra fuera de la luz, 
es decir, a >  / (fig. 110, b). Esto tendrâ lugar si

ql1
t f > — (7.32) 

2h

3. El punto mâs bajo de la curva de comba coïncide con el punto inferior 
de la suspensiôn, es decir, a =  /(fig. 110, c). Para este caso es necesario que

ql2
* = - .  (7.33)

En todos los très casos las coordenadas a y / '  del punto mâs bajo se deter- 
minan por medio de las fôrmulas (7.29) y (7.30).

Establezcamos la dependencia que existe entre el tensado H  y la flécha de
l h

la comba / .  Sustituyendo en (7.28) z =  — e y  = + f  (fig- 111). hallamos

o bien

(7.34)

(7.35)

Hallamos el tensado del hilo, expresado por medio de la comba mlxima / ' ,  de 
la soluciôn de la ecuaciôn cuadrada (7.30) con respecto a H:

Si el punto mâs bajo de la curva de comba se encuentra dentro de los limites 
de la luz, la raiz se toma con cl signo “menos” , si se encuentra fuera de la 
luz, con el signo “ mâs”.

Examinando la parte geométrica del problema, establezcamos la relaciôn 
entre la longitud del hilo suspendido S , la luz / y la magnitud de la comba / .

rA

Fig. 111

La longitud del elemento del hilo, teniendo en cuenta una comba pequena, puede 
expresarse por medio de la siguiente dependencia:

dS =  Ydz2 -F dÿl — dz — (7.36)
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Sustituyendo la dcrivada de la expresiôn (7.28) —  en (7.36) e integrando por
dz

toda la longitud, hallamos

5  =
q2lz h2 

2ÂHi + ~2Î
o, tcniendo en cuenta (7.35),

8 P  h2
S =  / +  3 T  +  2 / ’

El alargamiento del hilo suspendido sujeto a tracciôn es igual a

AS  =  S  -  L = /  +
g2/3 

24 H 2

(7.37)

(7.38)

(7.39)

sicndo JL la longitud del hilo no suspendido.
Del anâlisis de la parte f/sica del problema se establece el cambio de la longitud 

del hilo en funciôn del esfuerzo de tracciôn y del cambio de temperatura.
Tomando el tensado H  por el esfuerzo de tracciôn de câlculo para los hilos 

de curvatura suave y sustituyendo la longitud del hilo por la distancia entre los 
puntos de suspensiôn ll9 hallamos el alargamiento del hilo por medio de la fôrmula

H/x
EF

f f l  
EFcos p

(7.40)

El alargamiento de temperatura del hilo se détermina mediante la fôrmula

ASt =  alx(t -  t0) =  — - 0  -  /o), (7.40 a)
cos p

donde a es el coeficiente de dilataciôn lineal del material del hilo; t0, la tempe
ratura en el momento de suspensiôn del hilo; t , la temperatura de câlculo del hilo. 

El cambio total de la longitud primitiva del hilo

A S  =  ASn  +  AS,
H\ aï / _

ZTFcos P ^  cos p  /o *
(7.41)

Igualando los segundos miembros de (7.39) y (7.41) que expresan el mismo 
valor del alargamiento del hilo colgado, hallamos:

qV* h2 H l
L =  / +  -----  - f ----------------------

24H 2 21 EFcos P COS P
(7.42)

El examen conjunto de las ecuaciones (7.35) y (7.42) permite determinar 
el tensado del hilo H  y la flécha de su comba / .  Una vez que se ha determinado H, 
mediante la fôrmula (7.27) puede hallarse Tmix y, conociendo éste, revisar la 
resistencia por medio de la fôrmula

1 max
«  ^ r <  M .F
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o bien, teniendo en cuenta (7.35),

ql2

” W <  w

Introduciendo la nociôn de carga especifica

?

(7.44)

y = F 9

obtenemos la condiciôn de resistencia (7.44) en forma de

a  =
y  F

w <  M . (7.45)

Hagamos notar que durante el câlculo de conductores eléctricos la secciôn del 
conductor F  se détermina a partir de las relaciones eléctricas, realizando después 
el câlculo de comprobaciôn mediante la fôrmula (7.45).

Un gran interés prâctico représenta el caso particular del câlculo del hilo, 
en que los puntos de suspension se encuentran a un mismo nivel, es decir, cuando

cos fi =  cos 0 =  1 ; h =  0;
qi

= R b =  -

Se quedan vigentes las fôrmulas (7.34) y (7.35), igual que para el caso general, 
mas la ecuaciôn de simultaneidad de las deformaciones (7.42) obtendrâ el siguiente 
aspecto :

q2l2 H l
L =  / +  —------------------ ceî(t -  /0). (7.46)

24 H 2 EF K

Muchas veces en la prâctica se tiene que tomar en consideraciôn la influencia 
de los cambios de temperatura y carga sobre la tension y la flécha de la comba 
del hilo. Supongamos que es necesario determinar el cambio de la tensiôn y 
de la âecha de la comba en un estado /i, caracterizado por los parâmetros tm qn,

, en comparaciôn con el estado inicial m en el momento de suspen-
8/,

siôn del hilo definido por los parâmetros tm%qm%f miH m —

La soluciôn del problema planteado puede obtenerse, expresando la longi- 
tud L  del hilo para los estados m y n de acuerdo con (7.46) :

9mP
8fm

L  = l +

L =  / +

q lP

24 Hm 

qll* 

24-ff*

-  - -  #);

H J
EF

-  al(tn -  t0).

Igualando los segundos miembros de dichas ecuaciones e introduciendo la susti- 
tuciôn

Qm _  . 4n _ H m H n
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On ~ =  O, (7.47)
24 a \

m
YmPE 

24 a l
+  aE(tm -  /„).

La dependencia (7.47) se llama a veces ecuaciôn de estado del hilo. Puede 
presentarse en forma de

3 f  yml2E  1 2
On — I Om T" 0{tn tn() I Gn

L 24<Tm J

v\PE
24

=  0 (7.48)

o, teniendo en cuenta que

en forma de

YjJ1 
8fm

On = YjP  
8 /,

/ ?  -  [  /m +  -  «/“(/„ -  tm) M  ^  j / „  w
y„/4 =  0. (7.49)

Si los puntos de suspensiôn son diferentes, la ecuaciôn de estado del hilo 
omarâ, respectivamente, el siguiente aspecto:

f 3 J n -[ f 2Jm .  ̂ 12 ^H------a/2 -------- —
8 cos P

3 y ./4

y*,'4

64E cos0

64 Efm cos P

=  0. (7.50)

Es cômodo resolver grâficamente la ecuaciôn cubica (7.49) o (7.50) respecto 
a f n. Asf, poniéndola en forma de f*  — afn — b = 0 à = afn -f b, donde a 
y ô son numéros conocidos, se construyen los grâficos

,8
y = f n y  = afn +  b.

La abscisa del punto de intersecciôn de la pârabola cubica obtenida con la 
lfnea recta ofrece el valor de la comba buscada f n (fig. 112).

Durante el câlculo del hilo a la resistencia es 
necesario tomar en consideraciôn los casos de com- 
binaciones mâs desfavorables del viento y la con- 
gelaciôn que provocan en él tensiones mâximas.

De la ecuaciôn de estado (7.47) se desprende que 
en el caso de luces pequenas, cuando / -* 0 

on = om + oE(tm -  /„), 
es decir, el cambio de las tensiones dépende, gene- 
ralmente, de los cambios de temperatura.

En el caso de luces grandes, cuando / oo, 
obtenemos

y ,i
Ofi om,

A/m
es decir, la tensiôn dépende, generalmente, de la carga.

Por la longitud critica del hilo /cr se entiende tal longitud, para la cual la 
tensiôn en el hilo es la misma en ambos estados peligrosos (tanto durante la carga
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mâxima, el estado n% como durante la temperatura mlnima, el estado m), es 
decir, cuando

Considerando que tn corresponde a la temperatura de congelaciôn (general- 
mente /cong =  -  5°C), para la cual y„ =  ym4x, y tm corresponde a la temperatura 
mlnima tmin, para la cual el hilo esta solicitado solamente por el peso muerto y, 
es decir, ym =  ylt hallamos la longitud crltica del hilo /cr a partir de (7.48) teniendo 
en cuenta (7.51):

Comparando la luz de câlculo / con el critico lct se puede convencerse 
de que, cuando / <  /cr, las tensiones méximas serân durante la temperatura 
mâs baja, y en el caso de / >  /cr las tensiones mâximas en el hilo serân durante 
las cargas mâximas.

On =  om =  [a] (7.51)



Capftulo 8 

DESLIZ AMDENT O

§ 43. Deslizamiento. Câlculo al cizallamiento

El rasgo caracterfstico de la deformaciôn de desplazamiento consiste en 
lo siguiente: de las seis componentes del vector principal de la fuerza R  y del 
momento principal M  solamente una fuerza cortante Qy (o Qx) difiere de cero, 
siendo las demàs iguales a cero.

La deformaciôn de una banda, al cortarla con tijeras (fîg. 113, a, b), puede 
servir de ejemplo del deslizamiento o cizallamiento. Prâcticamente, es diffcil 
obtener la deformaciôn de deslizamiento en forma pura, porque viene acompafiada, 
generalmente, por otras deformaciones, la de flexiôn en su mayoria.

Durante la solicitaciôn segun el esquema mostrado en la figura, en el tramo bc, 
evidentemente, la fuerza cortante

Q =  F,

y el enlace entre las tensioncs tangenciales t  y la fuerza cortante serâ

(8.1)

y d F = Q .  (8.2)
F

Tomando las tensiones tangenciales r  distribuidas uniformemente por el ârea 
de la secciôn transversal F(fig. 114), hallamos a base de (8.2),

T =
Q
F 9

Fig. 113

o bien, tomando en consideraciôn (8.1),

Fig. 114

P
T (8.3)

La suposiciôn sobre la uniformidad de distribuciôn por la secciôn de las 
tensions tangenciales es bastante convencional. porqiie éstas, en virtud de la ley
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de reciprocidad, son iguales a cero cerca de las caras superior e inferior. Sin 
embargo, esta suposiciôn se utiliza ampliamente en la prâctica en el câlculo de 
los pemos, uniones soldadas y remachadas, chavetas, etc.

§ 44. Deslizamiento puro

El caso del estado piano tensional, cuando por las cuatro caras del elemento 
separado actüan solamente las tensiones tangenciales (fig. 115), se llama desliza
miento puro. Hallamos la magnitud de las tensiones principales con arreglo al 
esquema de carga que puede verse en la fig. 115, a. Con este propôsito, teniendo

Fig. 115

en cuenta que en el caso dado <ra =  <jp =  0; r a =  — r; — r,construimos el 
circulo de las tensiones (fig. 115,6) del cual se desprende que

=  — cra =  r. (8.4)

Las tensiones médias en los pianos principales, que coinciden con la cara 
de fachada, son c 2 =  0. Los pianos principales estân inclinados con respecto a 
las caras del elemento bajo un ângulo de 45°. El elemento abcd que tenfa la forma 
de cuadrado de lado a se convierte, bajo la acciôn de las tensiones tangenciales, 
en rombo a'b'c'd'. La deformation de deslizamiento puro consiste en el cambio 
de los ângulos rectos. Representado, para mâs evidencia, el elemento que se 
encuentra en las condiciones de deslizamiento puro sujetado por una de las caras 
(fig. 116), hallamos

As
tg Y =  ---- •a

Tomando en consideraciôn la peqùeiiez del ângulo podemos tomar tg y «  y; 
enfonces el deslizamiento relativo

As
^ a

(8.5)

La dependencia entre la carga y la deformation durante el deslizamiento 
puede verse en el diagrama de deslizamiento (fig. 117), el cual puede obtenerse, 
a semejanza con el diagrama de las tensiones, durante los ensayos a tracciôn.
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Es évidente que dentro de los limites de la dependencia lineal entre y y t  
es justa la correlaciôn siguiente:

y =  -— o r  =  Gy, (8.6)

siendo G el coeficiente de proporcionalidad denominado môdulo de elasticidad 
durante el deslizamiento o môdulo de elasticidad de segundo gènero y se mide 
en kgf/cm2 (o en kgf/mm2). Las fôrmulas (8.6) expresan la ley de Hooke para 
el deslizamiento escrita en coordenadas relatiyas. De la fig. 116 se ve que el 
alargamiento Al de la diagonal AC  =  / =  aŸ2 es igual a

(7i y \  ds
-------------- I «  CC1 cos 45° =  —  ,

4 2 J y 2

y el alargamiento lineal relativo de la diagonal (en la direcciôn de 01),
Al As y

e =  T  =  "2a =  T

o bien, teniendo en cuenta (8.6),

e
T

2G
(8.7)

Aplicando al deslizamiento puro la ley de Hooke generalizada (fig. 116) 
hallamos

e =  el
1

E
(8.8)

Obtenemos de la confrontaciôn de los segundos miembros de las igualdades 
(8.7) y (8.8)

G =
E

2(1 +  fi)
(8.9)

Cuando n =  — 
3

G =  (0,375 -r 0,4) E,
4
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Utilizando (8.5) expresemos el deslizamiento absoluto As por medio de
G =  Fr:

As = ya =
t  Qa

—  a = -----
G GF

es decir,

T. (8.10)

La fôrmula (8.10) expresa la ley de Hooke para el deslizamiento en unidades 
absolutas.

La energia potencial de la deformaciôn durante el deslizamiento se define 
mediante la siguiente fôrmula:

AsQ _  Q2a
IGF  *

La energia potencial unitaria de la deformaciôn durante el deslizamiento es

U _  Q2a r a 
~V ~  IGFaF ~~ 2G '

(8.11)

donde V es cl volumen del elemento.
Las tensiones principales durante el deslizamiento puro (fig. 115, a) son 

iguales a
c x — t ; c2 =  0; a 3 =  -  t.

Las condiciones de resistencia durante el deslizamiento puro se escribirân del modo 
siguiente:

segün la primera teoria de resistencia

C! =  t <  [a]; (8.12)

segün la segunda teorfa de resistencia

cr1 -p (T z < [a].

Hallamos, sustituyendo los valores de las tensiones principales,

t  ^  =  [t ] .  (8.13)
1 4-

Para los metales p =  0,25 — 0,42, por eso [t ] =  (0,7 -- 0,8) [a]. Segün la 
tercera teorfa de resistencia

Ci - c 3<  [c].

De aquf

[c] r ,
T< 7 = | , ] (8.14)
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Segûn la cuarta teoria de resistencia

Y<r\ + a l — <  M ;

Por lo taato,

T ^
w

0,6 [cr].

Hagamos notar que durante los câlculos de las piezas hechas de materiales 
plâsticos (pernos, remâches, chavetas, etc.) la ultima fôrmula es la que mâs sirve.

§ 45. Algunos ejemplos del càlculo al cizallamlento

Câlculo de empalmes empernados y remachados. En el càlculo al cizallamiento 
de los pernos (fig. 118, a) la distribuciôn de las fuerzas exteriores que actüan 
sobre el perno y de las tensiones tangenciales en la secciôn del corte se toma 
convencionalmente correspondiente al esquema dado en la fig. 118,6.

La condiciôn de resistencia del perno al cizallamiento puede escribirse en 
la siguiente forma:

Tmâx w .

nd2
o bien, tomando en consideraciôn que Q = P  (fig. 118, c) y F  = -------,

4

mix
4P
7td2

< M .
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(8.15)

De aqui determinamos el diâmetro del perno.

Al calcular empalmes empemados o remachados se debe tomar en consi- 
deraciôn que la carga aplicada a los elementos del empalme provoca, ademâs 
del cizallamiento, el aplastamiento de las superficies de contacto. Por el aplasta- 
miento se entiende la deformaciôn plâstica que surge en la superficie de contacto.

£1 câlculo al aplastamiento se efectüa en forma aproximativa, puesto que 
se ignora la ley exacta de distribuciôn de la presiôn por la superficie de contacto. 
Se toma, por régla general, la ley no lineal de distribuciôn de la presiôn (lig. 119, à) 
considerando que la presiôn es proporcional a la proyecciôn dF1 del piano dF 
de la superficie cilfndrica sobre el piano diamétral

q _  dF 
qx dFi *

La tensiôn mâxima de aplastamiento para la superficie cilfndrica es igual a

p  _  P
aap ~  ~  T d  ’

donde FBp =  ôd es el àrea de la proyecciôn de la superficie de contacto sobre el 
piano diamétral (fig. 119, b).

La condiciôn de resistencia al aplastamiento tiene el siguiente aspecto:

<r»p= ^r, <  k . p ] -  (8 .1 6 )oa

Las tensiones admisibles del aplastamiento se determinan experimental- 
mente y se toman iguales a

' i g  =  ( 2 - 2 , 5 ) [ d .

Se puede determinar, a base de (8.16), el diâmetro necésario del perno:

P
(8.17)
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De los dos diâmetros hallados mediante las formulas (8.15) y (8.17) se debe 
tomar el mayor, redondeàndolo hasta el valor estândar.

Como los pemos y remâches debilitan las chapas unidas, éstas se comprueban 
a la rotura en las secciones mâs debilitadas. En el caso de un solo pemo la condi- 
ciôn de resistencia tendra el siguiente aspecto:

a
P

ô(b -  d) < [* + ].

siendo b la anchura de la chapa.
Examinemos un empalme remachado, cuyos remâches experimentan el 

cizallamiento doble (fig. 120).

Considerando que la fuerza de tracciôn N  estâ distribuida uniformemente 
entre los remâches hallamos, designando el diâmetro de los remâches por d  y 
el espesor de la plancha por â, el numéro de los remâches i a partir de la condi- 
ciôn de resistencia al cizallamiento:

T =
N

nd2
4

<  M ;
2 N

i ^ ---------
7K/2[t ]

o de la condiciôn de resistencia al aplastamiento:

N
iôd ^  [ffapL

N

«[ff.p l

Câlculo de los empalmes soldados. Se acepta (también convencionalmente) 
calcular al cizallamiento algunos empalmes soldados. Los mas difundidos son 
a tope y mediante costuras angulares y de cordôn. Los empalmes a tope se 
utilizan cuando las chapas unidas se encuentran en un mismo piano. Cuando 
el espesor de las chapas ô. <  8 mm, sus bordes no se elaboran (fig. 121, a); cuaudo 
6 =  8 -7- 20 mm, los bordes de las chapas se achaflanan y la soldadura se efectua 
por un lado, obteniéndose una costura en V (fig. 121,6); cuando ô > 2 0  mm, 
los bordes se achaflanan por dos lados, obteniéndose una costura en X (fig. 121, c). 
Taies costuras se calculan a  la rotura. El espesor de câlculo de la costura se 
toma igual al espesor de la chapa ô (el métal de fusiôn no se toma en consi- 
deraciôn).

Las uniones mediante costuras angulares se utilizan en los casos en que las 
chapas empalmadas son paralelas o perpendiculares. Comprenden uniones sola-
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padas, con cubrejuntas y en T. Si la direcciôn de la costura es perpendicular a es* 
fuerzo de acciôn, ella se llama frontal. Las costuras paralelas al esfuerzo se llaman 
de flanco o de costado. Se utilizan también costuras oblicuas (fig. 122) dirigidas 
bajo cierto ângulo con respecto a la fuerza de acciôn. En la fig. 123 se muestra

a b c

«o

Fig. 121
la uniôn solapada de las chapas mediante costuras frontales, en la fig. 124, la 
uniôn con cubrejuntas soldadas mediante costuras de fianco, en la fig. 125, 
la uniôn en T.

756

r ra  j n 1 —■!
— LJ____ L U

Fig. 123
Generalmente durante el câlculo de las costuras soldadas el métal de fusiôn 

no se tiene en cuenta, sino se considéra que la costura angular tiene en el corte 
la forma de triângulo rectângulo isôsceles (fig. 126, a, b). La descomposiciôn 
de la costura ha de suceder por su secciôn mfnima, cuya altura

m = ô cos 45° «  0,7ô.

El ârea de câlculo de la secciôn de la costura con longitud / serâ
ml =  0,7(5/.

El câlculo de las costuras, al igual que de los remâches, se efectua convencional- 
mente suponiendo uniforme la distribuciôn de las tensiones por la secciôn de la 
costura. Algunos valores de las tensiones admisibles durante el câlculo de los 
empalmes soldados de estructuras fabricadas del acero Ct. 3 se dan en la 
tabla 14.
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Tensiones admisibles para acoplamientos soldados, kgf/cm2
Tabla 14

Tipo de deformaciôn | Designaciôn Soldadura manual (clec- 
trodos cou capa fin a)

Soldadura automàtica y 
manual (electrodos con 

capa gruesa)

Tracciôn [a,+ ] 1000 1300

Compresiôn 1100 1450

Cizallamiento W 800 1100

Câlculo de la costura frontal. Teniendo en cuenta que la resistencia del acero 
al cizallamiento es menor que la resistencia a la tracciôn, se prescinde de la compo- 
nente de las tensiones normales en la costura frontal y su câlculo se realiza 
convencionalmente al cizallamiento, considerando que las tensiones tangenciales 
estân distribuidas uniformemente por el ârea de la secciôn ABCD (fig. 126). 
Al calcular las costuras frontales del empalme solapado se toman en consideraciôn 
ambas costuras, la superior y la inferior. Su ârea total es

F  =  2ml =  2 • 0,161 =  1,4SI.

La condiciôn de resistencia se escribirâ del modo siguiente:

P
T =  —

F
P

1,4 <5/ <  K l .

La longitud calculada de la costura de tope lca\ se determinarâ mediante la 
formula

_  P  
/cal “  1,43 [rs] •

La longitud calculada de la costura /cal se toma, generalmente, a causa de la fusion 
incompleta al principio y al final, 10 mm menor que la real /, o sea,

/cai =  / — 10 mm.
Câlculo de las costuras de flanco. Son las mas difundidas en la prâctica. Son 

menos rfgidas que las frontales debido a la mayor extension del métal en la direcciôn

«

de la acciôn de la fuerza. Las costuras de flanco siempre se hacen a pares. Trabajan 
al cizallamiento en las secciones bisectrices (fig. 127). El ârea de cizallamiento 
de dos costuras

204

F  =  2-0,7 6(1 -  10 mm) =  1,4<5(/ -  10 mmV



La condiciôn de resistencia al cizallamiento es

P P
x  =

F  1,4<5(/ — 10 mm) <  [ T . ] .

La longitud de la costura se détermina por medio de la fôrmula

Càlculo de las ensambladuras. Las ensambladuras que pertenecen a los 
acoplamientos, cuya resistencia se détermina, generalmente, a partir de la condi
ciôn de cizallamiento, sé utilizan para la uniôn de los elementos de estructuras

de madera (fig. 128). La madera es un material anisôtropo, sus propiedades 
mecânicas dependen de la direcciôn de la acciôn de fuerza con respecto a la orien
tation de las fibras.

Asf, para el pino el limite de resistencia a lo largo de las fibras es igual 
a 400 kgf/cma, de través de las fibras, 50 kgf/cm2; para el roble es de 500 kgf/cma 
y 150kgf/cma, respectivamente. Se deben tomar, a causa de la diferente resis
tencia de la madera a lo largo y de través de las fibras, distintas tensiones admi- 
sibles para diferentes direcciones de acciôn de las fuerzas.

Algunos datos sobre las tensiones admisibles para el pino y el roble se dan 
en la tabla 15.

Examinemos, como ejemplo, el câlculo de la uniôn del par del tejado con 
el tirante (fig. 128). Denotemos el ângulo' entre los ejes del par y del tirante 
por a y la fuerza que actua a lo largo del par, por N. La secciôn del par F  =hb. 
El extremo del tirante expérimenta el cizallamiento a lo largo de las fibras bajo 
la acciôn de la proyecciôn horizontal de la fuerza N

La longitud x  de una parte del tirante, que sale mâs alla de la ensambladura, 
se determinarâ a partir de la condiciôn

Fig. 128

Nx = N  cos a.

de donde

Fciz = b x>
M

2 0 5



N  cos a
y

Ni_____________
/> [t ] 6 [ t ]

El ârea necesaria del aplastamiento de la ensambladura

Fap = b y> Ni 
bapl '

La profundidad de la ensambladura

N x N  cos oc 
y >  b[irap] =  i K p ]  ‘

Tabla 15
Tensiones admisibles para la madera

Tipo de la deformaciôn Designaciôn
Tensiôn admisible, kgf/cma, 

para
pino | roble

Tracciôn [ff+] 100 130
Compresiôn a lo largo de las fibras y aplas

tamiento del tope 120 150
Aplastamiento en las ensambladuras a lo

largo de las fibras [<Tap] 80 110
Aplastamiento perpendicularmente a las

fibras (en una longitud mayor que 
10 cm)

[°ap] n
T 24 48

Deslizamiento en las ensambladuras a lo
largo de las fibras M 5 -1 0 8 -1 4

Deslizamiento en las ensambladuras de 
través de las fibras M *

2 6 8
Flexion 120 150
Deslizamiento durante la flexion [*fll 20 28

Observation. Durante el aplastamiento (o deslizamiento) bajo un ângulo oc 
con respecto a la direcciôn de las fibras la tension admisible tiene un valor inter- 
medio entre [aap] y [c.àV] n o [t] y [r] n y puede determinarse médian te la

formula convencional

f^ap 1

1 + J ___ K p ] _
1 KP], 1|  sen3a



Capftulo 9 

TORSIÔN

§ 46. Tensiones y deformadones durante la torsiôn

El estado tensional de la torsiôn es caracterizado por la presencia.en la 
barra del factor interior de la fuerza ünico, el momento torsional M z = M t0 
(fig. 129), es decir, el momento que actüa en el piano de la secciôn transversal 
de la barra (las demâs componentes de las fuerzas interiores son nulas) :

Qx = Qy = N = 0 ;  M x =  M y =  0.

La barra que trabaja a torsiôn se llama ârbol. Se estableciô experimental- 
mente que cuando un ârbol esté sujeto a la acciôn de dos momentos torsio- 
nales M tor opuestos aplicados en sus extremos, éste ha de experimentar torcedura, 
es decir, unas secciones del ârbol han de girar respecto a las otras, mientras 
que su longitud se mantiene invariable.

Examinando la torsiôn de una barra cargada segun el esquema mostrado 
en la fig. 130, es fâcil notar que el ângulo de.giro <p de una secciôn que se 
encuentre a una distancia z del lugar del empotramiento del ârbol serâ tanto

Fig. 129 Fig. 130

maypr, cuanto mayores sean z y el momento torsional M tor, Si se hace torcer 
el ârbol hasta su destrucciôn, representando grâficamente la dependencia ç> =  
=  /(A ftor)> obtenemos el diagrama de torsiôn, cuyo aspecto para un material 
plâstico puede verse en la fig. 131. En este diagrama, 
igual que en el diagrama de tracciôn, puede observarse 
una sérié de tramos y puntos caracteristicos (1 ,2 ,3):
A/pr es el valor del momento torsional, hasta el cual 
se mantiene la dependencia lineal entre <p y Aftor; M f 
es el momento que corresponde al inicio de la fluencia;
M des es el valor del momento torsional que provoca la 
destrucciôn. Generalmente se interesan por las magni
tudes de los momentos y las deformadones que co- 
rresponden al tramo lineal del diagrama de torsiôn, 
para el cual es vâlida la ley de Hooke.

El momento torsional en una secciôn del ârbol, el cual es el momento résul
tante de las tensiones tangenciales rp que actuan en los pianos elementales dF

U  7

Fig. 131
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situadas a una distancia p del centro de la secciôn, puede expresarse mediante 
la ecuaciôn

M tor =   ̂P T p dF. (9.1)
F

El carâcter de distribuciôn de las tensiones tangenciales xp por la secciôn 
se détermina a partir del cuadro geométrico de la deformaciôn del ârbol durante 
la torsion, representadoenla fig. 132. La experiencia demuestra que las distancias

entre las secciones del ârbol torcido no varfan, mientras que las lineas longitudi
nales de la red puesta de antemano adquieren el carâcter espiral. Ademâs los 
ângulos rectos de la red se alteran, al igual que en el caso de deslizamiento puro. 
La ültima circunstancia evidencia que el volumen elemental separado de cual- 
quier capa del material del ârbol se halla en las condiciones de deslizamiento 
puro. Como los radios trazados en el tope de la secciôn se mantienen rectos, 
las capas que se encuentran mâs abajo, a medida que se aproximan al centro, 
experimentan menor deformaciôn de deslizamiento. De acuerdo con los datos 

experimentales, las secciones planas antes de la defor
maciôn del ârbol siguen siendo planas también después 
de la deformaciôn, girando una respecto a la otra un 
cierto ângulo <p. Precisamente en esto consiste la esencia 
de la hipôtesis de las secciones planas, a base de la cual 
se edifica la teoria elemental de torsion de las barras.

Para la capa exterior del tramo elemental separado 
del ârbol de una longitud dz (fig. 133) serân justas las 
correlaciones obtenidas anteriormente con arreglo al 
deslizamiento puro, es decir,

b'b rd(p

Fig. 133

El valor — es el ângulo de torsiôn unitario; se 
dz

mide en cm"1 y se dénota generalmente por 0.
La relaciôn entre el deslizamiento unitario y el 

ângulo de torsiôn unitario tendrà el aspecto siguiente :
y = On (9.2)

Expresando el deslizamiento y en las fibras exteriores del ârbol por medio 
de tensiones hallamos, de acuerdo con la ley de Hooke para el deslizamiento,
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el enlace entre las tensiones tangenciales en  las fîbras extrem as xr y el ân gu lo
relativo de torsion 6

r r =  GOr. (9.3)

Tomando en consideraciôn que los radios de las secciones siguen siendo 
rectos se puede, por analogfa con (9.3), establecer la relaciôn entre las tensiones 
tangenciales en la secciôn de la barra que se encuentra a una distancia p del 
centro de la secciôn y el ângulo de torsiôn unitario

r P  — G O  p  • (9.4)

Sustituyendo (9.4) en (9.1), hallamos

M lor =  G0 G0Jp .
F

De aquf obtenemos la fôrmula para determinar el ângulo unitario de torsiôn 
del ârbol

_  d<P __ A /tor  

~  dz ~  gT /
(9.5)

siendo GJp la rigidez de la secciôn transversal de la barra durante la torsiôn; se mide 
en kgf • cm2.

El ângulo total de torsiôn del ârbol de una longitud / es igual a
/

A/(0r (9-6)

donde GJpjl es la rigidez del ârbol durante la torsiôn; se mide en kgf* cm (dimen
sion del momento).

Sustituyendo el valor de 0  de (9.5) en (9.4), hallamos la tension tangencial rp 
en cualquier punto de la secciôn de la barra,

tp =
MtorP

Jr '
La tensiôn tangencial mâxima scrâ, evidentemente.

(9.7)

Tméx Tr
M l0, r

J  P '

o bien

mâx "
Mto
W„

(9.8)

Jp
donde Wp =  — es el môdulo polar de la secciôn (véase (2.38)). 

r
Para un ârbol macizo redondo de diâmetro d  el môdulo polar de la secciôn 

se détermina mediante la fôrmula (2.38) y

=  Î^A/tor 
Tmix nd*

(9.9)
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Para un ârbol redondo tubular Wp se détermina segün (2.39) y

16M it
mâx ' 7iD3( 1 — a4),

(9.10)

donde a =  — es la relaciôn del diâmetro interior del ârbol al exterior. 
D

La condiciôn de resistencia del ârbol durante la torsiôn se escribe asf:

•fl'/for
mâx “ w n

<  M . (9.11)

De aqui el môdulo de la secciôn del ârbol durante la torsiôn tiene que ser

M tor
fVP > —  - (9.12)

El diâmetro del ârbol redondo macizo se determinarâ a base de (9.9) a partir 
de la condiciôn

3

d >
1 /1 6Mtor

(9.13)

y a base de (9.10), el diâmetro exterior del ârbol tubular, siendo dado a, mediante 
la condiciôn

3

D > 1 /  16MU
]/ n(l -  a4)a4) [t]

(9.14)

Si el momento torsional se expresa por medio de la potencia N  en CV 
y el numéro de revoluciones por minuto n> entonces se tiene

N
M tor =  71620 —, kgf • cm, 

n

y la formula (£.13) tomarâ el siguiente aspecto:

d >

la fôrmula (9.14) se escribirâ asf:
7,14

D >  71
■ > h

N

M(1 “  «4)

(9.15)

(9.16)

(9.17)

Si la potencia K  se da en kilovatios (1 CV =  0,736 kW), el momento torsional 
puede expresarse mediante la fôrmula,

M*or
71620 K K
0,736 n

— =  97360 — kgf • cm. (9.18)

Los ârboles se calculan, ademâs del câlculo a la resistencia, también a la rigidez 
limitando los ângulos unitarios de torsiôn a cierto valor admisible [6]\

dmix ~  '
M io 
GJ„ < m . (9.19)
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de donde el momento polar de inercia que garantiza la rigidez admisible se deduce 
por medio de la fôrmula

jp >
G[0]'

De aqul el diâmetro del ârbol redondo macizo tiene que ser

d >
l | 32A/tor 
y nG[0]'

y el diâmetro exterior D del ârbol tubular, siendo dado a,

D > l 32 M tor 
7 i( l-a 4) G[0]

(9.20)

(9.21)

(9.22)

Como en las secciones transversales del ârbol actüan tensiones tangenciales 
distribuidas, de acuerdo con (9.7), segün la ley lineal (fig. 134, a), en las secciones 
diamétrales, con arreglo a la ley de reciprocidad de las tensiones tangenciales, 
dçben surgir tensiones tangenciales iguales por el valor, pero de signo opuesto 
(fig. 134, b).

En los pianos orientados bajo el ângulo de 45° con respecto a las secciones 
en las cuales actüan las tensiones mâximas tangenciales, actüan las tensiones 
normales principales, iguales de valor a las tensiones tangenciales en el punto 
dado de la secciôn como se muestra en la fig. 135. Con relaciôn a esto el carâcter
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de la destruction (deslizamiento o desprendimiento) del ârbol durante la torsion 
dependerâ de la capacïdad del material de contrarrestar la acciôn de las tensiones 
tangenciales o normales. Asi, durante la torsiôn de ârboles de madera con la 
disposiciôn longitudinal de las fibras, éstas se descompondrân bajo la influencia 
de las tensiones tangenciales que actüan a lo largo de las fibras (grietas longitu
dinales) (fig. 136). Durante la torsiôn de ârboles de fundiciôn la destruction

llegarâ bajo la acciôn de las tensiones normales de tractiôn, cuyos valores mâximos 
tienen lugar en las secciones que van por la linea helicoidal e intersecan las géné
ratrices formando un ângulo de 45°, como puede verse en la fig. 137.

§ 47. Torsiôn de barras de section no circular

Durante la torsiôn de barras de sectiôn no circular (rectangulares, triangu- 
iares, elipticas, etc.) no puede utilizarse la hipôtesis de las secciones planas. Los 
câlculos exactos de torsiôn de taies barras pueden obtenerse mediante los métodos 
de la teoria de elasticidad. Las fôrmulas definitivas para la determinatiôn de las 
tensiones tangenciales mâximas rmâx, el ângulo de torsiôn unitario 6 y el ângulo
total de torsiôn q> de una barra con longitud / tienen el siguiente aspecto:

mâx * (9.23)

II (9.24)

_  M lorl 
V GJt ’

(9.25)

En estas fôrmulas J t y W t son ciertas caracterfsticas geométricas que se llaman 
convencionalmente momento de inercia y môdulo de la sectiôn en la torsiôn; su

dimensiôn es cm4 y cm8, . respectivamente 
(véase la tabla 1).

La distributiôn de las tensiones tangen
ciales por la sectiôn rectangular de la barra 
se da en la fig. 138. Las tensiones mâximas 
surgen en las capas exteriores en el centro del 
lado largo de la sectiôn (puntos C y D). Se 
determinan mediante la formula (9.23), donde

Wt =  ahb2 (9.26)

es el lado corto de la{h es el lado Jafgo; b 
section rectangular).

Las tensiones en el centro del lado corto 
(en los puntos A y B) pueden expresarse por
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El ângulo de torsion unitario se determinarà por la formula (9.24), siendo la 
expresiôn para el momento de inercia en la torsion igual a

J t =  phb*. (9.28)

Los coeficientes a J  y y, que dependen de la relaciôn —, se dan a conti-
b

nuaciôn

h
T

1 1,5 1,75 2,0 2,5 3,0

a 0,208 0,231 0,239 0,246 0,256 0,267
P 0,141 0,196 0,214 0,229 0,249 0,263
#

y 1,000 0,859 0,820 0,795 0,766 0,753

h
b

4,0 6,0 8,0 10 oo

a 0,282 0,299 0,307 0,313 0,333
P 0,281 0,299 0,307 0,313 0,333
*
y 0,745 0,743 0,742 0,742 0,743

Las condiciones de resistencia y rigidez durante el câlculo a torsion de una 
barra de secciôn rectangular tienen, respectivamente, el siguiente aspecto:

_ Mjor
rm ix ~  ahbi <  H ; (9.29)

i x ~
M t0,
Phb*G

< m . (9.30)

Durante la torsiôn de las barras, cuyas secciones no son sino trapecios isôsceles, 
los valores aproximados de rmix y 6 pueden deducirse determinando las magni
tudes sefSaladas para una barra con secciôn de rectângulo équivalente que se 
construye segun el esquema dado en la fig. 139.

> 1y

Fig. 140

Durante la torsiôn de la barra de secciôn cerrada compues/a que consta de 
elementos rectangulares (fig. 140), el momento de inercia es igual a

J t =  / ti +  +  ^t3 +  • • •=  S / v  (9.31)

siendo n — 1, 2, 3 , . . .  los numéros de las partes simples intégrantes de la 
secciôn examinada.
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Como el ângulo de torsiôn es el mismo para toda la secciôn y para cada 
una de sus partes

•^lor _  *^tora torn

G J t

résulta que los moraentos torsionales tomados por cada parte de la secciôn serân 
proporcionales a su rigjdez:

M '°'i M‘°r j f i

J .  G  J .tl _  ll .

M.tora torn

La tensiôn tangencial mâxima en cada /i-ésimo elemento de la secciôn serâ, corres- 
pondientemente,

Es évidente que

donde

(9.32)

(9.33)

Para una barra de secciôn eliptica (fig. 141)

nb2h
1 T "

(9.34)

donde b y h son dimensiones de los ejes menor y mayor de la elipse, respec- 
tivamente.

Las tensiones tangenciales mâximas Tmdx surgen en los puntos exteriores de 
la secciôn que se encuentran sobre los semiejes menores y se determinan médian 
te la formula

________ 16À/tor
mix ~  ~Wt ~  ~üb*h

(9.35)

Las tensiones en los puntos exteriores que se encuentran sobre los semiejes mayores 
son igualcs a

/  _  T m â x  
1 —   y

m

siendo m = — .
b
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(9.36)

El momento convencional de inërcia de la elipse durante la torsiôn

nhb
64

(/r2 +  ô2).

En la tabla 16 se dan las fôrmulas aproximadas de câlculo para determinar 
la tensiôn tangencial mâxima rmâx por medio del àngulo de tçrsiôn unitario 0 
de una sérié de perfiles.

Durante la torsiôn de perfiles cerrados de paredes delgadas (fig. 142), cuya 
pared es tan fina que las tensiones tangenciales por su espesor pueden conside- 
rarse iguales, idénticas a las tensiones en medio del espesor de la pared y diri- 
gidas por la tangente a la lfnea media de ella, las tensiones tangenciales pueden 
determinarse mediante la formula de Bredt:

B -  ^ t 0 r

2œâ 9
(9.37)

donde co es el ârea abarcada por la lfnea media de la secciôn de paredes del
gadas; <?, el espesor de la pared.

Si el espesor de la pared del perfil no es igual por el contomo, la tensiôn 
tangencial mâxima en la barra cerrada de paredes delgadas se deduce mediante 
la fôrmula

Tmâx
A/jor

2 œô„
(9.38)

El àngulo de torsiôn unitario de una barra de paredes delgadas con desigual 
espesor de la pared se determinarâ mediante la siguiente fôrmula:

Af lor ^
4Geo* T T ’

(9.39)

siendo st la longitud del contomo cerrado.
El àngulo total de torsiôn de una barra de longitud / serâ

tor ^
4Gco2 J ô (9.40)

La fôrmula (9.39) puede escribirse de la manera siguiente:

0 =
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Tabla 16
Formulas de calculo aproximadas para la déterminât: iôn de la tensiôn taogencial 
maxima Tmàx por medio del àngulo de torsién uni tario 0 de las barras de 
seccién no circular

Forma de la secciôn 
transversal de la barra Tmàx cn kgr/cms y el punto donde ésta surge

B £
w M Z M r

b
T

GObk en el centro de los lados largos

h\b
i 1,0 J L \

1,5 1.8 2.0 2.5

k ! 0,6753 0,7587| 0,8477 0,9044 0,9301 0,9681

hlb | 3,0 4,0 6,0 ! i» |

k •0,9855 0,9970 0,9999 ' 1,0 i 1,0

1,18 GOt en el centro de los lados largos en los puntos A> 
aproximadamente. En el àngulo entrante en el punto B  
hay concentraciôn de las tensiones

2b
A 1

B r 1

~ 1,13 GOt en el centro del lado largo en el punto A. 
En los ângulos entrantes en los puntos B  hay concen
traciôn de las tensiones
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Continuaciôn de la tabla 16

Forma de la secciôn 
transversal de la barra rmâx en kgf/cm1 y el punto donde ésta surge

U

\ m è

1 fi i

/ U ~ | (

-W -O 

1 ^

En los puntos A r màx æ 0,267G9t. En los puntos B 
Tm ix ~  0,26G^/. En los ângulos entrantes hay concen- 
traciôn de las tensiones

g  1 _L-°''vy/////////san J

1,O15G0/ en el punto A . En los ângulos entrantes hay 
concentraciôn de las tensiones

I _  B

Y | ,

i

En los puntos A rmâx «  1,04GQt.
En los puntos B Tmâx æ  1,0GOt.
En los ângulos entrantes hay concentraciôn de tensiones

En los puntos A Tmix «  0,782GOt cuando — > 3  y

b
Tmâx ~  O,934G0f cuando 1,5 <  —- <  3.

En los ângulos entrantes hay concentraciôn de las 
tensiones

(y +  1) GOt en los puntos A. En los ângulos entrantes 
hay concentraciôn de tensiones.

bjt_ 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5 4,0 5,0

y 1,154 1,681 2,194 2,701 3,206 3,709 4,713

bjt_ 10,0 20,0

Y 9,720 19,723

—  GOt en el centro de los lados 
2
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donde

4coa

Siendo constante el espesor de la pared por el contomo, la fôrmula (9.39) 
se transforma en

M iorS 
4 Geo2 ô

(9.41)

En particular, para el tubo redondo de paredes delgadas con el radio R  
de la linea media, cuando ô =  const,

œ = 7iR2;
2nR
~ ô ~  *

De acuerdo con (9.37) y (9.41),

_ M{0r '
T “  2nR2ô *

Q =  ^ tor
2 nR*ÔG

Durante la torsion de barras de paredes delgadas de perfil abierto (en U, en H , 
angular) (fig. 143) se puede valerse de la teoria de câlculo a la torsion de barras 
de secciôn rectangular. En este caso el perfil se divide en elementps rectangulares, 
cuyo espesor h es mucho menor que su longitud b. De acuerdo con los datos 

h 1
citados en la pâg. 213 — > 1 0 , a =  P =  — .

b 3
Entonces, a base de (9.31), para un perfil compuesto

=  (9.42)

siendo y, cierto coeficiente de correcciôn que toma en consideraciôn la esque- 
matizaciôn inévitable al sustituir el perfil real por rectângulos.

A continuaciôn se dan los valores de los coe* 
ficientes // para los perfiles tfpicos:

para la secciôn angular rj =  1,00; 
para la secciôn e n H i /  =  1,20; 
para la secciôn en T rç =  1,15; 
para la secciôn en U tj =  1,12.

Fig. 143

En los perfiles abiertos de paredes delgadas se 
suele designar la longitud del contomo por s9 y el 
espesor, por ô. En este caso la fôrmula (9.42) tendrâ 
el siguiente aspecto:

y, =  17
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Las tensiones tangenciales mâximas en un perfil no cerrado se deducen 
mediante la fôrmula

donde

^ t o r  ’̂ mâx
(9.44)

§ 48. Câlculo de resortes helicoidales

Resortes cilindricos helicoidales. Las fôrmulas aproximadas para determinar 
las tensiones aparecidas en un resorte helicoidal de paso pequeno durante su 
tracciôn o compresiôn (fig. 144) pueden obtenerse al examinar los esfuerzos inte- 
riores actuando en la secciôn de la espira (fig. 145) que sustituyen 
la action de la parte inferior del resorte traccionado, retirada |P  
mentalmente. Bajo la acciôn de la fuerza cortante Q =  P y el mo- 
mento torsional igual al producto del esfuerzo de tracciôn por el 
radio medio R  del resorte M ior=PR, en la secciôn de la espira 
surgen dos grupos de tensiones tangenciales, a saber: las tensio
nes de cizallamiento tomadas convencionalmente distribuidas uni
forme mente e iguales a

T' =  ®  =  —
F nd2*

y las de torsion, cuyo valor mâximo t»
M tot 16PR 
Wp nd3'  '

siendo d  el diâmetro de la secciôn transversal del alambre del Fig. 144 
resorte.

El carâcter de distribuciôn de las tensiones t '  y t"  que actuan en la secciôn 
de la espira puede verse en las figuras 146, a y 146, ô, respcctivamente. Del 
cuadro de distribuciôn de las tensiones se desprende que en las fibras exteriores
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de la espira que se encuentran por el lado del eje del resorte (punto A) las direc- 
ciones de las tensiones t '  y r mix coinciden. Por eso las tensiones mâximas en 
el resorte serân

_  „ __ 4P 16PR
r màx — T +  Traâx — +  n d z *

o bien
16PR ( d  \  _  , v

Al calcular resortes de alambre fino c o q  un radio medio R grande, cuando 
d

l,latensiônmâximapuededeterminarse,con suficiente grado de exactitud, 

mediante la formula

_  16PR
rm ix~ nd3 • (9.46)

En la prâctica durante el câlculo de resortes en la formula (9.46) se introduce 
el coeficiente de correcciôn k  que toma en consideraciôn tanto la influencia de 
la fuerza cortante como algunos otros factores (flexiôn de la barra del resorte, 
deformaciones longitudinales, etc.). En este caso la fôrmula (9.46) adquiere el 
siguiente aspecto:

f mâx =  k Afi
W n

l o r = k 16PR
7t(P

La magnitud del coeficiente de correcciôn k  dépende de la relaciôn del 
del resorte R al radio de la espira r y se deduce mediante la fôrmula

(9.46a)

radio

4m — 1 0,615
4m — 4 ^  i7i 9

(9.47)

doqde m =  — .
r

X
Las magnitudes del coeficiente k  para diferentes relaciones de — se dan a

r
continuaciôn:

R
r

3 4 5 6 7 8 9 10

k 1,58 1,40 1,31 1,25 1,21 1,18 1,16 1,14

El alargamiento (o reducciôn durante la compresiôn) del resorte se détermina 
mediante la fôrmula

_  64PR*n 
Gd4

(9.48)

siendo n el numéro de las espiras del resorte.
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Durante el câlculo de resortes a la resistencia, en el caso de carga estâtica, 
las tensiones admisibles de cizallamiento deben elegirse segun el diâmetro del 
alambre, del cual se hizo el resorte. Para el acero de resortes templado, siendo 
el diâmetro del alambre d = 6 mm, [r] =  50 kgf/mm2; cuando d =  10 mm, 
[t] =  40 kgf/mm2; cuando d  =  12 mm, [r] =  35 kgf/mm2; para el acero al 
cromo-nfquel, cuando d =  12 -f- 16 mm, [r] =  70 kgif/mm2; para el bronce 
fosforoso con G =  4 ,4 -106 kgf/cm2, siendo d  =  16 mm, [t] =  13 kgf/mm2.

En el caso de cargas variables las magnitudes senaladas de [r] tienen que 
ser reducidas aproximadamente en un 30%, y durante el trabajo incesante del 
resorte en las condiciones de cargas alternas, en un 60%.

Durante el câlculo de resortes de amortiguaciôn (para suavizar golpes bruscos) 
se toma muchas veces como base la energia cinética T que tiene que absorber 
el resorte (la ballesta) durante la explotaciôn.

Con tal enfoque (energético) el volumen del resorte, dada la tensiôn admi- 
sible [r], se détermina mediante la formula

Disenando el resorte a base del volumen obtenido, se deben elegir sus dimen- 
siones R, d  y n de tal manera que durante la comprobaciôn del asentamiento X 
no se cienren los juegos entre las espiras.

Resortes cônicos helicoidales. En la prâctica se encuentran resortes cônicos 
(en forma de cono truncado). Si y R2 son respectivamente el radio menor 
y mayor de las espiras de tope del resorte, la tensiôn tangencial mâxima puede 
hallarse mediante la formula (9.45) o (9.46), una vez sustituido el radio R  por 
la magnitud del radio mayor R2:

16PR2
Tm à x -  nd3  •

El asentamiento del resorte cônico se détermina por medio de la formula

1 SPn 2 2
* = —  (Ri  + RÏ)(Ri + R2)-

§ 49. Concentraciôn de las tensiones durante la torsiôn

La tensiôn mâxima en la zona de los concentradores (ranuras, rebajos, 
agujeros, rosca, etc.) puede hallarse durante la torsiôn mediante la siguiente 
formula:

T m à x  ~  a X T n y

siendo r„ la tensiôn nominal calculada por medio de los métodos de resistencia 
de materiales, para un ârbol redondo con radio r, en particular, por medio de 
la fôrmula

aT es el coefîciente que muestra cuântas veces en el lugar del concentrador 
aumenta la tensiôn nominal. El coefîciente ar se détermina mediante los métodos 
de la teoria de elasticidad o experimentalmente sobre modelos elâsticos y se 
dénomma, generalmente, coefîciente teôrico de concentraciôn.
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En la fig 147 pueden verse los diagramas de la dependencia <xv =  /

D
para diferentes relaciones — (fig. 148).

d
Para el caso de torsion de ârboles tubulares de paredes delgadas con orificios 

transversales pequenos (fig. 149,a) el coeficiente de concentraciôn cerca del 
orificio es igual a cuatro.

En efecto, separando alrededor del orificio por medio de los pianos princi
pales, por cuyas caras han de actuar las tensiones normales a =  r  (de tracciôn 
en los pianos ab y cd y de compresiôn en los pianos ad y bc)9 cierto elemento

Fig. 148 Fig. 149

(fig. 149, b) y representando el cuadro de tensiones cerca del orificio debido a 
las tensiones de tracciôn (fig 150, a) y de compresiôn (fig. 150, ô), hallamos por 
separado en los puntos m (véase el § 27).

=  3or +  ff =  4<t;

en los puntos ny
Jmin =  — a — 3a =  — 4a.

222



Como

résulta

A A M tor

Asi pues, en el caso examinado el coeficiente de concentraciôn a t =  4
Los datos mâs completos sobre los coeficientes de concentraciôn durante 

la torsiôn se dan en el APÉNDICE 2.



Capi'tulo 10 

FLEXÏÔN

§ 50. Tensiones normales durante la flexion plana

Las formulas de câlculo para determinar las tensiones normales durante 
la flexiôn se deducen, por régla general, a partir del examen de la flexiôn pura 
plana (fig. 151, a).

Fig. 151

En la flexiôn pura, y esto es su rasgo caracteristico, de las seis componentes 
de los esfuerzos interiores solamente M x no es igual a cero, siendo

N  = Qx = Qy = 0, M y = M z =  0.

La condiciôn de equilibrio, que enlace las tensiones y los esfuerzos interiores 
de la secciôn transversal de la viga (fig. 151, b) (suprimiendo el indice x  del 
momento), tendra el siguiente aspecto:

y y d F =  M .  ( 10. 1)

F

El aspecto geomètrico del problema dériva del examen del cuadro de la 
deforraaciôn de la misma viga (fig. 152).

Observando la deformation de una red puesta de antemano sobre la viga 
(fig 152, a) es fâcil de notar (fig. 152, b) que las lineas longitudinales de la red 
se tuercen durante la flexiôn pura por un arco circular, y los contomos de las 
secciones transversales siguen siendo curvas planas, intersecando las lineas longi
tudinales bajo ângulos rectos, un En testimonio de que durante la flexiôn pura 
las secciones transversales sè mantienen planas y, al girar, se ponen normales 
al eje encorvado de la viga.

En la zona comprimida (arriba) las fibras se reducen, mientras que en la 
zona de tracciôn se alargan. La zona de tracciôn y la de compresiôn en la secciôn 
de la viga son separadas por la capa neutra con el radio de curvatura p . La 
longitud de la capa neutra durante la flexiôn sigue siendo invariable.
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El alargamiento unitario de cierta fibra que se encuentra a una distancia y  
de la capa neutra (fig. 153, a) se halla durante la flexiôn pura al examinar la 
deformaciôn de un tramo de la viga con longitud dz (fig. 153, b),

(p -f y) dO — dz {p +  ÿ)dQ — pdO
dz pdO

Sustituyendo (10.2) en la ecuaciàn fisica (ley de Hooke)

y_
p

( 10.2)

(10.3)

(10.4)

15-36

Fig. 153
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L u ego , sustituyendo (10.4) en (10.1), .hallamos

1 _  M

~P~~ ~ÊTX '
(10.5)

sustituyendo (10.5) en (10.4), hallamos la fôrmula para determinar la tension 
normal en cualquier capa de la secciôn de la viga a la distancia y  del eje x:

a —
My

T T
( 10.6)

Del anâlisis de la fôrmula (10.6), Uamada formula de Navier, se desprende 
queel cambio de las tensiones por la altura de la secciôn obedecea la ley lineal; 
las tensiones son mâximas en las capas con la coordenada y m&x, y son mfnimas 
(iguales a cero) cuando y =  0, es decir, en la capa neutra.

Sustituyendo a de (10.6) en la condiciôn N = ^o d F = Q ,  hallamos que
F

^ydF  =  Sx =  0. De aquf se deduce que la linea neutra de la secciôn (ejeor)
F
pasa a través de su centro de gravedad.

En el caso de una viga de secciôn rectangular con altura /i,

M  -
M ymâx _  2 _  M

~ x  ~W~x '
(10.7)

donde Wx ~ --------
y  mâx

(véase el § 11).

Jx
= —  se denomina môdulo de la secciôn en la flexiôn 

h
T

Fig. 154

Es obvio que para cualquier secciôn que tiene el eje de simetria horizontal 
(fig. 154) es posible el ünico môdulo de la secciôn en la flexiôn en el piano yz , 
determinado mediante la fôrmula

Wx = Jx
y màx
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Si la secciôn n o  tiene horizontal el eje de sim etria (fig. ISS), deben distinguirse
d os m ôdulos de la  secciôn:

Wx = J x _  
y mâx

w x = Jx---------•
9

y  méx

El diagrama de las tensiones normales a  para el ültimo caso no serâ simétrico 
como lo es para secciones con el eje de simetria horizontal, sino tendrâ la 
forma mostrada en las figuras 155 y 156.

Las fôrmulas para la determinaciôn de las tensiones normales, obtenida 
del examen de la flexiôn pura, son vâlidas, con suficiente grado de exactitud, 
para deducir las tensiones normales en el caso general de flexion, cuando Q no 
es nula.

§ 51. Tensiones tangenciales en la flexiôn

En el caso general de flexiôn transversal (fig. 157, a), cuando en las secciones 
de la barra, ademâs del momento Hector A/, actua también la fuerza cortante Q, 
en la secciôn de la viga surgen no sôlo las tensiones normales o% sino también 
las tangenciales t , cuya résultante es igual a Q.

La deducciôn de la formula para determinar las tensiones tangenciales en 
la secciôn se funda en el método de secciones, la dependencia diferencial entre
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el momento y la fuerza cortanle y la ley de reciprocidad de las tensiones tangen- 
ciales.

Examinando las condiciones de equilibrio del elemento A1m1m2A2 (fig. 157, a, 
b9 c, e) delimitado por las secciones AxBly A2B2 y mxm2 de una viga cargada 
con la fuerza concentrada P (fig. 157, a), hallamos lo siguiente:

N x + T = N %9 (10.8)

Fig. 157

donde
T  = r'bdz; (10.9)

Nt =  j  o ’dF =  J ~  dF  -  Sx(y) ; (10.10)

r  f

r C . C (M + d M )ti  M A -d M  _
Â2 =  y " d F =  V ----------   — d F = -- j ------ Sx(y l  (10.11)

F F

Introduciendo (10.9)—(10.11) en (10.8) y tomando en consideraciôn la ley 
de reciprocidad de las tensiones tangenciales, obtenemos la formula de Zhuravski 
para determinar las tensiones tangenciales durante la flexion transversal de la 
viga de secciôn arbitraria

r ' =  r = QSx(y)
b(y)Jx

( 10. 12)

siendo Sx(y), el momentoestâtico respecto al eje neutro de aquella parte del ârea 
F(y) que se encuentra por abajo o arriba de la capa examinada del material 
a una distancia y  de la capa neutra de la viga; b{y)y el ancho de la secciôn 
en la capa examinada del material. El carâcter del cambio de las tensiones tangen
ciales por la altura de la viga dépende, en el caso general, de la forma de la secciôn 
de la viga.
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Por cuanto en la secciôn examinada Q y Jx son constantes (también en 
el caso de la secciôn rectangular el ancho b es constante), résulta, como se 
ve de la formula (10.12), que la ley de cambio de las tensiones tangenciales en 
la secciôn se determinarâ por la ley de cambio del momento estâticô Sx(y)• 
En particular, examinando el momento estâticô del ârea (fig. 157, <0,
hallamos lo siguiente:

bh2 (  4y 2 \
S(ÿ) =  F(y) yC'g. =  —  ( l  -  — J, (10.13)

es decir, el momento estâticô varia por la altura de la secciôn segün la ley para- 
bôlica. Por supuesto que también las tensiones tangenciales siguen la misma ley 
alcanzando el mâximo cuando y  =  0:

_  Qs màx Q 8 3 Q
Tmàx bTx bh2 ~  ~ 2 ~ F '

b -------
12

(10.14)

donde F  =  bh es el ârea de la secciôn de la viga.

En los puntos mâs alejados de la lfnea neutra en lasfibras exteriores y  =  ±  -y - 

y r  =  0.
El diagrama de las tensiones tangenciales para una viga de secciôn rectangular 

construido a base de la fôrmula (10.12) contando con (10.13) puede verse en 
la fig. 158. En este caso

2bh [ h2 J

De la fôrmula (10.15) se ve que las tensiones tangenciales mâximas en una 
barra de secciôn rectangular actuando en la capa neutra difieren una vez y media

Qde las tensiones médias, que pudieron obtenerse mediante la fôrmula Tm =  — ,
F

es decir,
(10.16)Twix =  1>5 rm-
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E n caso  d e una secciôn circular (fig. 159) la  fôrm ula de Zhuravski puede
escribirse para la  com ponente vertical de la tensiôn tangencial total en  la  form a
siguiente:

La ley de cambio de t  por la altura también en este caso es parabôlica. 
En los puntos A  mâs alejados de la llnea neutra (cuando y  =  ±  R) r =  0. 
La tensiôn tangencial serâ mâxima en los puntos de la llnea neutra (cuandô 
y  = 0):

_ 1  _ G _ _ 1  «  <L
T“ ‘* 3 nR* ’ F  '

El diagrama de t  para la secciôn transversal circular construido a base de 
la fôrmula (10.17) puede verse en la fig. 159.

La fôrmula para la expresiôn de las tensiones tangenciales mâximas con 
aireglo a la secciôn transversal de cualquier forma puede representarse en su 
aspecto general, por analogfa con (10.14), del modo siguiente:

siendo k  el coeficiente que dépende de la forma de la secciôn. Asf, porejemplo, 
para el rectângulo k  =  1,5, para el circulo k  =  1,33.

Los diagramas de las tensiones normales y tangenciales construidos respec- 
tivamente a base de las fôrmulas de Navier y Zhuravski para la viga de doble 
TN° 12 (/* =  403 cm4; Smàx =  38,5 cm3) cuando M =  200 kgfm y Q =  1 tf
se dan en la fig. 160. Los saltos observados en el diagrama de r  se explican con 
el cambio brusco del ancho de la viga al pasar del ala al aima.

§ 52. Câlculo a la resistencia durante la flexion

Durante la flexion de la viga en el caso general, cuando M  ^  0 y Q #  0 
(fig. 161, a), algunos elementos del material se encuentran, a causa de una distri- 
buciôn no uniforme de las tensiones normales y tangenciales, en las condiciones 
de diferente estado tensional (fig. 161, b). En este caso solamente las fibras exte-
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riores (elemcntos 1,2, 12, 13,14) se hallan en las condiciones de estado tensional 
lineal (tracciôn o compresiôn) mientras que los demâs elementos (3 — 11) separados 
por la altura de la viga se encuentran en las condiciones de estado tensional 
piano, estando los elementos (6, 7, 8) de la capa neutra en las condiciones

de deslizamiento puro. Es caracteristico que durante la deformaciôn de flexiôn 
los valores mâximos de las tensiones normales y tangenciales se hallan en los 
puntos diferentes de la secciôn. En los puntos donde a es mâxima (fibras exte- 
riores de la viga) t  =  0, y al rêvés, alli donde r  es mâxima (capa neutra) a =  0.

De tal manera, es lôgico examinar dos condiciones de resistencia que se 
refieren a diferentes puntos de la viga: 

a) por las tensiones normales

° m â x W < M (10.19)

b) por las tensiones tangenciales

Tm à x  “

^m dx *^màx

— j  -  ■ i t i
( 10.20)

Comunmente se determinan las dimensiones de la viga con la forma de la 
secciôn transversal aceptada a partir de la condiciôn de resistencia por las tensiones 
normales (10.19),

( 10.21)
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y luego, se comprueba si la secciôn elegida de la viga satisface la condiciôn de 
resistencia por las tensiones tangenciales ( 10.20).

Sin embargo, tal concepciôn del càlculo de las vigas, sobre todo las de forma 
ôptima de la secciôn que asegura el peso minimo y la resistencia necesaria (de 
doble T, de U y otros perfiles), todavia no garantiza la resistencia de la viga. 
En no pocos casos en las secciones de las vigas hay puntos, en los cuales actüan 
a la vez grandes tensiones normales (que difieren poco de las mâximas) y grandes 
tensiones tangenciales.

En particular, tal combinaciôn de cr y r tiene lugar durante la flexion de 
la viga de doble T en la zona de transiciôn del ala al aima (fig. 160). En estos 
casos surge la necesidad de comprobar la viga a la resistencia por las tensiones 
principales.

En el caso general de estado tensional piano experimentado por un elemento 
del material de la viga (por ejemplo, el elemento 5 en la fig. 161, b), sobre el 
cual actuan cra =  <7, determinada mediante la formula de Navier, ra =  r^ — r, 
determinada por la formula de Zhuravski, y cuando =  0, las tensiones princi
pales se deducen mediante las formulas siguientes (véase el § 33):

(Tl =  1  [o- -f- ) / a 2 +  4 T2 ] ; 

*2  =  0 ;

<r3 =  — [<* ~  /o ,3-f 4 t2].

( 10.22)

Conociendo las tensiones principales se puede, a base de diferentes teorias 
de resistencia, expresar las tensiones équivalentes que no deben superar las admi- 
sibles.

De tal manera, las condiciones de resistencia de acuerdo con las diferentes 
teorias pueden presentarse en la forma siguiente (véase el §37):

^eq I =  y +  ÆVMÏ*] « l a ] ;  (10.23)

ffe ,  II =  ° * 35tr +  0,65 <  H

(siendo /< =  0,3); (10.24)

ffeq lit =  KÔH-4Ï* «  la] ; (10.25)

ffcq iv =  f a 2 +  3?f<  M  ! (10- 26)
1 — m 1 +  m , ---------

ffeq M --------^  ^  +  — 2—  +  4 t5 «  [O], (10.27)

donde

m = K l
[o--] ‘

Comprobando la resistencia de las vigas por las tensiones principales, muchas 
veces surge la necesidad de conocer no solo las magnitudes de las tensiones 
principales en uno u otro punto, sino también su direcciôn.

En particular, esto es necesario al disenar vigas de hormigôn armado, en 
las cuales se debe colocar el refuerzo de tal manera que éste contrarreste la acciôn
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de las tensiones de tracciôn. En cualquier viga se puede construir una linca, cuya 
tangente ha de caracterizar en cada punto la direcciôn de las tensiones principales. 
Tal curva se denomina trayectoria de las tensiones principales. Dichas trayectorias 
dependen del tipo de la carga y las condiciones de sujeciôn de la viga.

m sn n ssm m ^
«s

Fig. 162
Es évidente que a través de cada punto de la viga pasan dos trayectorias 

de las tensiones principales, ax y o3 correspondientemente, que se intersecan 
entre si formando un éngulo recto. En las vigas de hormigôn armado, por régla 
general se trata de colocar el refuerzo en la direcciôn de la trayectoria de las 
tensiones principales de tracciôn (fig. 162).

§ 53. Conccntraciôn de las tensiones en la flexion
Durante la flexiôn, al igual que en el caso de tracciôn o torsion, en los lugares 

de cambio brusco de las dimensiones o la configuraciôn de la secciôn transversal 
surge la concentraciôn de las tensiones. Si la carga es estâtica, la concentraciôn 
de tensiones en las piezas fabricadas de materiales ductiles no es peligrosa gracias 
a la redistribuciôn de las tensiones en la zona de concentraciôn a cuenta de la 
fluencia del niaterial. En el caso de materiales frâgiles, cuando ya no se tienc 
que contar con la redistribuciôn de las tensiones ni la limitaciôn de las tensiones 
mâximas por el limite de fluencia, la concentraciôn de las tensiones debe tomarse 
en consideraciôn también durante cargas estâticas. Las tensiones maximas admi- 
sibles en la zona del concentrador no deben alcanzar la resistencia provisional 
del niaterial, que es limite en el caso dado.

La influencia de la concentraciôn que aparece en el lugar de cambio brusco 
del diàmetro del ârbol (fig. 163, a) puede tomarse en consideraciôn introduciendo 
cierto coeficiente de concentraciôn a:

° m â x  “

PI
donde crn =  —  se halla para un ârbol con el diàmetro igual al diàmetro menor 

W
del ârbol en cuestiôn (fig. 163, b) cuando falta el concentrador.
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Los valores del coeficiente de concentraciôn a para diferentes correlaciones 
D

de los diâmetros —  y los radios de redondeos r  hallados por los métodos de 
d

D D
la teorla de la elasticidad para —  =  3 y —  =  1,5 se dan en forma de un

d d

diagrama et 164).

Fig. 163

Las tensiones mâximas en la zona del concentrador de una lâmirta con rebajo 
bilateral de forma hiperbôlica durante la flexiôn pura en el piano de dicha lâmina 
(fig. 165) pueden determinarse mediante la siguiente formula hallada por medio 
de los métodos de la teoria de la elasticidad :

- 1 1 -
P \ P

\  Arista huet

, M

f )
:a redonda

T V  cf a=a

ül,>d '•*

/ " Â T \

0.1 0.2 0.3

Fig. 164

0.4 JL
d
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(Ô es el espesor de la lâmina).=

En la fig. 166 puede verse el diagrama de crm, en funciôn de la relaciôn — .
p

En la fig. 167 se da el coeficiente teôrico de concentraciôn a para diferentes 
relaciones del ancho de la lâmina H  a su ancho h en el lugar del rebajo con

p
un radio p en funciôn de la relaciôn —  .

h

En la fig. 168 se dan los diagramas de distribuciôn de las tensiones en la 
zona del concentrador en forma de un orificio eliptico en una lâmina ancha durante

la flexiôn pura en su piano para el caso cuando =  25. A medida que se
P

aleja del fondo del rebajo, al igual que en la direcciôn a lo largo del eje y t 
las tensiones disminuyen râpidamente. Con la linea de trazos se muestra la distri
buciôn de las tensiones calculadas segün la teoria elemental de la flexion, tomaiido 
en consideraciôn el debilitamiento de la secciôn por el orificio.

La tensiôn mâxima que surge cerca del fondo del rebajo puede determinarse 
mediante la fôrmula
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donde

o-n =
3 Mt 
2ôb*

(S es el espesor de la lâmina).

amkx en funciôn de la relaciôn — se présenta grâficamente en la fîg. 169.

Para un orificio redondo amàx — 2a. Cuando

0 10 20 30  40 1
P

Fig. 169

P °0» °raâx -+ a-
En el caso de un rebajo circular profundo 

sobre un cuerpo de revoluciôn (fig. 170), la ten- 
siôn mâxima durante la flexiôn surge cerca del 
fondo del rebajo donde el material se encuentra 
en las condiciones de estado tensional espacial. 
En la fig 170 se muestra la distribuciôn de todas 
las très tensiones principales (av  a2, a3), y en la 
fig. 171 se da la distribuciôn de las ten
siones a1 y a2 cerca del fondo del rebajo en 

a
funciôn de la relaciôn — siendo diferentes 

P
los coeficientes de Poisson.

En el caso de rebajos poco profundos sobre piezas de revoluciôn la magnitud 
del coeficiente de concentraciôn dépende, generalmente, de la relaciôn del radio 
de redondeo r al diâmetro de la entalla. En la fig. 172 puede verse

el diagrama de la dependencia a = /  I — J para este caso.

en vez del diagrama mostrado en 
trado en la fig. 174, c.

En las piezas de mâquinas que traba- 
jan a flexion los concentradores bastante 
difundidos son las diferentes especies de 
orificios transversales. La concentraciôn 
en este caso dépende de la relaciôn del 
diâmetro del orificio transversal d  al 
diâmetro de la pieza D, en la cual ese ori
ficio estâ hecho. El coeficiente de concen- 

d
traciôn a en funciôn de —  se da en for- 

D
ma de un diagrama en la fig. 173.

Para concluir hagamos notar que 
durante la flexion es posible no solo la 
concentraciôn de las tensiones normales, 
sino también la de tensiones tangenciales en 
los lugares de transiciones bruscas, en 
particular, en la secciôn 1 — 1 de la viga 
de doble T (fig 174, a b). Sin embargo, 
debido a los redondeos en los lugares 
de transiciôn del aima al ala, la concen
traciôn de las tensiones disminuye, y 

la fig. 174, b tiene lugar el diagrama mos-
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Fig. 173

Fig. 174

§ 54. Ecuaciôn diferencial del eje flexionado de la Yiga 
(linea elâstica)

En la prâctica ingenieril se tiene que efectuar el câlculo de vigas sometidas 
a flexion no sôlo a la resistencia, sino tamtyén a la rigidez o deformabilidad.

La deformabilidad de la viga en una secciôn dada se caracteriza por la flécha w 
y el ângulo de giro 9. Se puede obtener la informaciôn sobre w y 0 como 
funciones del eje de coordenadas que coïncide con el eje de la viga, conocicndo 
la ecuaciôn del eje flexionado de la viga (linea elâstica).

Se llama linea elâstica uria curva plana, cuya forma toma el eje de la viga 
en la flexiôn plana. En las figs. 175 y 176 las llneas elâsticas se presentan 
con llneas finas.
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La ecuaciôn de la lloea elâstica es fàcil de obtenerse conociendo la expresiôn 
de la curvatura por medio del momento flector M (z) en la secciôn dada y la 
rigidez a la flexiôn EJ  de la secciôn transversal de la viga (véase el § 50)

1_ M(z)
p +  EJ

(10.28)

1
l y

X

&i

asi como la expresiôn de la curvatura a través de las coordenadas del punto en 
la secciôn dada w y z, conocida del curso de matemâtica superior:

P
(10.29)

En este caso esté aceptado que la curvatura | —\  es positiva si la curva esté
.. . I p ;

dirigida con su concavidad hacia el lado de la direcciôn positiva del eje w 
(fig- 177). En dicho caso el signo de la curvatura coincide con el signo de la se- 
gunda derivada de w. En la fôrmula (10.28) el signo «mâs» corresponde a la 
direcciôn del eje w hacia arriba, y el signo «menos», hacia abajo (véase la 
fig. 177),

Fig. 176

Manteniendo la direcciôn del eje w hacia arriba aceptada anteriormente, 
se puede igualar los segundos miembros de las ecuaciones (10.28) y (10.29), 
tomando en ambos casos el signo «mâs», Entonces obtenemos la ecuaciôn exacta 
de la Ifnea flexionada de la viga en la siguiente forma:
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M{z)

d 2w
dz%

13/2 EJ
(10.30)



Si el eje w estuviera dirigido hacia abajo en el segundo miembro de (10.30) 
se tendria que poner el signo «menos».

Debido a que las deformaciones de la viga son pequenas [wmàx =  (0,01 — 
— 0,001) / y 0mix <  1°], se puede prescindir en la fôrmula (10.30) del término 
( dw \
I - j —y  ~  02 Entonces se puede volvcr a escribir la ecuaciôn diferencial (10.30) 

del modo siguiente:
d*w _  M (z)
'dz* ~ËT

(10.31)

z

Z
Fig. 177

Esta es precisamente aquella ecuaciôn diferencial inicial (aproximada) de la linea 
flexionada de la viga, resolviendo la cual se puede obtener la ecuaciôn de la linea

dw
elâstica w =  /(z) y la ecuaciôn del ângulo de giro 6 =  —  =  /i(z).

dz
Integrando por primera vez la ecuaciôn (10.31), hallamos

dw
0 ( z ) = - -

dz
M(z)
EJ

dz + Ci- (10.32)

Integrando por segunda vez, obtenemos

(10.33)
+  Cxz +  Cv

siendo C1 y C2 las constantes de integraciôn 
que tienen que ser halladas a partir de las 
condiciones de frontera (condiciones en los 
extremos de la viga).

Si la viga estâ empotrada por un extremo (fig, 178), la flécha y el ângulo 
de giro en el empotramiento son iguales a cero:

Wr =  0; ôg = 0.

Para una viga sobre dos apoyos articulados (fig. 176) las fléchas de esos apoyos 
son iguales a cero:
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Tomado en consideraeiôn la dependencia diferencial entre el momento 
flcctor M (z) y la carga distribuida (véase el § 18)

d2M{z)
dz2

se puede escribir la expresiôn de la linea elâstica (10.31) en la siguiente forma: 

d 2 T d 2w(z) 1

En esta forma la ecuaciôn diferencial se utiliza, generalmente, para el câlculo 
de vigas sobre base elâstica, al igual que durante el anâlisis de las oscilaciones 
de las vigas.

Veamos algunos ejemplos para ilustrar la obtenciôn de la ecuaciôn de la Ifnea 
elâstica w = f(z )  y el ângulo de giro 0 =  f(z )  y también para la determinaciôn 
de las fléchas mâximas wmàx y los ângulos mâximos 0mâx (que tienen el mayor 
interés prâctico) mediante la integraciôn de la ecuaciôn diferencial (10.31).

Para un voladizo de secciôn transversal constante durante la accién en el 
extremo libre de una fuerza concentrada P  (fîg. 178) el momento flector a una 
distancia z del extremo serâ

M (z) = -  Pz,

y la ecuaciôn diferencial del eje flexionado del voladizo (10.31) tendrâ el siguiente 
aspecto:

d 2w _  Pz 
~~dz2 “  ”  £ 7  '

Después de la integraciôn doble obtendremos 

dw Pz2

w(z)= -
Pz3 
6£7

+  Cxz -f C2•

Hallamos Cx y C2 de las condiciones de frontera:

cuando z  =  /, w =  0; 
cuando z =  /, 0 = 0 .

De la segunda condiciôn obtenemos

de la primera condiciôn hallamos lo siguiente:



Las ecuaciones de la flécha y del ângulo de giro son las siguientes :

>v(r) =  -
p /3

6ËJ [ - H i t t  
««-SHt)’}

(10.35)

(10.36)

Los valores mâximos de w y 0 tienen lugar en el extremo libre de la viga 
en el punto A :

PI2
wnix  - j a -  j g j ;

p i1
°m ix =  6A = 2 EJ

(10.37)

(10.38)

El valor negativo de evidencia que la flécha estâ dirigida hacia el lado con
trario a la direcciôn positiva del eje w; el valor positivo de 0 muestra que la 
secciôn gira en contra del sentido de las manecillas del rcloj.

i n m m m n m m i m r m

Fig. 179

En êl caso de la flexiôn de una viga apoyada articuladamente en los extremos 
portando una cargo uniformemente distribuida q (fig. 179), la expresiôn del mo- 
mento flector serâ la siguiente:

M ( z ) = - i
qz2
~ T 9
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y la ecuaciôn diferencial del eje flexionado de la viga (10.31) serâ como sigue:

dzw _  1 /  ql
~ d ^ ^  ~ É J \ Y Z

Integrando dos veces obtenemos

q—
*2 )•

0(z) =
dw
dz

ql
4EJ

-
6 EJ

z 2 + Cx\

w(z) =
ql

12 EJ
qzA

24 E J
+  Cxz +  C2.

Las condiciones de frontera son las siguientes :

cuando z  =  0, w =  0; 
cuando z =  /, w =  0.

Hallamos de la primera condiciôn que >v(0) =  C3 =  0; de la segunda condiciôn 
tenemos que

j P _
24 EJ

Sustituyendo los valores de Cx y C2 en las expresiones para h »(z )  y Ô(z), 
obtenemos la ecuaciôn de la lfnea elâstica y la ecuaciôn del àngulo de giro.

w(z) = -  

0(z) =  -

qlzz 
24 EJ 

ql3

H W * (r )} (
24 E J

El valor mâximo de la flécha serâ en el centro de la luz

5 q/4
mâx 384 EJ

Los valores mâximos del àngulo de giro serân en los apoyos

ql30(0) = 0A = -
24 EJ 9

(10.39)

(10.40)

(10.41)

En la tabla 20 se dan las ecuaciones del eje flexionado de la viga, los valores 
de las fléchas y los ângulos de giro mâximos de las secciones de apoyo para 
diferentes esquemas de solicitaciôn de vigas màs simples.

En una sérié de casos, al determinar los desplazamientos de algünas secciones 
de la viga, es cômodo utiiizar el metodo grâfico-analitico basado en la analogia 
entre la ecuaciôn diferencial de la linea elâstica (10.31) y la dependencia diferencial
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(3.3) que relaciona el momento flector con la intensidad de la carga distribuida. 
La analogia seûalada permite realizar el câlculo de la flécha w conociendo
M (z) ^  jgUa| mocio que la determinaciôn de M (z) conociendo q(z). La orde- 

EJ
nada del diagrama real de M (z) dividida por EJ se considéra como la intensidad 
de cierta carga ficticia

tfficOO =
M (z)

EJ

Entonces la flécha w(z) y el ângulo de giro ô(z) incôgnitos de la viga dada 
(real) se determinan correspondientemente, como el momento flector 
y la fuerza cortante Qfic(z) en la secciôn z de la viga ficticia (reciproca) solicitada 
por una carga ficticia qfic.

Para una viga de secciôn transversal constante es mas cômodo tomar por 
la intensidad de la carga ficticia una magnitud EJ veces mayor, es decir, la 
ordenada del diagrama real de M(z),

qfïc(z) =  M (z) .
En este caso

w(z)=
M fic(z)

EJ

0(z) = Qfic(z)
E J

(10.42)

donde À/fic(z) y (?flc(z) son, respectivamente, el momento flector y la fuerza 
cortante en la viga ficticia originados por la carga ficticia qric(z) igual al diagrama 
M (z) de la viga real.

La viga ficticia (reciproca) tiene la longitud de los tram os‘igual a la de 
lo s  tramos de la viga real, eligiendo los apoyos de tal manera que se satisfagan 
las condiciones de deformaciôn de la Viga real. Las combinaciones de las sujeciones 
de apoyo de las vigas real y ficticia se dan en la tabla 17.

La secuencia de la determinaciôn de las deformaciones es la siguiente: se 
construye el diagrama del momento flector de la viga real; se elige el esquema 
correspondiente de la viga ficticia, esta se carga por el diagrama del momento 
flector de la viga real; en la secciôn elegida de la viga ficticia se deducen el mo
mento flector ficticio M fic(z) y la fuerza cortante ficticia Qflc(z), y mediante 
las formulas (10.42) se calculan los valores de la flécha y del ângulo de giro 
en la secciôn elegida*.

Al calcular Mfic(z)y Qflc(z) en el caso de una configuraciôn compuesta del 
diagrama del momento flector de la viga real que représenta la carga ficticia, 
esta se divide en algunas figuras elementales (véase, por ejemplo, la fig. 240) 
cuyas âreas y posiciones de los centros de gravedad son conocidas (tabla 23)

* El método grâfico-anah'tico anteriormente expuesto, o el método de Mohr, 
fundado en la identidad de las ecuaciones diferenciales, no es el unico posible. 
Recientemente fueron formuladas también otras analogfas que permiten sustituir 
la deducciôn de los factores de fuerza y deformaciôn en una barra (dada) por 
la deducciôn de los factores de deformaciôn y fuerza en otra (ficticia, reciproca) 
(véase el Suplemento, pâg. 608).
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Esqnemas de vigas reales y ficticias que correspouden a ellas
Tabla 17

§ 55. Determlnadôo de los desplazamientos
en las vigas por d  método de parâmetros inidales

La determinadôn de los desplazamientos por el método de integraciôn 
directa de la ecuadôn diferendal de la linea elâstica para el caso de vigas con 
un numéro grande de los tramos, cada uno de los cuales se caracteriza por 
su propia expresiôn del momento flector, ofrece grandes dificultades reladonadas 
con la obtenciôn de las constantes arbitrarias de integradôn. Durante la integraciôn 
de las ecuaciones diferenciales para el numéro n de tramos se tiene que emplear 
el numéro doble de las constantes de integraciôn. Agregando a las dos condidones 
principales en los extremos de la viga 2(/i — 1) condidones de conjugaciôn con
tinua y suave de todos los tramos de la lfnea elâstica, pueden componerse 2n 
ecuadones para la determinadôn de esas constantes arbitrarias.

El problema se toma bastante voluminoso ya teniendo très tramos. La 
técnica de determinaciôn de las constantes de integraciôn puede simplificarse 
sensiblemente al reducirla a la deducciôn de sôlo dos incôgnitas, a saber: la flécha 
y el ângulo de giro en el origen de coordenadas elegido. Este método denominado 
método de parâmetros Inidales, se funda en las siguientes tesis de partida:

1. El origen de coordenadas se elige en el ültimo punto izquierdo de la 
viga en cuestiôn, y es comün para todos los tratnos.

2. La expresiôn para el momento flector M (z) se compone mediante el 
câlculo de los momentos de las fuerzas situadas a la izquierda de la secciôn 
examinada tomada a una distancia z  desde el origen de coordenadas.

3. Al incluir en las ecuaciones el momento exterior concentrado M  aplicado 
a cierta distancia a desde el origen de coordenadas, aquél se multiplica por el 
factor (z — a)0 igual a uno.
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4. En el caso de la ruptura de la carga distribuida (por ejemplo, en la secciôn 
z — d, fig. 180, b), ésta se prolonga hasta el final del tramo en cuestiôn, intro- 
duciendo, para restablecer la carga que realmente actüa sobre la viga, la carga 
compensadora de direcciôn contraria (la carga complementaria extrapolada y 
la que la compensa se muestran, generalmente, con Iinea de trazos).

5. La integraciôn de las ecuaciones en todos los tramos se efectüa sin abrir 
el paréntesis.

Con este enfoque, la expresiôn para el momento Hector en cualquier tramo 
se représenta por medio de todos los factores de fuerza que actüan a la izquierda 
de la secciôn examinada, incluidos el momento Hector M 0 y  la fuerza cortante Q0 
actuando en la secciôn que coincide con el origen de coordenadas. Las magni
tudes M 0 y Go» al igual que la flécha wQ y  el ângulo de giro 60 en el origen 
de coordenadas, se denominan paràmetros iniciales. El momento Hector para la 
viga mostrada en la Hg. 180, a, eligiendo el origen de coordenadas en el punto K  
a una distancia z (en el cuarto tramo de la viga), sera

M(z) =  M 0 + Q0z + M (z -  a)0 + P(z -  b ) + q c (- î ~  +

+ k ( z -c )3
6

donde
Qd -  Qc
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Una vez sustijtuido el momento flector en la ecuaciôn diferencial (10.31), 
integrândola dos veces y determinando las constantes de integraciôn que no son 
sino los parâmetros iniciales

Q  =  0q y C2 =  Wj,

las ecuaciones 0(z) =  /i(z) y hj(z) =  /(z )  pueden escribirse, en la forma mâs general, 
del modo siguiente:

(z -  6)a-  [m,- +s + e.il + £ P
. ^  ( z - c ) 3 ^  ( z - d f  , ^ . ( z - c ) *  ^ , , ( 7 - ^ 1  / I A „ ,

H’(z) =  H>0 +  0oz +  ^  j^fo —  +  J ]  Af
(z -  «)a

, ^  2 3 , ^  n (Z -  ft)3 , ^  (Z -  c)« ^  (Z -  </)* ,
+  e °  - ^  +  S  p  — ^ —  +  S  «c Y i q* — ~—  +4!

La ecuaciôn obtenida (10.44) se denomina, generalmente, ecuaciôn universal 
de la linea elâstica, teniendo en cuenta que ésta puede emplearse para los esquemas 
de câlculo cualesquiera de vigas.

En las ecuaciones (10.43) y (10.44) se sustituyen las cargas situadas a la 
izquierda de la secciôn examinada; los signos de los sumandos se determinan por 
el signo de los factores de fuerza correspondientes. Asi pues, la determinaciôn 
de los desplazamientos porel método de parâmetros iniciales se reduce, en resu- 
midas cuentas, a la determinaciôn de las magnitudes de los parâmetros iniciales 
Qo, M 0, 0q y w0. Ademâs los parâmetros estâticos iniciales Q0 y M 0 se hallan 
a partir de la condiciôn de equilibrio de la viga; los parâmetros geométricos 
iniciales S0 y w0t a partir de las condiciones en los apoyos. Para deducir los 
parâmetros iniciales Q0 y M 0 pueden emplearse los datos que ofrece la tabla 7, 
para los parâmetros 0O y wo> los datos de la tabla 20.

Aprovechamos la ecuaciôn universal obtenida para determinar las fléchas 
del voladizo (fig. 181, a, b) en los puntos z =  a y z =  2a. La ecuaciôn de la 
linea elâstica en el tramo donde estâ aplicada la carga q tendrâ la siguiente 
forma :

1 r  z2 z3 z4 1 
w(z) =  w, + 0oZ +  —  [ M .—  +  Go—  -  q — J*

Hallamos a partir de la condiciôn de equilibrio de la viga
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w0 =  0; 0O =  0.

C om o el origen de coordenadas coincide con  el em potram iento, lo s paramétras
in itia les geom étricos — la flécha y  el ângulo de giro en  el origen de coordenadas —
so n  iguales a cero:

b
Fig. 181

La ecuaciôn de la flécha en el primer tramo AC  serâ la siguiente:

H z)
■ M -

qa*
2 2 !

z* qaz
+ 3!

QZA
4! V

Cuando z  = a.

wc =  ~
qa4

8 EJ '

La ecuaciôn de la flécha en el segundo tramo CB serâ como sigue:

1 T qa2 z2 z3 z4 ( z - o ) 41
-  ~Ë7 r  "îr ÏT + Tï -  ,  -il + " ——  ] '

Tomando z =  2a, hallamos para la flécha del extremo libre

Iqcfi
24 EJ

Una vez que se han determinado las fléchas y los ângulos de giro, ya se 
puede comprobar la rigidez de la viga o elegir sus section es a partir de la conditiôn 
de rigidez:

M,m â x = / <  1/1-

Las magnitudes admisibles de las fléchas [/] se determinan partiendo de 
las conditiones de explotaciôn o datos experimentales.
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En el caso del càlculo de los desplazamientos para las vigas con articulaciôn 
intermedia las ecuaciones universales (10.43) y (10.44) tienen que escribirse 
del modo siguientc;

1 T z (z — a) za
0(z) = 0o -f- a(z — e)° +  M -----—------ h Q0 —  +

L D (* ~  b ) 2 , V - (Z -  c )3 v -  (Z ~  , T -  , (Z -  C>>*
+  i i  p ~ i r ~  +  —  2 j « n r  + l  k3! 3! 4!

(10.45)

*v(z) =  + 0 O* +  a(r -  e) +  | a / 0 ^  + Y  M

+  Qo ~rr +  Y  -P
(2  -  6)3

3! 3! +  5 j  qc
(z -  c)1

4! - y **
(2 -  fl)J 

2!

(2 -  </)« 
4!

+

( 2 - c ) 6
5!

(10.46)

sîendo a el ângulo en que difieren loS ângulos de giro de las barras que son 
contiguas a la articulaciôn intermedia, es decir,

0(e)izq +  « =  0(*)der> 
donde 0(e)dcT es eléngulo de giro de la barra derecha en el punto S  (fig. 180); 
0(*)izq es el ângulo de giro de la barra izquierda en la misma articulaciôn S •

Los sumandos con el factor (z — y) <  0, siendo y =  a9 ô, c, d9 no se toman 
en consideraciôn durante el càlculo.

El ângulo reciproco de inclinaciôn a es una incôgnita complementaria en 
las ecuaciones (10.45) y (10.46). El ângulo a se détermina, al igual que los parâ- 
metros iniciales w0 y 0o» a partir de las condiciones en los apoyos. Segün sea 
el esquema de càlculo de la viga son posibles dos casos principales de composiciôn 
de las condiciones de apoyo.

1. El ângulo a puede determinarse a partir de la condiciôn de igualdad a 
cero de la flécha en el apoyo derecho (fig. 182).

2. El ângulo a se détermina junto con 00 a partir de la condiciôn de igualdad 
a cero de las fléchas en los apoyos B y  C (fig. 183) solucionando el sistema de 
dos ecuaciones algebraicas.

<7 IP
1 fïïïïïîT } t
M

c e' r
£  M

- t ------------J

As e,
___ /

m u n i J'
Fig. 182 Fig. 183

§ 56. Càlculo de vigas de secciôn variada a la resistencia 
y la rigidez
Barras escalonadas. Durante el càlculo a la resistencia de una barra escalonada 

fabricada de un material plàstico la condiciôn de resistencia tiene el siguiente 
aspecto:

a màx —
^m àx

--------<  [flrj.
W
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AT
a ioix =  affn =  « —  <  H ,  (10.48)

siendo a el coeficiente teôrico de concentraciôn de las tensiones (véase el Apén- 
dice 2). En ambas formulas W  es el môdulo de la secciôn debilitada.

Para una barra de material frâgil hay que tom ar en  consideraciôn la concen-
traciôn de tensiones en  los lugares de conjugaciôn de dos secciones de difercnte
diâm etro. E n este caso  la condiciôn de resistencia tendrâ que escribirse asf:

Fig. 184

Determinando las deformaciones de una viga escalonada (fig. 184, a) es 
necesario escribir la ecuaciôn diferencial del eje flexionado para cada escalôn, 
cuyas rigideces a la flexiôn de las secciones transversales son iguales, respecti- 
vamente a EJX ; E /2 î ; . . .  :

d 2w M (z) d'-w M(z) d2w M(z)
lîz 2 =  EJ1 ’ ~dz* ~EJ^9 'dz2 ~  EJ3 9

(10.49)
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Sustituyamos la viga escalonada por una viga équivalente de secciôn cons
tante con un momento de inercia J0 igual al momento de inercia de uno de los 
tramos de la viga, por ejemplo, del segundo: J0 = J2. Multiplicando por / 0 
el numerador y el denominador del segundo miembro de la ecuaciôn diferencial 
(10.49) para un tramo arbitrario n obtenemos lo siguiente:

d :w _  M (z) J0 _  M (z) J0 _  M(z) 
dz2 ~  EJn J0 ~ ~ Ë J I ~Tn ~  ~ËJ^

(10.50)

donde fin =  —  es el coeficiente de reducciôn. En el ejemplo dado en lafig. 184
J n

/ i : / 2: / 3 =  1 :3 :2  y A =  3; A = l ;

Puesto que el momento flector es una funciôn lineal de la carga, se puede, 
para cada parte de la viga, en vez de multiplicar el momento flector por el coefi
ciente de reducciôn, multiplicar por ese coeficiente todas las cargas exteriores de 
la parte dada junto con los esfuerzos interiores Q y M  en los lugares de conju- 
gaciôn de diferentes escalones (fig. 184, 6, c). Uniendo las partes individuales 
una con otra y sumando los esfuerzos interiores en la junta, obtendremos una 
viga de seeciôn constante con una rigidez a la flexiôn EJ0 solicitada por las cargas 
exteriores reducidas (es decir, cargas cambiadas Pn veces). Ademàs en los lugares 
de conjugaciôn se observarân saltos de fuerzas cortantes y momentos flectores, 
iguales respectivamente a

4Q i — Gi(A “  Pùl AQ2 — Q%(P$ A)»
AM X= M x(fi2 -  ft); AM% =  M 2(fi3 -

En los lugares de uniôn de las partes de la viga hay que aplicar las fuerzas 
y los momentos concentrados complementarios determinados mediante las 
formulas dadas.

La viga équivalente obtenida de tal manera (fig. 184, d) tendrâ una lfnea 
elâstica que coincide comptetamente con la lfnea elâstica de la viga escalonada 
dada (fig. 184, a).

Los desplazamientos de tal viga pueden determinarse integrando la ecuaciôn 
diferencial

d 2w _  M red(z) 
dz2 -  EJ0 #

(10.51)

siendo M rcd el momento de las cargas exteriores reducidas y las cargas comple- 
mentarias AQ y AM t que se détermina al igual que en una viga simple cargada 
por el esquema de la fig. 184, d. Para determinar w y 6 se puede hacer uso 
también de las ecuaciones universales (10.43) y (10.44) del método de parâ- 
metros iniciales considerando la viga reducida como una viga de secciôn constante 
con la rigidez a la flexiôn EJ0 de la secciôn transversal.

Vigas con secciôn que varia continuamente por la longitud. Si las dimensiones 
de la secciôn de la barra varfan continuamente por la longitud, las fôrmulas 
obtenidas a base de la hipôtesis de las secciones transversales planas son errôneas 
al igual que la misma hipôtesis. Sin embargo, como muestran los resultados de) 
câlculo mediante los métodos de la teorfa de la elasticidad, la distribuciôn de 
las tensiones normales por la altura de la secciôn, en el caso de que el ângulo 
de inclinaciôn de la linea generatriz de la superficie de la barra a su eje no sobre- 
pasa 15—20°, puede tomarse como lineal. Entonces, naturalmente, podemos
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utilizar la condiciôn de resistehcia corriente y la ecuaciôn diferencial de la linea 
elâstica

^niàx
M (z)
W(z) <  f^]; (10.52)

d 2w M (z) 
~dF  ~  EJ(z)

(10.53)

Los errores al calcular las tensiones tangenciales mediante la formula de 
Zhuravski

QS(y)
(10.54)

en el caso dado serân mayores que durante el câlculo de las tensiones normales 
mediante la fôrmula de Navier:

g  =
M (z)y

m
(10.55)

La fôrmula (10.53), que expresa la ecuaciôn diferencial de la flexion de una 
viga de secciôn variada, puede escribirse en la siguiente forma:

d 2w _  M red(z)  ̂
dz2 EJ0

(10.56)

donde M red(z) =  ——  M (z) es el momento flector reducido, cuyo sentido difiere 
J(z)

del de M rcd que forma parte de la fôrmula (10.51); J0 es el momento de inercia 
de cualquier secciôn, generalmente, el mayor o el menor.

La viga, cuyo môdulo de la secciôn varia proporcionalmente al momento 
flector de las cargas exteriores, se denomina de igual resistencia a la fiexiôn. Se 
calcula tal viga por la fôrmula siguiente:

W{?) =
M(z)
Vr\

En la viga de igual resistencia a la fiexiôn las 
tensiones mâximas son anâlogas en cualquier sec
ciôn e iguales a las admisibles [a]. Un voladizo 
de un ancho b y una altura variable h(z) (fig. 185) 
determinada mediante la fôrmula (10.57) puede ser
vir deejemplo de una viga de igual resistencia. As! :

W(z) =
b h \z ) 

6
M(z) _  Pz

(10.57)

Fig. 185

Hz) = (10.58)
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Por consiguiente, la altura de la viga cambia por una ley parabôlica alcanzando 
el mâximo en el lugar del empotramiento:

Puesto que, de acuerdo con (10.58), en el lugar de aplicaciôn de la fuerza (z =  0) 
//(O) =  0, la altura de la secciôn de tope se détermina a partir de la condiciôn 
de cizallamiento:

3 P  3 P
‘m4x 2 F 2 M <  ItL

de donde

h&-
3 P

26MI

Las vigas de coniïguraciôn parabôlica (bastante ventajosas desde el punto 
de vista de la economfa del material) se utilizan raras veces por lo diffcil de su

fabricaciôn. En la pràctica se emplean frecuen- 
temente vigas de igual resistencia a la fle
xion que tienen la altura h constante y un 
ancho b(z) variable (fig. 186).

Hallamos la ley de cambio del ancho b(z) 
de (10.57):/

--------------ra

i
l/4  -S’1
1_/ >

1\  !
/I /  1y/ 1

2 /
PI

TTOTÏÏ
IIII011IT

iiiiinmftinmmi

W{z) =
b(z)h2 M{z)

M  !

Pz
6 M  2[c]

de donde obtenemos la dependencia lineal 

3 P
b(z) =

h 'le]

Cuando z  =  — , 
2

- * ( ï ) -

3 PI 
2h2[<j)

P
2

La flécha mâxima de tal viga de igual resisten
cia a la flexiôn se détermina a base de (10.56)* 
Conociendo / 0, /(z) y su relaciôn

* > -
'red

Fig. 186

se puede hallar el momento reducido

M red (2 )= 7 r l / # =  2/(z) 2

12

Jo
J(z)

PZ Jo
J(z)

bp
K z)

IL
T '

b(z)h3
12

l_
T z '
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Sustituycndo A/red en (10.56) obtenemos
dhv PI
dz2 4 EJ0

Integrando esta ecuaciôn dos veces hallamos
dw „ K 1 (PI \ 

1 ( Plz2 ^
"w  -  S Ï  I T  +  c “  +  C,J-

+  C XZ +  C2

Las constantes de integraciôn Ci y C2 se determinan a partir de las condiciones

De aqui

Entonces

*(0) =  0; 0 |ItJ -
PP

Q = -  — ; & II O

1 (P I  . PP

vmàx — (f)=
PP

32EJ0
De aqui se desprende que la flécha màxima de la viga de igual resistencia 
a la flexiôn es 1,5 veces mayor que la flécha de la viga de secciôn constante 
con rigidez a la flexiôn EJ0.

La teorfa expuesta puede utilizarse, con sufleiente grado de aproximaciôn, 
para el câlculo de ballestas (flg. 187, a9 bt csd ).

Fig. 187
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4 p\/ 1

a

L—/

£1 ancho de las secciones extremas de la viga se 
détermina a partir de la condiciôn de cizallamiento 
(véase la fig. 188, a, 6)

Tm ix
P
T

p
Mi

<  W,

de donde

h[r]

En la tabla 18 se dan las fôrmulas para deter- 
minar las dimensiones de la secciôn transversal y la 
flécha mâxima de vigas de igual resistencia. En la 
tabla 19 se insertan las ecuaciones de la linea 
elàstica y de los ângulos de giro de las sec

ciones transversales de una viga en voladizo de altura variada para algunos 
casos de su solicitaciôn.

§ 57. Câlculo a la flexiôn considerando las fuerzas 
de inercia

La acciôn de las fuerzas de inercia debe tomarse en consideraciôn durante 
el câlculo de los elementos de estructuras que experimentan grandes aceleraciones 
Como ejemplo puede servir el vâstago AB  (fig. 189) que une dos ejes, uno de 
]os cuales (Ox) es motriz. Cualquier elemento de la longitud del vâstago que 
describe una circunferencia de radio r con velocidad angular (o expérimenta 
una aceleraciôn centripeta co2r. La intensidad de la carga distribuida que surge 
por la longitud del vâstago serâ

siendo F  el ârea de la secciôn transversal del vâstago; y , el peso especifico del 
material; g, la aceleraciôn de la gravedad.

La posiciôn mâs peligrosa del vâstago serâ la inferior extrema ALBU cuando 
las cargas de las fuerzas de inercia q\ se suman a  las del peso muerto qm:

yF  . |  orr \W  = 9i +  + VF= +  — J-
Viendo el vâstago como viga sobre dos apoyos articula dos, hallemos el 

momento flector mâximo

y la tensiôn mâxima

=  A/mâx =  F y , 2 ( l + ^ _
ffm i x  w  “  w  8 y g
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Vigas de igual resis tencia a la flexiôn
Tabla 18
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Ecuaciones de la linea elastica y del ângalo de giro de las 
secciones transversales de la viga en voladizo de altura variada

hz = h 0
a + z 
a +  l

Esquema de la viga y de 
la carga

PL?
£/ô“

Ecuaciôn de la Unea elistica

a + z +
2 (a +  z)

+
2 1 + a 

I L 2

2EJ0 1 a +  z
— (a +  z)[\n(a + z) — 1] —

4 aL — a2 
2L2

(l — z) + (a + z ) \ n L  —

f - J L _
V a + z

PqL3
6EJ0I {3a(a +  z) [In (a + z ) ~ 1 ] — 3aL ln L —

L  ( 3a* a3 [
3fl* Jn — —  +  (3a In L + —  -  L  -  —  ( / - z ) +  

a +  z v L  21? )
1 a* (  1 1 1

+  -  [L* -  (a +  2)*] +  —  — ----------   +  3aL
2 2 a  +  z L 7

M L3 I z 1 2/ +  a 1[iZ* + 2(a + z) 2Z*~ J
Tambicn las fuerzas de inercia deben tomarse en consideraciôn durante 

el câlculo de biela de la mâquina de piston (fig. 190). La biela estâ sometida a 
una carga distribuida de inercia que varia segün una ley lineal, como puede 
verse en la figura. La intensidad mâxima de la carga de inercia serâ en el 
punto A, cuando la manivela forma respecto a la biela un ângulo igual a 90°,

yf  j  
tfmdx =  “  °>r>

siendo r el radio de la manivela.
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Tabla 19

Ecuaciân del éngulo de giro

PL* r 2z +  a 21 + a 1 
~ÊJ,ô” [ 2(a +  z)2 2 /7" J

—  fin — ------ 2 « [— !—
2£70 L ût +  z [ a  + z

1
T ) +  ° 2 ( 2(a + z)*

PqL3 
6EJ0l

-  3a ln
L

a + z

a3

2

+  (/ -  z) +  3a2 ( — -—  
l a + z

( ( « *  +  * ) •  ”  ï 2 ) ]

m l 3 r i i l
IzJo [ 2(a +  zY  ~  2 / 7 J

1
2 /7 )l



El momento flector mâximo en la biela (al consi derarla como viga apoyada 

articularmente) serâ, como se sabe, a una distancia del punto B:

Imix12 
M m ix 9 y -

y la tensiôn mâxima

°mâx
M mâx

W

Sustituyendo el valor de qm&x hallamos

^mâx^2 Fyl2co2r

9^3W  9 /3  W

§ 58. Tensiones tangenciales durante la flexion 
de vigas de perfil de paredes delgadas. Centro de flexiôn

La formula de Zhuravski ofrece resultados veridicos en los casos en que 
el ancho de la viga (secciones mn en la fig. 191) es suficientemente pequeno 
en comparaciôn con la altura h.

En las secciones m^  de las alas del perfil de paredes delgadas (fig. 191, c, d, é) 
las tensiones r, paralelas al esfuerzo Q, son tan pequefias que se puede prescindir 
de ellas. Pero en esas alas surgen tensiones tangenciales r nla perpendiculares 
al esfuerzo Q . Teniendo en cuenta el espesor pequeno t del ala, puede consi- 
derarse que las tensiones tangenciales r aa estân distribuidas uniformemente por 
su espesor. Entonces su magnitud se determinarâ por medio de la fôrmula

Tala ~
QS(X)

Ji
(10.59)

1 °

in.
f l

•c

; c = p ___

in . ^

m ___ n nF n 0 n, l
1____ y

Fig. 191

hallada analizando la condiciôn de equilibrio de una parte del ala de la secciôn 
de doble T con longitud dz (fig. 192), donde el momento estâtico

s<*)- (i ~ *)'(ï ~ t)' m m
Confrontando las formulas (10.59) y (10.60) se ve que la ley de distribuciôn 

de las tensiones tangenciales por el ancho del ala se détermina por la ley de 
cambio del momento estâtico S(x)t es decir, r ala se distribuyen segün la ley 
lineal.

250



Los diagramas de las tensiones tangenciales construidos para la secciôn 
de doble T N° 20, cuando Q = 10 000 kgf, se dan en la fig. 193.

Las tensiones tangenciales en las alas de 
perfiles deparedes delgadas influyen sensible- 
mente en el carâcter del estado tensional de 
la barra y el modo de su deformaciôn.

Si la secciôn tiene dos ejes de simetria 
yel piano de fuerza pasa a través de 
uno de ellos (fig. 194, a), en la secciôn 
surgen esfuerzos résultantes en el aima

Fig. 192

^aim Y en el ala ^aia (fig- 194, b). Los esfuerzos r ola, en virtud de la 
simetria de las alas, se compensan mutuamente en cada ala.

Es diferente el asunto cuando el eje central principal, perpendicular a la 
lineà neutra, no es de simetria (fig. 195, a). Las tensiones tangenciales en el

£
oo
CVJ

E
E

CsJ
OO

i 265 kgf/cm7

©^ f l T Î T W

100mm 5,2 mm 
In. _

kgf/cm2

1084 kgf/cm

r
2

y

Fig. 193

aima y las alas se reducen, respectivamente, a los esfuerzos r aim y r a|a 
(fig. 195, b). En este caso se prescinde de las tensiones tangenciales verticales en 
las alas. La fuerza cortante es

e  =  w
17* 259



Pero ella no pasa a través del centro de gravedad, sino, siendo la résultante de 
la fuerza ra|m y dos fuerzas ra!a queforman un par, estâ desplazada a cierta 
distancia x c (fig. 195, b) e interseca la Ifnea neutra en el punto C.

a

Q

1 — *- - — 1
T'si, T ela

Talma
- - l u .

1 ---T 1
Ta la Ta la

b
Fig. 194

El desplazamiento x c puede determinarse a partir de la condiciôn siguiente: 

^ M a = Q +  y j  — ^ala (A — 0  =

de donde
Ta ia d

=  (10.61)

Tomando en consideraciôn que

b - x 0 b - x  0

f  f f QS(x)
^ala * \ Tala ̂ X \  — dx

-~(x0-d) - ( x 0-d)

-, S
b-*° h -  î

Q(b — x0 — x) t

Jt
2 . Qt(h — t)(b  — d)2
------dx — —

-(*o

podemos escribir la formula (10.61) en la forma definitiva:

4 J

*c
î(h -  t ) \b  -  d)2 

4J
d  
2 *

El desplazamiento de la résultante con respecto al centro de gravedad de 
la secciôn a una distancia x c +  x0 hace, como se ve del esquema dado en la 
fig. 196, a , que la carga exterior P  actuando en el piano zy provoca en la 
secciôn de la viga no solo el momento flector M (z) =  Pz variable por la longitud, 
sino también el momento torsional (fig. 196, b) M tor = P(x0 4- x c) gracias al 
desplazamiento de la fuerza cortante Q =  P  (es la résultante de los esfuerzos 
jTaia y r alm). A consecuencia de esto, la viga no solo va a flexionarse, sino también 
a torcerse (fig. 196, c).
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C on el fin de prévenir la  torsiôn en la prâctica se utilizan secciones sim étricas
de dos perfiles en  U  o  se  desplaza el punto de aplicaciôn de la carga fuera del
p iano principàl de tal m anera que éste pase a través del punto C  (fig. 196,d).

Eje de rigidez

b
Fig. 196

En este caso el tramo de la viga de longitud z se équilibra completamente 
por las fuerzas P, Q(z) = P  y el momento M (z) = Pz y no habrâ torsiôn. 
Por eso al punto C lo llaman cenlro de flexion o centro de rigidez. Los centros 
de flexion de todas las secciones de la viga se encuentran en una recta denominada 
eje de rigidez de la viga (fig. 196, b). Es obvio que para las barras de doble 
simetriael eje de rigidez de la viga coïncide con el eje sobre el cual estân situados 
los centros de gravedad de las secciones.

§ 59. Acerca del câlculo dé vigas sobre base elâstica

Al examinar una' viga sobre base elâstica continua (fig. 197) se supone que 
la reacciôn de la base en cada punto es proporcional a la flécha elâstica w en 
ese punto.

Designando el coeficiente de proporcionalidad, que tiene una dimension 
fuerza

de ------------- -, por la letra a obtenemos que la intensidad de la reacciôn de la
(longitud)2

base es igual a <xw.
Asi pues, dada la carga exterior distribuida q(z), la carga distribuida total

que actûa sobre la viga serâ

El câlculo de vigas sobre base elâstica es un problema hiperestâtico. La inten
sidad de la reacciôn de la base es relacionada con la deformaciôn de la viga, 
por eso durante la soluciôn de los problemas es necesario hallar primeramente 
la linea elâstica de la viga. La ecuaciôn diferencial del eje flexionado de la viga 
segün (10.34), teniendo en cuenta las direcciones del eje w y de la carga q tomadas 
en la fig. 197, puede escribirse en la siguiente forma:

p(z) =  q(z) -  aw(z). (10.62)

(10.63)
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Si falta la carga distribuida, o sea, q(z) =  0 (fïg. 198), la ecuaciôn (10.63) 
tendrâ el aspecto siguiente:

dlw(z)
dzx

(10.64)

Elijamos el origen de coordenadas en el extremo izquiçrdo del tramo exa- 
minado, donde los parâmetros iniciales serân: w0, 0Oi M 0 y Q0. Introduciendo 
la denominaciôn

4

(L tiene la dimension de longitud) y sustituyendo la variable independiente z  
por una abscisa adimensional

£
z

L*

volvamos a escribir la ecuaciôn (10.64) en la siguiente forma:

d*w
1 T ‘ + 4 ”'

0.

La soluciôn general de esta ecuaciôn es:

w =  C1es cos £ + C2e* sen £ 4- C3e“ ‘* cos £ 4- C4e"“* sen £. (10.65)

Tomando las derivadas correspondientes de (10.65) expresemos por medio de 
ellas Qt M  y 6:

dw - r
—  = 6 L =  Cxe  ̂ (cos £ — sen £) 4 C2eç (cos £ 4- sen £) — 
a£

d2w

d*w
~dï*

-
M(z) L2 

EJ  =

Q(z)La =  
EJ

(cos £ -h sen £) +  (cos * ~  sen &  (10-66>

= — 2(Cxe* sen £ — Ca e* cos £ — C3 sen f 4-

-|- CAe~* cos £); (10.67)

— 2 [Cx<?*(cos £ 4- sen £) — C2e* (cos £ — sen £) —

2Æ2,

— C3e  ̂ (cos £ — sen £) — C4e  ̂(cos £ 4- sen £)]. ( 10.68)



Considerando en (10.65)—(10.68) (  = 0, obtenemos las expresiones para los 
parâmetros initiales:

ĥo =  Cj +  C3;
LOq =  Cj -f C2 — C3 -f- C4J 

M*M0 =  ( -  2Ca +  2C4) £7;
£ 3Go =  (2C, -  2C2 -  2CS -  2C4) £7.

Resolviendo el sistema de estas cuatro ecuaciones lineales respecto a las constantes 
de integraciôn, obtendremos la expresiôn de éstas por medio de los parâmetros 
initiales en forma siguiente:

*0 , « 0  , ^3Go 
C l ~  2" +  ~ T  +  8 £ 7 ’

_  _  L 2M q L3Qq
c * 4 4 E /-  “  8J57 ’

_  Wo LO0 I , s j2o

3 “ "2 4~ ~  8 £ / ;
_  Z ,0O Z,2M 0 L3Qo

C* ~  1 ’ +  4EJ ~  T Ë J  '
Sustituyendo las expresiones de las constantes de integraciôn en (10.65)— 

(10.68), hallamos
L-M a L3Q0

w(z) =  H - o ^ d )  +  L00Yt(S) -  ——  y 3d )  -  i i ( « ;

r n  =  OoYjt) -  —  Y2(0  -  —  y „ ( f )  -  y 4( f ) ;  •
EJ EJ L

M (z) =  A /o^d ) +  LQ0Ya(i) +  aL2w0Y3(() + «Lae0Yt(Sy,

Q(z) =  Goî'id) +  <xL>v«y2d )  +  aL200Y3(() -  - i  M aYt((),
L

siendo Ylt Y2> Y3, Y4, las funciones de A. N. Krilov *

yxd )  =  ch (  cos f  =  j  (e{ +  e~ () cos £;

1 1 .  .
yad )  =  — (ch { sen f +  sh £ cos {) =  -  [(e{ +  e~ {) sen { +

2 4

- f  (e *  — e ” * ) c o s  f ] ;  

y 3( f )  =  - -  s h  S s e n  f  =  (e*  -  < T * )  s e n  { ] ;

y4(ft =  -i- (ch £ sen f — sh f cos £) =  y  [(^  +  e~*) sen S —

— (e * — e~^)cos  £].
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Durante la diferenciaciôn de las funciones de Krilov tienen lugar las siguientes 
dependencias importantes:

LY[ =  -  4 y4; LY!> =  Yx\ L Y s=  Y2; LYl =  Y3.

En el caso general (fig. 199), cuando en el tramo Oz actüa el momento 
concentrado M { en el punto con la abscisa ah la fuerza concentrada Pi en

el punto con la abscisa bi y la carga distribuida uniformemente qc en el tramo 
desde z  =  c hasta z =  </, las ecuaciones generales para w9 G, Q y M  tendrân el 
siguiente aspecto:

"■» -  , . r t ( i )  +  o .tr .  ( i ) - i H l )  + ^ ( l )  +

+  « , r , ( i ^ )  - l ’ ï f i  y . +  ~  S »,[

( l 0 '6 9 )

0W - o.n (i) - -  f a r ,  (i) + q,l-y, (i.) +
+  * r  “'"n  ( ï ) +  M‘Yt r r )  ~ L‘ s  -

(10.70)

M(Z) =  M0yi J -^ -J  +  Q o tn  +  «L*w0 Y3 J - j  +  «L*80Yt [ - J  +

+ I , M iY1 -  l 'L p iY , ( — ^ )  +  (^—  ) -
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(10.72)

4M0
~T~

G(2) = QoYi [—j + aLw.n + aL2<?0r3̂ j -

De tal manera, cuando son conocidos los parâmetros iniciales w0, 0O, À/0 y Qo» 
las magnitudes de w(z), 0(z), M(z) y g(z) pueden determinarse mediante las 
formulas (10.69)—(10.72) en cualquier secciôn con coordenada z.

Los parâmetros iniciales en cada caso concreto pueden deducirse a partir 
de las condiciones en los extremos de la viga. Esas condiciones para diferentes 
casos de sujeciôn de la viga coincidiendo el origen de coordenadas con su extremo 
izquierdo se dan a continuaciôn.

Condiciones de los extremos de la viga Extremo izquier
do (z = 0)

Extremo derecho 
<*=/)

Extremo izquierdo | Extremo derecho w 1 0 | M Q w 1 0 |M 1 0

Libre Libre _ _ M 0 Qo _ Mf Qi
Libre Apoyado — — M 0 Qo 0 —
Libre Empotrado — — Mo Qo 0 0 — —
Apoyado Apoyado 0 — Mo 0 — Mj —
Apoyado Empotrado 0 — M 0 — 0 0 — —
Empotrado Empotrado 0 0 — — 0 0 — —

Mi y Qi son el momento y la fuerza concentrados exteriores en el apoyo 
derecho, respectivamente.

Eligiendo el origen de coordenadas en el extremo izquierdo de la viga de 
una luz, dos parâmetros iniciales siempre son conocidos. Para determinar otros 
dos parâmetros es necesario resolver el sistema de dos ecuaciones algebraicas 
compuesto de las condiciones de sujeciôn del extremo dereclio de la viga.

§ 60. flexién de vigas cuyo material no sigue la lcy de Hooke

Los diagramas de tracciôn y compresiôn para los materiales que no siguen 
la ley de Hooke (fundiciôn, piedra, etc.) demuestran que las tensiones creccn 
mâs lentamente que las deformaciones, y el atraso del crecimiento de las tensio
nes respecto a las deformaciones es mâs grande durante la tracciôn que durante 
la compresiôn (fig. 200). En este caso la lfnea neutra no pasa a través del centro 
de gravedad de la secciôn transversal, sino se desplaza hacia el centro de curvatura 
del eje de la viga (fig. 201). Conociendo el radio de curvatura de la capa neutra 
/?, el alargamiento unitario de lafibra situada a una distancia y  de la capa neutra 
se détermina, igual que antes, a base de la hipôtesis de las secciones planas 
mediante la formula conocida

e =  — • (10.73)
P

Por eso deben hallarse, ante todo, la posiciôn y el radio de curvatura de 
la capa neutra.

Veamos una viga de secciôn rectangular hecha de un material que no sigue 
la ley de Hooke (fig. 202). Teniendo en cuenta que para muchos materiales las
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dependencias e = f(a )  durante la tracciôn y compresiôn pueden presentarse 
en la forma de

e ir  ccom ^com ^com » (10.74)

Fig. 200

donde k tn k com, n y m son las magnitudes que caracterizan las propiedades 
fisicas del material, la posiciôn de la capa neutra puede determinarse a partir 
de las siguientes condiciones:

Y iZ = ^ a d F = 0 \
F

Y iM x — ̂  oydF — M  = 0 
F

hi /j*

b d y - ^  <TC0m4v] =  0; (10.75)
0 0 

//I h

^  O,r ydy +  ^ ffcom ydy^ =

o bien

0 0 
,//i

b \ ^ o trydy+  ^ CTcomy d y \—M. (10.76) 
0 0 

A base de (10.74) y (10.73)

Sustituyendo (10.77) en (10.75) y (10.76) e integrando obtenemos, respecti- 
vamente,

n m ( ha \ m
hi ----------------------------—  | —  —  ! h2 =  0; (10.78)n [ ^ l \ n h m [ h* \ m 

n + \ \ k up )  1 m +  1 \ k comp j

+  1 \ k up )  2m +  1 l  k comp J
h i=  M. (10.79)

Tomando en consideraciôn que ht +  h2 =  h , de las dos ultimas ecuaciones halla- 
mos p, hx y h2 y, luego, mediante las formulas (10.77), las tensiones a iv y acom
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Se puede resolver también el problema inverso: determinar el momento 
flector mâximo admisible por medio de las tensiones admisibles de tracciôn [<rtr] 
o compresiôn [o-COfn]. Ademâs valiéndose de las fôrmulas (10.77) se hallan las 
tensiones en las fibras extremas

A base de (10.80) las expresiones (10.78) y (10.79) pueden presentarse en la forma 
siguiente:

— —  a*hl ~  , . }h = °» n +  1 m +  1
(10.81)

n © m o 
r—-—: b o j i  +  baji2 =  M. 
2n 4- 1 2m 4- 1

(10.82)

Ademâs de la ecuaciôn (10.80) se desprende que

f> l _  < * ïk tT

hi ^ c o m
(10.83)

Haciendo uso de las relaciones (10.81) — (10.83) y tomando en consideraciôn 
que hi +  /i2 =  h , se puede, siendo conocidas [alr] o [acom], determinar la posiciôn 
del eje neutro y el valor admisible del momento flector [MJ.

En el caso de que el material sigue la ley de Hooke, pero los môdulos de 
elasticidad en la tracciôn E ir y en la compresiôn Ecom no son iguales (de ordinario 
ECom >  ^tr)» el diagrama de las tensiones normales tendrâ el aspecto mostrado 
en la flg. 203 ; las tensiones mâximas para la barra de secciôn rectangular, siendo 
conocido el momento flector actuante M, se determinarân por las fôrmulas

3 M  
<7iT~~bh*

ffcom
3M
~bh*

(10.84)

En el caso de que las 
tensiones se determinan por 
medio de las deformaciones 
unitarias en las fibras extre
mas halladas mediante los 
extensômetros, es mejor 
presentar las fôrmulas (10.84) 
en la siguiente forma:

corn/ f
(10.85) Fig. 203
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Capftulo 11

RESISTENCIA COMPUESTA

Se entienden por resistencia compuesta las diferentes combinaciones de 
estados tensionales simples (tracciôn, compresiôn, deslizamiento, torsiôn, flexiôn). 
En el caso general de solicitaciôn de una barra (fig. 204, a) en sus secciones trans
versales actüan seis componentes de esfuerzos interiores (N, Qx Qyt M x, M y, M tor) 
(fig. 204, b) relacionadas con cuatro deformaciones simples de la barra: tracciôn 
o compresiôn, deslizamiento, torsiôn o flexiôn.

El estado tensional de una barra rfgida se détermina, a base de la hipôtesis 
sobre la acciôn independiente de las fuerzas, sumando los estados tensionales 
originados por cada tipo de solicitaciôn simple por separado.

Por analogfa, las deformaciones (desplazamientos) pueden determinarse 
sumando las deformaciones (desplazamientos) provocados por cada componente 
de carga por separado.

El principio de suma de la acciôn de las fuerzas o el principio de super- 
posiciôn se aplica entodos los casos en que las deformaciones son pequefias 
y el material obedece a la ley de Hooke. En la prâctica son pocos los casos en 
que en la barra surgen todas las seis com
ponentes de esfuerzos interiores; ordinaria- 
mente,se trata de sus diferentes combinaciones.

§ 61. Flexiôn compuesta y desviada

La flexiôn compuesta o no plana es ori- 
ginada por las fuerzas exteriores que actûan 
en diferentes pianos pasados a través del eje 
de la viga (fig. 205, a), El eje fiexionado de 
la viga en este caso no es curva plana.

Si todas las cargas que provocan la 
flexiôn actüan en un piano que no coïncide 
con ninguno de los pianos principales, la 
flexiôn se denomina desviada (fig. 206, a).

De ordinario, la flexiôn compuesta o 
desviada se reduce a dos flexiones planas, 
descomponiendo con este fin las cargas que 
actüan en los pianos longitudinales arbitrarios 
en componentes que se encuentran en los 
pianos principales zy y zx  (figs. 205, b9 
206, b). En este caso en la secciôn surgen 
cuatro componentes de esfuerzos interiores, 
a saber. QX9 Qyi M x y Afy,

Las tensiones en los puntos de cualquier secciôn situados en el primer 
cuadrante del sistema de coordenadas xy  (fig. 207, a), cuando actüan simultâ- 
neamente M x y M y> se determinan mediante la siguiente fôrmula:

Fig. 204

a M xy M y X

Jx +
( 11.1)
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Al utilizar esta formula en el caso general, se deben tomar en consideraciôn 
los signos de las coordenadas x  e y.

Durante la flexion desviada (fig. 208) tienen lugar las siguientes dependencias :
M x =  M cos a; 

M y =  M sena,
(11.2)

siendo M  el momento flector en la secciôn dada en el piano de fuerza pp 
(fig. 207, b).



(11.3)

La fôrmula (11.1) puede escribirse asi:

(y  cos a x  sen a \

Obtendremos la ecuaciôn de la linea neutra de (11.1), tomando <7 =  0:

(11.4)
M xy0 MyXQ

CT =  —;---------- 1    =  U.

La ecuaciôn (11.4) es una ecuaciôn de la linea recta que pasa a través del 
origen de coordenadas. La posiciôn de la linea neutra se détermina por la tangente 
del ângulo de su inclinaciôn P (fig. 207, b) al eje principal x:

t g p = -
*0

My ^x 
M x J  y

(11.5)

Construyendo el diagrama vectorial de los momentos (fig. 208) se détermina 
el ângulo a de inclinaciôn del piano de fuerza pp (piano de acciôn del momento)

tg a =  —  . (11.6)
M x

Entonces, el ângulo de inclinaciôn de la linea neutra (11.5) puede representarse 
mediante la siguiente fôrmula:

tg /* =  -  y  tga , (11.7)
Jy

de la cual se ve que en el caso general de la flexion compuesta, cuando Jx J y 
la linea neutra no es perpendicular a la linea de fuerza.

Puesto que durante la flexiôn desviada la relaciôn de M y al M x caracterizada 
por tgoc (11.6) es constante por toda la longitud de la barra, también el ângulo
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de inclinaciôn de la Unea neutra P es constante, es decir, la Hnea elâstica esta 
situada en un piano n — n (fig. 208) llamado piano de flexiôn.

La comprobaciôn de la resistencia durante el estado tensional complejo 
se efectua a base de los datos sobre la tensiôn total mâxima. Es évidente que 
durante la flexiôn compuesta las ermix serân en los puntos mâs alejados de la 
linea neutra (puntos A y B en la fig. 209). En el caso dado en el punto A

surgen las tensiones mâximas de tracciôn, en el punto B , las tensiones mâximas 
de compresiôn. Las condiciones de resistencia tendrân el siguiente aspecto :

M xyÂ , M y X A 
ffm ix  =  aA =  — - --------------------1  —  <  [<T+ J;

O’m în  =  (Jb ~  —
M x y B

' y
M y X g

<  [<r_].

( 11.8)

(11.9)

En el caso de flexiôn desviada (fig. 207, b) las condiciones de resistencia 
se escribirân asl:

fxg sen a  ^ Bcosa  )
O’m â x  =  Off =  Mmàx ^ ------ —--------  -\---------—-------J  <  [<7+ J ;

f  x D sen a y D cosa^j
Ornin =  O£}=  — Mmàx I ------- ------  H--------------- I <  [cr_ J.

v J  y •'x J
En particular, para una secciôn rectangular, cuando

II

-
îï J y

~  =  W y -

II

S
H

l L l

*D Xg y yB yD

las formulas (11.10) y (11.11) pueden representarse asf:

fsen a cos oï\
~ïv~ ^— fV~J ^

f  sen a cos a \
— &D — Mmàx y H----- jy~ J ̂

(11.10)

(11.11)

( 11.12)

(11.13)
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La détermination del tamafio de la section en el caso de la flexiôn no plana 
se realiza mediante el método de comprobaciôn, tomando diferentes relaciones 
de los môdulos de la section. Las tensiones tangenciales pueden determinarse 
mediante la fôrmula de Zhuravski

QySx Qx$y
Xy "■ ' TjC ~  Jyh ■

Los desplazamientos se determinan de acuer- 
do con el principio de independencia de acciôn 
de las fuerzas. Si w es la flécha en la direcciôn del 
eje principal y; v, la flécha en la direcciôn del 
eje principal x  (fig. 210), las ecuaciones diferen- 
ciales de flexiôn en los pianos yOz  y xOz  ten- 
drân el siguiente aspecto:

d 2w d 2v

EJx M = Mx ' E J y d ï  =  M r  ° U 4 )
Las ecuaciones (11.14) se resuelven mediante 
cualquier método conocido igual que para la 
flexiôn simple.

La magnitud de la flécha total en cualquier 
secciôn de la viga puede obtenerse sumando 
geométricamente las fléchas en diferentes pianos 
de acuerdo con la fôrmula

/  =  j/ya +  w2. (11.15)

§ 62. Flexiôn con tracdôn

La acciôn combinada de flexiôn y traction (compresiôn) tiene lugar cuando : 
las cargas actüan en la direcciôn longitudinal y transversal ; la tracciôn (compresiôn) 
es excéntrica.

Flexiôn compuesta con tracciôn (compresiôn) de la barra recta. En cl caso 
general (fig. 211, a), cuando sobre la barra actüan fuerzas longitudinales y trans

versales que intersecan el eje de esta, en la secciôn surgen los esfuerzos M x, A/„, 
Qx> Qy ai igual que elesfuerzo longitudinal N2 en direcciôn del eje z(fig. 211,6). 
Las tensiones normales en un punto arbitrario se determinan mediante la siguiente 
fôrmula:

a = x . (11.16)
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Considerando lineal el estado tensional en el punto peligroso (prescindimos aqui 
de las tensiones tangenciales), escribamos la condiciôn de resistencia en la forma 
correiente:

H - (11.17)

Para la secciôn de doble simetria la fôrmula (11.16) tendrâ el siguiente aspecto:

N  M x  M y
=  -  ±  ~ 7  ±  — ' •w. fVv

En el caso de la ilexiôn en el piano zy

N  M x

ff± p  ±  w (11.18)

Estas fôrmulas se utilizan también durante el câlculo a la resistencia de pôrticos 
pianos y de arcos de pequefia curvatura.

Tracdôn (compresiôn) excéntrica de la barra recta. Nüdeo central de la 
secciôn. En la prâctica la flexiôn se combina, a menudo, con tracciôn (compresiôn), 
lo que estâ determinado por la aplicaciôn excéntrica de la carga paralela al eje 
de la barra, cuando la résultante P  no coincide con el eje de la viga (fig. 212). 
Denotemos las coordenadas del punto de aplicaciôn de la résultante por x P e y*», 
y la distancia desde ese punto hasta el eje z, llamada excentricidad, por e. 
Los esfuerzos interiores en cualquier secciôn son iguales a:

N  = P; M , = PxP; Mx = PyP,

y las tensiones en un punto arbitrario de la sec
ciôn se determinan mediante la siguiente fôrmula:

o bien

N  M y  M x
—  + - - Z  +  —  y (11.19)

P J  y /x

. (11.20)
l  J  y Jx )

Esta fôrmula también se puede expresarla por medio 
de los radios de giro,

*2
P
F O

h
X  +

yp
.2lx

y \ ( 11.21)

La ecuaciôn de la linea neutra ct =  0 la hallamos 
de (11.21):

- 1. (11-22)
Îy ix

Hallamos de (11.22) los segmentos seccionados por la linea neutra en los ejes y  y x 
(fig. 213), considerando xQ =  0, y 0  =  0,



De (11.23) se desprende que la linea neutra interseca los ejes de coordenadas en 
los puntos que pertenecen al cuadrante opuesto a aquel en que se encuentra 
el punto de aplicaciôn de la fuerza P.

Las condiciones de resistencia para los puntos donde las tensiones de tracciôn 
y de compresiôn son mâximas (puntos A y 
B en la fig. 213, respectivamente) pueden 
escribirse en la siguiente forma:

Jmin

(11.24)

- ' * ■ >  ( ' - $ * * - i H *  i° - 1
(11.25)

Los diagramas de las tensiones az se dan en 
la fig. 213.

Es cômodo representar la condiciôn de resistencia para la barra de secciôn 
rectangular de la siguiente manera:

P MX My
W  =  +  .-^  +  TTT< W .Wx

(11.26)

Las fôrmulas (11.24)—(11.26) también son justas en el caso de que la fuerza P 
es de compresiôn, a condiciôn de que no haya peligro de pérdida de estabilidad.

Tanto la distancia de la linea neutra del centro de gravedad como las 
magnitudes de las zonas de la secciôn que experimentan tracciôn o compresiôn 
dependen de la excentricidad e. Es évidente que una de las zonas puede faltar 
(durante la tracciôn es la zona, de compresiôn, durante la compresiôn, la de 
tracciôn), y la linea neutra no atravesarâ la secciôn.

Es de gran interéç prâctico, sobre todo durante la compresiôn excéntrica 
de columnas de materiales que resisten mal la tracciôn (por ejemplo, mamposteria 
de ladrillo), saber aquel valor mâximo de la excentricidad, con el cual en la secciôn 
no aparecerân las tensiones de tracciôn, es decir, la linea neutra serâ tangente 
a la secciôn.

La zona alrededor del centro de gravedad de la secciôn y dentro de la cual 
la aplicaciôn de la fuerza P origina en todos los puntos de la secciôn transversal 
tensiones de un signoy se llama nücleo central de la secciôn. Para determinar el 
nucleo central de la secciôn es necesario comprobar diferentes posiciones de la 
linea neutra, trazândola tangencialmente al contomo sin intersecarlo en ningun 
pünto (fig. 214) y calcular las coordenadas de los puntos correspondientes de 
aplicaciôn de la fuerza mediante las siguientes fôrmulas que se desprenden de 
(11.23):

y p =  -
y , i

(11.27)

Los puntos calculados de tal manera son los que determinan el contomo del 
nücleo central de la secciôn.

Al girar la linea neutra respecto a cierto punto inmôvil del contomo de 
la secciôn, por ejemplo, el punto A , el punto de aplicaciôn de la fuerza se desplaza 
a lo largo de cierta recta, por ejemplo 2 —5.
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Para construir el nücleo central de la secciôn de alguna figura, por ejemplo, 
un rectàngulo (fig. 215), es necesario examinar una sérié de posiciones de la Hnea 
neutra que coincidan con los lados de la secciôn. Haciendo coincidir la Ifnca 
neutra con el lado CD (posiciôn 1 —1) obtenemos: 

b
y n =  — ; x n =  oo ; entoncesa base de (11.27),

y p = yn
b 
6 ; x p Z

oo
0,

2 Jx _  hb* _  b2  #2  Jy __ bhP̂    h2

lje =  ~F =  Ï2bh ~  Ü2 ’ ly ~ ~ F  ~  ïïb h  ~  12 '

De tal manera determinaremos la coordenada del punto 1 del nücleo central 
de la secciôn. Haciendo coincidir la posiciôn de la Hnea neutra con el lado AD  
(posiciôn 2 —2 ), obtenemos por analogfa

h
y n =  oo; *n =  -  —  ,

y las coordenadas del punto 2  del nücleo central serân las siguientes:

Tomando las posiciones correspondientes de la Hnea neutra 3—3 y  4 —4, deter- 
minamos, por analogfa, las coordenadas de los puntos 3 y 4 del nücleo central.

En la tabla 21 se dan la forma y dimensiones del nücleo central de la secciôn 
para diferentes secciones de barras.
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Forma y dlmensiones dd ntideo central de la secdôn
Tabla 21

Secciôn transversal; nûcleo cen
tral de la secciôn (sopibreado) Dimensiones del nûcleo central de la secciôn

El nûcleo central es un 
cuadrado

Rectângulo

El nûcleo central es un 
rombo

Triângulo isôsceles

r m in

bh

6 / 6*TÂ *

y%
h_
6

VT
Cuando h =  —  b (triângulo equilâtero) 

2

b

El nûcleo central es semejan- 
te a la secciôn transversal
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Continuaciàn de la tabla 21

Secciôn transversal; nücleo cen
tral de la secciôn (sombreado) Dimensiones del nücleo centra! de la secciôn

Rectângulo hueco 

% .

1 hb% — hxbi 
X l~  6 b i b b - b A )

yi = - r
1  bh3 -  M ï6 M A -M l)

Cuando h =  b y hl = bx (cuadrado hueco)

'* « „ =  0,0589 h

El nûcleo central es un 
rombo

Octâgono

El nücleo central es un 
octâgono

rmfa =  0,2256 R
Si el octâgono es hueco (radio de la circunfe- 
rencia circunscrita exterior es R2, de la inte- 
rior, R i, el espesor de la pared es igual a 
0,924(R* — RÎ))t se tiene

“•2256** h  (1)1

El nücleo central es un j 
circulo
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Continuaciôn de la tabla 21

Secciôn transversal; nûcleo cen
tral de la secciôn (sombreado) Dimensioncs del nûcleo central de la secciôn

El nûcleo central es un 
cfrculo

Tubo de paredes delgadas

El nûcleo central es un 
cfrculo

§ 63. Flexiôn con torsiôn

D
r “ T

Arbol circular. La acciôn combinada de flexiôn y torsiôn es un caso mâs 
caracteristico de solicitaciôn de los ârboles. En este estado tensional tienen lugar 
las cinco componentes de esfuerzos interiores:

Aflor =  M zj Aiy\ A/x ; Qy y Qx,
Para el câlculo de los ârboles se construyen primeramente los diagramas de 

los momentos flectores M x y M y> del momento résultante Af, asf como de los 
momentos torsionales M ior y se détermina la secciôn peligrosa (fig. 216, a9 b9 c9 

d9 e). El momento flector résultante se halla mediante la formula

M  = ]/M l  +  My. (11.28)
Siendo conocidos M  y M t 0 T 9  en la secciôn peligrosa se determinan las tensio- 

nes normales y tangenciales mâximas en los puntos peligrosos de la secciôn 
(fig. 217) mediante las siguientes formulas:

^mâx

Tmàx

M  f  AfJ +  My 
1 V ~  W  ’ 

A/(0r

(11.29)

(11.30)
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Las tensiones principales en el punto m is peligroso (punto B  en la fig. 218) 
serin (véase el § 32)

®i =  —  (<r+ Ma2 +  4 r 2) ; =  0 ;

-  Kff* +  4r*). (11.31)

Con el fin de comprobar la resistencia de un elemento separado cerca del 
punto peligroso se debe utilizar una de las fôrmulas de la teorfa correspondiente 
de resistencia:

1 — m 1 +  m _ ,
ore q A f =  ---- H------------ Ko2 +  4 t 2 <  [<x];

ffeq lV  =  y  O1 +  3T2 <  [a],

K l
donde

(11 .32)

(11.33)



La fôrmula (11.32) sirve para los materiales frâgiles cuando m <  1, y para los 
materiales plàsticos cuando m =  1.

Sustituyendo en las fôrmulas (11.32) y (11.33) las expresiones para las 
tensiones y teniendo en cuenta que Wp = 2 W, hallamos

v  m i + m $ +

+  1- —  Ym?0 I + m I  + [o]\ (11.34)

< r.q iv=  ^ 7  1̂ 0,75Aft2or +  M l  +  M® <  [<r]. (11.35)

Los segundos factores en estas fôrmulas son los momentos reducidos M redt 
cuya acciôn équivale a la acciôn conjunta de los momentos Mx , y A/tor de 
acuerdo con las teorfas de resistencia aceptadas

M rei M =  1— -  y  M l  +  M l  +  Î - —  V m ?ot + m I  + M l;  (11.36)

=  fo,75 Mt2or +  M* +  Jl/® =  i/o,75 M,2or +  A/2. (11.37)

Obtcnemos, por analogfa, para las demâs teorfas de resistencia :

M «d x =  Y  W m I  + M Ï +  K m |+  M l+  M ?or] ; (13.38)

Mtti n  =  0,35 Ym I  +  M l +  0,65 )[m I +  Af*+ M,2or (11.39)
(siendo/i =  0,3);

A/red UI =  ]/m I +  M l+  Mtor (11.40)
Las condiciones de resistencia (11.34) y (11.35) pueden expresarse mediante 

una fôrmula
M  A*eq= < W. (H.41)

De aquf

w >  > (11.42)
M

déterminâmes el diâmetro del ârbol de la siguiente condiciôn:
3 3

Las fôrmulas dadas son totalmente aplicables también para el câlculo de ârboles 
de secciôn anular.

Vigueta de secciôn rectangular. Al solicitar una vigueta de secciôn rectangular 
por el sistema de las fuerzas y P2  (fig. 219, a) que originan en la secciôn los 
momentos M x% M y y M tor, el câlculo se realiza de acuerdo con el siguiente 
esquema: se descomponen las fuerzas exteriores en componentes, reduciéndolos 
al eje de la vigueta. Para hallar la secciôn peîigrosa se construyen los diagramas
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de M x% My y M tor (fig. 219, b). Una vez determinada eu los diagramas la secciôn 
peligrosa 1 —1 situada a la izquierda del punto de aplicadôn de la fuerza P%%

se halla en ésta el punto peligroso, construyendo 
/  y  con este fin los diagramas de las tensiones de todos

" los factores de fuerza (fig. 220, a, b, c, d, e9 f ) :

Z' rxz(Qx); ryz(Qy); r(A/tor).

Denotemos por rm<T (A/tof) el mâximo del dia- 
grama de t ( M tor) para el lado largo del contomo.

- La ordenada mâxima del diagrama de T(A/tor) para 
el lado corto la denotemos por *mix(M tor). Estas ten
siones pueden calcularse de acuerdo con las fôrmulas 
conocidas de torsiôn de las barras de secciôn 
rectangular (véase el §47):

y  is o
1 s  '

\\a? >

a

Tmàx(^tor) — T L  “  T N  “
M u
<xhb2

corto (puntos 
tendremos :

En el caso dado las <rmàx debidas a la flexiôn no 
coinciden con las rmix debidas a la torsiôn, por 
eso para determinar el punto mâs peligroso se 
tiene que examinar la combinaciôn de las tensiones 
en varios puntos. Ordinariamente, basta con très 
puntos: uno de los angulares (A o C) y los puntos
en el centro del lado largo (puntos L  o N) y 

del rectângulo. Asf, para los puntos C, L, K

*L =

M*
—  +  —  <  H; (11.44)
" *  Wy
M tot 3 Qx . (11.45)
<xhb2 2 bh

* M i0T
y  .. • ±

2 _Q y_ (11.46)
ahb2 2 bht K  = a nu- z. on

Por régla general, las tensiones tangenciales debidas a las fuerzas cortantes 
Qx y Qy son pequefias y se puede prescindir de ellas.

Las tensiones équivalentes en los puntos L  y K  de acuerdo con la IV teorfa 
de resistencia y la teoria de Coulomb-Mohr son iguales a : 
en el punto L

7eq  IV -VIST +  3
(MtorVlato* J<  b ! ;

7eq M
1 — m M x 1 + m

~ ~  +  — r—
W,

(11.47)

<  [o-]; (11.48)
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en el punto K

Fig. 220

Asi pues, el punto mas peligroso se détermina solamente como resultado 
del câlculo de las tensiones équivalentes en todos los très puntos (C, L y K) 
mediante las formulas (11.44), (11.47)—(11.50). En cada caso concreto la posiciôn 
del punto mâs peligroso dépende de la relaciôn de los momentos M Xf M y y A/for.

Caso general de acciôn de las fuerzas sobre la vigueta. Si en la secciôn de 
la barra actüan la fuerza axial N z, los momentos flectores en los pianos princi
pales M x y My, al igual que el momento torsional M tor, la condiciôn de resis- 
tencia, por ejemplo, segün la IV teoria de resistencia en el punto K  (fig. 220, a) 
serâ

Tc q  IV <  H ;

por analogfa, en el punto L

(11.51)

(11.52)



Capftulo 12

TEOREMAS GENERALES SOBRE SISTEMÀS ELÀSTICOS. 
MÉTODOS GENERALES DE DETERMINACIÔN 
DE LOS DESPLAZAMIENTOS

§ 64. Fuerzas y desplazamientos generalizados

Las cargas exteriores que se encuentran en los problemas de resistencia de 
materiales y mecânica de construcciôn son muy variadas y representan, general- 
mente, un grupo de fuerzas. El trabajo de un grupo de fuerzas constantes puede 
representarse en forma de producto de dos magnitudes

A =  PAP, (12.1)

donde el factor P dépende solamente de las fuerzas del grupo y se llama fuerz) 
generalizada, y AP dépende de los desplazamientos y se llama desplazamiento 
generalizado.

De este modo, por la fuerza generalizada se entenderâ cualquier carga (fuerzas 
concentradas, momentos concentrados, cargas distribuidas) que es capaz de 
realizar trabajo en el desplazamiento generalizado correspondiente.

Asf, al examinar el trabajo de un sistema de fuerzas actuando sobre la barra 
(fig. 221), tendremos

A = PA, -  PA 2  =  P(A1  -  A2) = PAPy

siendo P  la fuerza generalizada; AP =  A, — A2  =  Alt el desplazamiento gene
ralizado.

Fig. 221 Fig. 222

El trabajo del sistema de fuerzas (fig. 222)
A — P* AA, +  P • BB1 =* P(OA +  OB) dQ = P adO  = M  dO.

Aqui el momento M = Pa  no es sino la fuerza generalizada, y el ângulo de
giro d0, el desplazamiento generalizado correspondiente.

Para el sistema de fuerzas (fig. 223) el momento M  
es la fuerza generalizada, y el cambio del ângulo a 
entre los elementos AB  y CD, el desplazamiento ge
neralizado, es decir,

Ap — dOx 4" d0 2.

Se acostumbra denotar los desplazamientos gene- 
ralizados (tanto lineales como angulares) por las letras 
A y S con dobfe indice correspondiente. El primero



sefiala el punto y la direcciôn del desplazamiento, mientras que el se- 
gundo, el factor de fuerza que provocô ese desplazamiento. Por ejemplo, APP 
significa el desplazamiento del punto de aplicaciôn de la fuerza P  en la direcciôn 
de su acciôn provocado por la misma fuerza P  (fig. 224, a); A m m , el desplaza
miento del punto de aplicaciôn del momento M  en la direcciôn de acciôn del 
momento provocado por ese momento (fig. 224, b).

Para designar el desplazamiento total provocado por varios factores de 
fuerza, se conserva solamente el primer indice de A. Asf, la flécha total y el 
ângulo de giro del extremo de la viga (fig. 225) se expresan, respectivamente, 
mediante las siguientes fôrmulas:

Los desplazamientos originados por la fuerza unitaria (P =  1) o çl momento 
unitario (M  =  1) se denotan, ordinariamente, por la letra S y se llaman despla
zamiento unitario. Si la fuerza unitaria P =  1 originô el desplazamiento SP, enfon
ces el desplazamiento total AP originado por la fuerza P  sera

Si los factores de fuerza que actüan sobre el sistema se denotan correspon- 
dientemente por X l 9  X2, X 8, etc. (fig. 226), los desplazamientos por la direcciôn 
de cada uno de ellos pueden expresarse mediante las siguientes fôrmulas:

a

Fig. 224 Fig. 225

(12.2)

AP = Pôp.

De aqui se desprende la dimensiôn del desplazamiento unitario: 

dimensiôn del desplazamiento generalizado[d ] --------------------------------------------------------------- .
dimensiôn de la fuerza generalizada

(12.4)

(12.3)

A\ =  AlP +  XiSn +  X 2 ô1 2  +  -^3̂ 13» 

A2  — A2P -f* Xiâ2i -f- X 2 S2 2  +  ^3^23» 

A 3  = A3P -f- XiS3 1  +  X 2 S3 2  +  ^ 3̂ 33,

(12.5)

— An ; X 2 S1 2  ~  A12;

W m l  =  Ami*
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Es posible determinar la dimension de los deplazamientos Sml multiplicando 
la ültima igualdad por Xm. La expresiôn XmXiSmi =  XmAml tiene la dimensiôn 
del trabajo (kgf cm), de donde hallamos

[ < . i i - - t g f c m -
*  t r „ ]  m

Por ejemplo, en la fôrmula (12.5) la dimensiôn de
ts i kgf-cm kgf cm 1

131 ”  [Xx] IXZ\ =  kgf-kgf cm =  k ÿ *

Fig. 226

§ 65. Trabajo de las fuerzas exteriores
Del examen del cuadro de deformaciôn del elemento elâstico (fig. 227, a) 

dentro de los limites de la ley de Hooke, representado en las siguientes coorde- 
nadas: fuerza generalizada P  — desplazamiento generalizado A (fig. 227, ô), 
se desprende que el incremento de la fuerza dP origina un desplazamiento infini- 
tamente pequeno dA. En este caso el trabajo de las fuerzas exteriores, si se prescin- 
de de las magnitudes infînitamente pequefias de segundo orden, es igual a 

dA =  (P +  dP) dA «  PdA.

Fig. 227

El trabajo total realizado por la fuerza generalizada P aplicada estâticamente 
que provocô el desplazamiento generalizado A =  PSpp, se expresa mediante 
la fôrmula

P  P

A  =  ^ P d A  =  ^  P d (P ô p p ) =  ^ P S Pp d P =  — —  5
J O  0
ôppP2 __ A*_ _  PA 

2  2<5pp 2
(12.6)
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Asf pues, el trabajo real durante la acciôn estâtica de la fuerza generalizada sobre 
el sistema elâstico es igual à la mitad del producto del valor definitivo de la fuerza 
por el valor definitivo del desplazamiento correspondiente.

Cuando el sistema elâstico se somete a la acciôn de varias fuerzas generali- 
zadas Pv  P a, . . . ,  Pi (fig. 228), el trabajo de deformaciôn es igual a la semisuma

de los productos de valores definitivos de las fuerzas generalizadas por los despla- 
zamientos generalizados totales definitivos correspondientes

A =  - j -  Y i p iAi (12.7)

y no dépende del orden de solicitadôn del sistema.

§ 66. Trabajo de las fuerzas interiores

Durante la deformaciôn elâstica en los elementos del cuerpo deformado 
se desarrollan fuerzas interiores llamadas fuerzas de resistencia elâstica (fig. 229) 
Esas fuerzas también realizan trabajo. Puesto que las direcciones de las fuerzas

m \mi

Fig. 229

elâsticas (mostradas con lineas de trazos) son contrarias a los desplazamientos 
(en los cuales éstas realizan trabajo) originados por las fuerzas exteriores (mostra
das con lineas llenas), el trabajo de las fuerzas interiores siempre es negativo.

El trabajo de las fuerzas interiores N, Q y M, que surgen en un elemento 
de la barra de longitud ds (fig. 229), realizado por la fuerza axial N  en el despla
zamiento

N d s
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por el momento M  en el desplazamiento

dO =
M d s
EJ

y por la fuerza cortante Q en el desplazamiento

y d s  — k
Q d s  
~GF 9

puede expresarse mediante la siguiente fôrmula:
M 2ds N 2ds  ̂ Q2ds

2EJ 2EF ~  IGF

(12-8)

(12.9)

Integrando (12.9) dentro de los limites de cada barra y sumando los resultados 
por todas las barras del sistema, obtendremos la fôrmula para ei trabajo de las 
fuerzas interiores en el caso de flexion plana:

_  f  M 2ds f  N 2ds f  Q2ds

0 0 0 

Conviene hacer notar que la expresiôn (12.8) se obtuvo de la condiciôn

donde
f l  f  t 9ds

dWQ = - \ — ry dsdF =  -  ^ —

&ds [J?LdF= _
IGJ'x 3 b3

Q3ds 
’ IGF

, F  f  Sx dF
^ y — J b * 68 6 coeficiente que dépende de la forma de la secciôn.

En particular, para una secciôn rectangular b X h se tiene

bh3  bh3

F = bk> J* = - w >  5* = t

h \ 2

32
para una secciôn circular, k  =  ; para perfiles laminados aproximadamente,

F
£ = ----- f siendo Fp =  el ârea del aima; F, el drea total de la secciôn.
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Q
T =  ------  t

F

P ara  el deslizam icnto puro , cuando

1 f  1 f Qyds Q2ds
dWQ = -  —  y Y d s d F = -  —  i F y d s =  ----------------------------------------— •

F
En el caso de que en la barra actüa el momento torsional M tor haciendo 

girar el tramo elemental de la barra un ângulo

donde GJX es la rigidez de la secciôn transversal de la barra a la torsiôn, el trabajo 
elemental de las fuerzas interiores a cuenta de ia torsiôn es igual a

dW w  =  -  M i0 ,d<p = M\ptds 9

2GJt

y el trabajo total de las fuerzas interiores en la barra de Iongitud / serâ

S T ^ T '  0210
En el caso general (fig. 230), cuando en la secciôn de la barra actüan todos 

los seis factores de fuerza (N, Qx, Qy, M x, My, M z =  Aftor), el trabajo de las

fuerzas interiores (fuerzas de elasticidad) se determinarâ de acuerdo con la siguiente 
fôrmula:

W  = M x d s  f  M y d s  f  M to i d s  
2 E J X J 2 E J y  J 2G J K

S S

N*ds f ,  Q ids  f  , Q 2y d s

2EF J * 2GF J y 2GF
( 12.12)

S S  s

La fôrmula (12.12) es vâlida también para las barras de curvatura pequefia.
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§ 67. Aplfcadôn del principio de desplazamientos 
posibles a los sistemas elâsdcos

El principio de desplazamientos posibles, con arreglo a los sistemas elâsticos, 
puede formularse asi: si el sistema se halla en equilibrio bajo la acciôn de la 
cargo aplicada, la suma de los trabajos de las fuerzas exteriores e interiores en 
los desplazamientos infinitamente pequenos posibles de los puntos del sistema es 
igual a cero

S  Pi *im +  Wim =  0, (12.13)

dondePj son las fuerzas exteriores; A i m 9  los desplazamientos posibles de los puntos 
de aplicaciôn deesas fuerzas; ^P iA im, el trabajo de las fuerzas exteriores; W i m 9  

el trabajo de las fuerzas interiores.
En el proceso de realizaciôn por el sistema del desplazamiento posible, la 

magnitud y la direcciôn de las fuerzas exteriores e interiores siguen invariables. 
Por eso, al calcular los trabajos, se debe tomar no la mitad, sino la magnitud 
total del producto de las fuerzas y los desplazamientos correspondientes.

Tomando en consideraciôri la pequefiez de las deformaciones y su dependencia 
lineal de las cargas, pueden tomarse en calidad de desplazamientos posibles los 
desplazamientos elàsticos originados por cualquier tipo de cargo y  pasados sin 
infringir los vinculos. El trabajo de las fuerzas exteriores e interiores en los despla
zamientos posibles se llama trabajo posible o Virtual.

Analicemos dos estados de un sistema piano que se halla en equilibrio, 
a saber: el estado a, cuando el sistema se déforma por lafuerza generalizada Pa 
(fig. 231, a) y el estado b del sistema deformado por la fuerza P b (fig. 231, b).

Los desplazamientos del estado b pueden considerarse como posibles para 
el estado a , y al rêvés, los desplazamientos del estado a son posibles para el 
estado b.

h

Fig. 231

Por eso el trabajo Aab de las fuerzas del estado a en los desplazamientos 
del estado b, y el trabajo Aba del estado b en los desplazamientos del estado a 
son iguales, respectivamente, a

(12.14)
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El trabajo de las fuerzas interiores del estado a (fig. 232, a, lineas de trazos) 
en los desplazamientos originados por la carga del estado b (fig. 232, a, b) puede

a b
Fig. 232

hallarse al examinar el trabajo de las fuerzas interiores durante la deformaciôn 
de un elemento de la barra de longitud ds (fig. 233).

A continuaciôn se da el esquema para determinar el trabajo de las fuerzas 
interiores.

Esfuerzo exterior 
que actüa sobre 

el elemento 
(fig. 232, b)

Deformaciôn 
del elemento 

(fig. 233)

Trabajo de la fuerza 
interior del estado a 

en los desplazamien
tos del estado b

Trabajo de la fuerza 
interior del estado a 
en el sistema de barras

-  Na{A ds)b =

Nb
Nb ds
Ep

NaNb ds 
EF

v  ( N aNb ds 
3  EF

— Qa(yds)b =

Qb * II

s
î k QoQbds 

GF
QaQb^s

G F

-  Ma idQ)b =
S

Mb
Mbds

w » -  a
MaMbds 

~  EJ
r  Àdo^Jb ds

~  ^  J EJ
s
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Asf pues, el valor total del trabajo posible de las fuerzas interiores del sistema 
de barras serâ

f M aMi,ds ^  f NGNb ds ^  f ,
w*-~  S ) —s — s j —£?--Ey

QaQbds
GF

(12.16)

Sustituyendo (12.14) y (12.16) en (12.13), obtendremos la expresiôn general 
del principio de posibles desplazamientos para un sistema de barras elâstico piano

S  ' v u  -  [ S  $
M aMb ds

+ v 1 f  NaNb ds ^  f  i Qb j  1 A£ ) - w- + £ j*-ôf *J-°-EJ  " J  EF ** y  GF

(12.17)
Si en calidad de desplazamientos posibles se toman los desplazamientos 

reales Aa originados por la carga dada Pa, la expresiôn (12.17) tendrâ el siguiente 
aspecto:

o bien
(12.18)

T ï « 4 [ s j * +Ï j t +

De tal manera 

docde
A -f W =  0,

* = ~y S P°A°

(12.19)

( 12.20)

( 12.21)

représenta el trabajo real de las fuerzas exteriores en el proceso de la deformaciôn 
estâtica, y

S St ?- *■ S
no es sino el trabajo de las fuerzas interiores en el proceso de la deformaciôn estâ
tica.

De la ecuaciôn (12.20) se desprende que los valores reales del trabajo de las 
fuerzas exteriores e interiores son iguales por la magnitud y contrarios por el 
signo.

§ 68. Teoremas de reciprocidad de los trabajos 
y los desplazamientos

Veamos un sistema elâstico en dos estados, el 1 (fig. 234, a) y el 2 (fig. 234, b). 
A base del principio de desplazamientos posibles hallamos para el primer estado

r f  M xMzds 
[ j  EJ A

N xN2ds
EF

3

(12.23)
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+  ^  +  O U *
J J  J

Puesto que las expresiones para los trabajos de las fuerzas interiores en ambas 
fôrmulas son iguales, hallamos de (12.23) y (12.24) la igualdad

a  P2 *A21. (12.25)

La fôrmula (12.25) expresa el teorema de reciprocidad de los trabajos (teorema de 
Betti) que reza: el trabajo posible de las fuerzas exteriores (o interiores) del estado

para el segundo estado

1  en los desplazamientos del estado 2  es igual al trabajo posible de las fuerzas 
exteriores (o interiores) del estado 2  en los desplazamientos del estado 1 .

En el caso particular, cuando P x =  1 ; P 2 = 1  (fig. 235), obtendremos a base 
de (12.15) la relaciôn

Sn  =  S2 1  (12.26)

que expresa el teorema de reciprocidad de los desplazamientos (teorema de Max
well): el desplazamiento del punto de aplicaciàn de la primera fuerza unit aria por 
su direcciân debido a la acciôn de la segunda fucrza unitaria es igual al despla
zamiento del punto de aplicaciàn de la segunda fuerza unitaria por su direcciân 
dçbido a la acciôn de la primera fuerza unitaria.

g 69. Fôrmulas generales para determinar 
los desplazamientos. Procedfmiento de Mohr

Es fâcil obtener fôrmulas generales para determinar los desplazamientos 
valiéndose del principio de desplazamientos posibles, si en calidad de estado 
auxiliar se toma el sistema cargado en el punto» cuyo desplazamiento nos interesa, 
por la fuerza generalizada correspondiente X% =  1 que debe realizar el trabajo 
en el desplazamiento posible, como lo es el desplazamiento AiP, que nos interesa 
a  nosotros, bajo la acciôn de las fuerzas exteriores.

Denotando los esfuerzos originados por el sistema de fuerzas exteriores 2  P 
(fig. 236, à) por h îP, N P, QP, y los esfuerzos originados por la fuerza unitaria 
Xi =  1 (fig. 236, b), por M if Ni, Q\, se puede escribir el principio de desplaza-
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mientos posibles para el estado auxiliar (tomando el desplazamiento real en 
calidad del posible) en la forma siguiente:

1- ^ =  S  +  (,2.27)
S S S

Fig. 236

Es évidente que en el caso mâs general, siendo présentes todas las seis compo- 
nentes de las fuerzas interiores, la formula (12.27) puede escribirse asi :

= y» f  T M[ Mp  , M f M p  m }otM p r
"  J [ E JX +  ‘  EJy +  GJ

+ Qf Qp
GF

Q ± 9 l
GF+ +

Ni Np 
EF

j ds. (12.28)

La formula (12.28) es la mâs general y puede aplicarse también para el câlculo 
de barras de pequena curvatura. La determinaciôn de los desplazamientos segün 
las formulas (12.27) y (12.28) se llama procedimiento de Mohr o método de 
multiplication de los diagramas.

En la mayoria de los casos en la fôrmula (12.27), durante la determinaciôn 
de los desplazamientos en vigas, pôrticos y arcos segün el método de Mohr, 
se puede prescindir de la influencia de las deformaciones longitudinales y el 
deslizamiento, tomando en consideraciôn tan sôlo los desplazamientos originados 
por la flexiôn. Entonces la fôrmula (12.27) para el sistema piano puede escribirse 
de la siguiente manera:

Ai r -  £  $ . (12.29)

Para la solicitaciôn estérea la fôrmula de Mohr adquiere el aspecto

Ai? —

Durante el câlculo de vigas de celosia articuladas formadas de,barras rectas, 
en la fôrmula de Mohr se conserva el término que contiene solamente la fuerza 
longitudinal

La fôrmula (12.31) se denomina fôrmula de Maxwell.
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El orden de determinaciôn de los desplazamientos segün el procedimiento 
de Mohr.

1. Se construye el sistema auxiliar y se le aplica la carga unitaria en el 
punto en que se necesita determinar el desplazamiento. Al determinar desplaza
mientos lineales en la direcciôn dada se aplica la fuerza unitaria, al determinar 
desplazamientos angulares, el momento unitario.

2. Para cada tramo del sistema se escriben las expresiones de los factores 
de fuerza en la secciôn arbitraria del sistema dado (MP, N p 9 QF) y auxiliar
(Mit N h Qù-

3. Se calculan por todos los tramos del sistema las intégrales de Mohr. 
Durante el câlculo de vigas, pôrticos y arcos pianos se hace uso de la fôrmula 
(12.29), durante el câlculo de vigas de celosia, de la fôrmula (12.31).

4. Si el desplazamiento calculado tiene el signo positivo, esto quiere decir 
que su direcciôn coincide con la de la fuerza unitaria. El signo negativo senala 
que el desplazamiento real es contrario a la direcciôn de la fuerza unitaria.

En la tabla 22 se dan las expresiones de la intégral de Mohr para los casos 
mâs difundidos de combinacïôn de los diagramas de A/; y M P durante la flexion.

§ 70. Desplazamientos originados por el cambio de temperatura

Supongamos que el elemento ds de una barra cstâ calentado por abajo 
hasta una temperatura t l 9  y por arriba, hasta /s (fig. 237, a , b ) t y ademâs, que 
por la longitud de la secciôn la temperatura cambia segün una ley lineal. Entonces 
los alargamientos de las fibras superiores e inferiores del elemento encuestiôn son

A^(ds) =  <xtsds; 1 
Ax(ds) =  at{ds, J

(12.32)

siendo a el coeficiente de dilataciôn térmica lineal.

Fig. 237

El alargamiento por el eje del elemento calentado no uniformemente y 
el ângulo de giro-reciproco de sus secciones extremas de altura h son iguales a

,  A J  \  -1- 'i f .(A ds)t= a ds\

{dO)t = M d s ) - ^ (d s)= « ± - - ^ d s .  
h h

(12.33)

(12.34)

Para determinar el desplazamiento de cualquier punto K  del sistema en cual- 
quier direcciôn i — /, originado por la diferencia de temperaturas, hallamos
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un sistema auxiliar y lo cargamos con la carga unitaria generalizada correspon- 
diente X\ =  1 (fig. 237, c). Tomando el desplazamiento que nos interesa por el 
posible, escribamos de acuerdo con (12.27) la formula de desplazamientos posibles 
con arreglo al caso examinado:

A ,  =  S  +  E  Ç â ^ * ) , .  02.35)
S S

Tomando en consideraciôn (12.33) y (12.34), obtenemos

* it =  S  — ! *  +  E  J Â?ia (12-36)
/ /

La fôrmula (12.36) es utilizable también para el câlculo de viguetas de pequena 
curvatura.

En las vigas de celosfa donde actüan solamente esfuerzos longitudinales, 
los desplazamientos térmicos se determinan mediante la fôrmula

Ait =  E  * latl> (12-37)

donde t = *1+  h  
2

es la temperatura por el eje de la barra.

§ 71. Çélculo de la integra] de Mohr por 
el procêdimiento de Vereschaguin

Résulté que era mâs cômodo determinar la intégral de Mohr ^ MjA/p

para el caso en que el diagrama de la carga dada tiene una configuration arbi- 
traria, y de la unitaria, rectilinea (fig. 238), mediante el método grâfo-analitico 
ofrecido por A. N. Vereschaguin.

Aceptemos las siguientes denotaciones: Q es el ârea del diagrama de Afp 
debido a la carga exterior; C, el centro de gravedad del diagrama; Àfc , la 
ordenada del diagrama debido a la carga unitaria debajo del centro de gravedad 
del diagrama de Afp.

Es obvio que
M p dz =  dQ 

(diferencial del ârea del diagrama);

A/f =  z  tg a;

^MjAfp dz =  tg a ^ zdQ; 
l I

^zdQ  = zcQ ; t g a z c =  M c \
!

^A/,A/p dz =  QM C- 
l
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La fôrmula general de desplazamientos para los sistemas que constan de 
elementos rectangulares

a r 1 f  M{Mpdz
AlP=  Ë T "  

!
se escribirâ asf:

AlP =  S  • 02.38)

Esta es la fôrmula de Vereschaguin. El câlculo segun esta fôrmula se realiza por 
tramos, en cada uno de los cuales el diagrama rectangular debe ser sin inflexio- 
nes (fig. 239).

En los casos de que ambos diagramas (M{ y M P) son rectilfneos, se puede 
multiplicar el ârea de uno de ellos por la ordenada del otro situada bajo el 
centro de gravedad del primero. El diagrama compuesto de M P puede ser dividido 
en figuras simples (fig. 240), para cada una de las cuales es fâcil determinar la 
coordenada del centro de gravedad. El ârea de cada figura se multiplica por la 
ordenada del diagrama unitario bajo su centro de gravedad denotada por % 
(en vez de MCk)• En este caso la fôrmula de Vereschaguin serâ

dtp
k S

Qk->Ik
EJ

(12.39)

En la tabla 23 se dan las âreas y las coordenadas de los centros de gravedad 
de algunas figuras elementales.

Si se toma en consideraciôn la torsiôn, la rigidez a la torsiôn GJ{ ha de 
formar parte del término correspondiente de la fôrmula general (12.38). Si los 
diagramas de Mp y M\ son contrarios de signo, el resultado de su multiplicaciôn 
tiene el signo «menos».

La fôrmula general de Vereschaguin es aplicable también para el câlculo 
de barras de secciôn variada. En este caso la intégral de Mohr se escribe as(:

/ /

donde J(z) es el momento de inercia de ârea de una secciôn arbitraria; J0, el 
momento de inercia de una secciôn determinada (caracteristica).
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Llamemos la magnitud

momento flector reducido en la secciân corriente. Ahora la intégral de Mohr puede 
escribirse en la siguiente forma:

a  _ f M iM rctj j

y la fôrmula de Vereschaguin:

A „ -  £

siendo Qrcd el ârea del diagrama de Afred; A/c , la ordenada del diagrama unitario 
bajo el centro de gravedad del diagrama reducido.

§ 72. Energia potencial de la deformaciôn

De acuerdo con el principio de conservaciôn de la energia el trabajo de las 
fucrzas exteriores al deformar un sistema elâstico no desaparece, sino se transforma 
en la energia potencial de la deformaciôn que puede revelarse en forma de trabajo 
realizado por las fuerzas interiores durante la descarga. A si, durante la descarga 
parcial (fig. 241) la viga, enderezândose un poco y levantando la parte restante 
de la carga, realiza cierto trabajo.

Prescindiendo, durante la solicitaciôn estât ica, de la energia cinética, al 
igual que de las pérdidas de energia para el rozamiento intemo, cambio de tempe- 
ratura, fenômenos magnéticos y eléctricos que tienen lugar durante la deformaciôn, 
puede afirmarse que la disminuciôn de la energia potencial de la carga es igual 
al cambio de la energia potencial de la deformaciôn acumulada por la estructura 
elâstica, es decir,

£ /=  UPi

siendo U el incremento de la energia potencial de la deformaciôn; UP, la disminu
ciôn de la energia potencial de la carga.

Fig. 241

La disminuciôn de la energia potencial de la carga es igual numéricamente 
al trabajo real de las fuerzas exteriores al cargar el cuerpo. Por lo tanto, la energia 
potencial de la deformaciôn es igual numéricamente al trabajo de las fuerzas 
exteriores al cargar el sistema o al trabajo de las fuerzas interiores realizado
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durante el proceso de descarga. La energfa potencial de la deformaciôn en el caso 
general puede determinarse de acuerdo con (12.12) mediante la fôrmula

U = A = J_C Mx ds
+  T -$

5

M y d s
2 J

S
EJX EJy

+ 4 - $
N*ds

EF +  ~ T  S
k x Q U s

GF
1

+ ~ T

+ -HJlffor ds
— g î t

+

k  Qyds 
I y GF

(12.41)

Puesto que la energfa potencial de la deformaciôn es funciôn cuadrâtica de 
las fuerzas generalizadas (o desplazamientos generalizados), ésta siempre es 
positiva.

S 73. Teorema de Castlgllano. Teorema de Lagrange

Veamos un sistema elâstico (fig. 242) solicitado estâticamente por una 
carga arbitraria Q y cierta fuerza generalizada P. El desplazamiento del punto 
de aplicaciôn de la fuerza P por su direcciôn y debido a su acciôn sera APPt 
y el desplazamiento del mismo punto bajo la acciôn de las fuerzas Q serâ A P q .  
La energfa potencial del sistema elâstico, siendo el desplazamiento del punto 
en cuestiôn total e igual a AP = APP +  APQt se expresarâ mediante la fôrmula

U =  PAPP +  PApq 4" Uqq»

siendo Uqq la energfa acumulada debido a la deformaciôn del sistema solamente 
por las fuerzas Q y numéricamente igual al trabajo de las fuerzas Q en los despla- 
zamientos originados por éstas.

Q
/ ' '-------- \

Como APP =  PSPPt la fôrmula anterior puede escribirse asf: 

U =  —-  P 2 Spp +  PAPQ +  U q q .

Diferenciando esta expresiôn respecto a la fuerza P, hallamos
dU
~dP

=  Pôpp +  A P q  — APP +  A P q  = AP.

Asf pues,

AP
OU 
dP ‘

(12.42)

(12.43)
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El desplazamiento del punto de aplicaciôn de la fuerza generalizada en direcciôn 
a su acciôn es igual a la derivada parcial de la energia potencial respecto a esta 
fuerza. Esta es la esencia del teorema de Castigliano.

Conviene hacer notar que la segunda derivada de la energfa potencial respecto 
a la fuerza (generalizada) de acuerdo con la formula (12.42) es igual a

d2U ddP
-------------- =  --------------- =  Ô  p p ,
d F 2 d P

(12.44)

y tiene esencialmente la magnitud positiva.
Para el sistema de barras piano la fôrmula (12.41) toma el aspecto:

U
f  M 2 {s)ds f  N 2 (s) ds C Q2 (s)ds ^
J 2 EJ +  J 2 EF  +  J k  IGF

S S  S

(12.45)

donde M(s), N(s), Q(s) son los esfuerzos en la secciôn de la barra.
Utilizando la régla de diferenciaciôn respecto al parimetro, hallamos

dU f  M(s)ds dM(s) f  N(s)ds dN(s) ,
A p ~ ~ d F  ~  J EJ dP~  +  J EF ’ dP +

5 S

. f ,  s q w
+ y — i ï — 5 r

(12.46)

o bien, despreciando la influencia de las fuerzas axiales y transversales sobre las 
magnitudes de los desplazamientos, tendremos

s

M(s)ds
EJ

dM(s)
dP

(12.47)

Si al determinar los desplazamientos del punto las condiciones del problema 
no prevén fuerza generalizada, ésta se introduce como fîcticia. La expresiôn com- 
puesta para la energfa potencial de la deformaciôn se somete a la diferenciaciôn 
respecto a esa fuerza, igualândola después a cero.

Si se représenta la energfa potencial de la deformaciôn como una funciôn 
cuadrâtica de los desplazamientos independientes Av  A2, . . .» An, résulta que la 
derivada parcial de la energfa potencial respecto a cualquier desplazamiento es 
igual a la fuerza que actüa en direcciôn del desplazamiento, es decir,

dU
dAt =  Pi- (12.48)

En esto consiste el teorema de Lagrange.

§ 74. Teorema sobre el mfnimo de la energia potencial

Sustituyamos en el sistema hiperestâtico (fig. 243, a) los vfnculos superfluos 
por las reacciones correspondientes Xl 9 X 2 9 X z. . .  (fig. 243, ô), consideràndolas 
como cargas exteriores independientes unas de otras, y calculemos mediante el 
método de Castigliano los desplazamientos correspondientes A l 9  A2, As, . . .
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Sabiendo de antemano que dichos desplazamientos son iguales a cero, tene- 
mos derecho a escribir

A
dU
~bx[

donde U =  U(Xl 9 X2, X Zt. . . , P )  es la energfa potencial total de la deformaciôn 
del sistema.

Es fâcil convencerse de que las igualdades
d û
dXx

(12.49)

Fig. 243

expresan las condicidnes del extremo de la funciôn U. No es diffcil ver que ese 
extremo es el minimo. En prueba de esto sirve el signo positivo de las segundas 
derivadas, las cuales segun (12.44) expresan los desplazamientos Sn 9  . .
que son magnitudes esencialmente positivas:

d*U _  s d2U d W
dxï ~ 11 : dxl -  <5” : dxi '  *"•

En definitiva, en los sistemas hiperestâtIcos los esfuerzos incôgnitos superfluos 
toman taies valores que la energia potencial de la deformaciôn tenga el valor minimo 
(teorema de Menabrea). Estâ conocido también como teorema de trabajo minimo% 
porque en vez de la energfa potencial se puede hablar del trabajo de las fuerzas 
exteriores numéricamente igual a ésta. De ello se desprende que al afiadir al 
sistema elàstico algunos vfnculos, la energfa potencial del sistema siempre 
disminuye.
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Areas y coordenadas de los cenfros de gravedad 
de algunas figuras elementales

Tabla 23

Diagrama de Af
Area
n

Coordenadas del centro de gravedad

zc

31
l ’*<

1 *

* c ________ l - ic

A \î?lTfTTr>^
2 c n -, h z <> » 

1

Parâbola cûbica

_______  hZi
I

Mitad delaparâbolacuadrâtica

T «e:

_r ZC
1

_ lm*c

Ih

(//i +  h2)
l

ÜL
2

ÜL
3

JL
4

—  Ih 
3

I '

K + 2 ht
3 (ht +  A*)

!

a + l

± 1
4

T'

T'

± i
3

2 hi
3 (hi+  /rg) /

b +  l

-1 /
4

- L /
5

3
—  / 
8
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Continuaciôn de la tabla 23

Coordenadas del ceatro de graveded

Diagrama de M Area
Q 2C l - z C

Parâbola cuadrâtica

J f lK

Parâbola cuadrâtica

gojt

l-Zc
/

1
2

6a2/ +  8 q/a +  3/3 
3a2/ -h 3a/8 +  /3 ’

+  3a(a +  /)] / -
_/_ 6a2/ +  4a/2 +  /3
4 ’ 3aV +  3a/2 +  /3 *



Capftulo 13

SISTEMAS HIPERESTÂTICOS

§ 75. Etapas principales del câlculo de sistemas hiperestàticos
Se llaman hiperestàticos los sistemas, en cuyos elementos los factores de 

fuerza no pueden hallarse sôlo a partir de las condiciones de equilibrio dcl 
sôlido. Taies sistemas poseen màs vmculos que se necesita para el equilibrio. Asi 
pues, una parte de los vfnculos, en este sentido, aparece como si fuera superflua, 
y los esfuerzos correspondientes son incôgnitos superfluos. Por el numéro de 
los vinculos o los esfuerzos incôgnitos superfluos se détermina el grado de hiper
estaticidad.

En la fig. 244, a se da un sistema isostâtico, en la fig. 244, ô, con un grado 
de hiperestaticidad. En la fig. 245, a se muestra una viga de doble grado de

fl h
Fig. 244

hiperestaticidad obtenida del sistema isostâtico (245, b) imponiendo dos apoyos 
articulados en los puntos B  y C. En la figura 246 puede verse un pôrtico piano 
de dos grados de hiperestaticidad.

Ma '  Û

,Pa i1 j Ma
Js  m m  1

777fiL J.
- g - f ï ï f l M

Fig. 245

La indeterminaciôn estâtica puede ser resultado 
no sôlo de la introducciôn de vfnculos complemen- 
tarios, sino también la condiciôn de formaciôn del 
sistema. De ejemplo puede servir el pôrtico (fig. 247,a), 
en que las reacciones de apoyos RA, HÂ, RB se 
determinan fâcilmente de las condiciones de equili
brio, pero éstas no permiten hallar todos los factores 
de fuerza en sus elementos. Seccionando el pôrtico 
en dos partes y examinando el equilibrio de una de 
ellas (fig. 247, ô), determinamos que éste représenta 
un sistema con el grado de indeterminaciôn estâtica
igual a seis, porque cada contorno cerrado (sin articulaciones) tiene el grado 
de indeterminaciôn estâtica igual a très.
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La introduction de la articulaciôn en el eje de la barra (fig. 248, a) (articu
lation unitaria) reduce a cero el momento flector en esa secciôn y, por consi- 
guiente, disminuye el grado de indeterminaciôn estâtica en una unidad. La arti
culaciôn incluida en el nudo (articulaciôn general) donde se cruzan n barras

r, ,

%

Ht

Hz

Hj

b

(véase, por ejemplo, la fig. 248, b, c) disminuye el grado de hiperestaticidad 
en n — 1, porque sustituye igual nümero de articulaciones unitarias (fig. 248, d). 
El grado de hiperestaticidad de sistemas pianos (s) puede determinarse mediante 
la fôrmula

s =  3c — a, (13.1)

siendo c el nümero de contornos cerrados; a , el nümero de articulaciones con- 
tadas como unitarias. La base (tierra) se considéra como barra de rigidez infinita 
(EJ =  oo).

Durante el câlculo de sistemas hiperestâticos se puede tomar en calidad de 
incôgnitas tanto las fuerzas o los factores de fuerza como los desplazamientos 
o los factores de deformation. En el primer caso se tiene el llamado mètodo de 
fuerzas, en el segundô, el mètodo de desplazamientos.

El câlculo por el mètodo de fuerzas se efectüa en la siguiente secuencia:
1. Se détermina el grado de indeterminaciôn estâtica.
2. Eliminando los vfnculos superfluos, se sustituye el sistema inicial por el 

estâticamente determinado llamado sistema bâsico. Se puede construir unos 
cuantos de taies sistemas, conservando la condiciôn de su invariancia geométrica.

3. El sistema bâsico se carga con fuerzas exteriores dadas y esfuerzos incôg. 
nitos superfluos que sustituyen la acciôn de los vinculos eliminados obteniéndose, 
en consecuencia, un sistema équivalente.
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4. Para asegurar la equivalencia de los sistemas inicial y bâsico los esfuerzos 
incôgnitos tien en que elegirse de tal manera que las deformaciones del sistema 
bâsico no difîeran de las deformaciones del sistema inicial hiperestâtico. Con este 
fin se igualan a cero los desplazamientos de los puntos de aplicaciôn de las incôg- 
nitas superfluas en direcciôn de su acciôn. De las ecuaciones asi obtenidas se 
determinan los valores de los esfuerzos incôgnitos superfluos. La determinaciôn 
de las traslaciones de los puntos correspondientes puede realizarse mediante 
cualquier método; sin embargo, es mejor utilizar el método mâs general de Mohr 
o el procedimiento de Vereschaguin.

5. Una vez que se han determinado los valores de los esfuerzos incôgnitos 
superfluos, se efectüa la deducciôn de las reacciones y la construcciôn de los 
diagramas de esfuerzos interiores, la elecciôn de las secciones y comprobaciôn 
de la resistencia mediante un método corriente.

Veamos un ejemplo de câlculo de un sistema estâticamente indeterminado 
(fig. 249, a). Tomando la reacciôn del apoyo B  por la incôgnita superflua Xt9 
obtendremos el sistema bâsico en forma de voladizo, y cargândolo con carga 
distribuida q y el esfuerzo X x llegaremos al sistema équivalente (fig. 249,6). 
La ecuaciôn complementaria de los desplazamientos serâ la igualdad a cero de 
la flécha en el punto B:

Ax =  0. (13.2)

La flécha total Ax puede presentarse como la 
exterior (fig. 249, c)

AXP =  —
8 EJ

suma de fléchas de la carga

(13.3)

y de la reacciôn incôgnita X x (fig. 249, d)

An  =
XJ*
JË J

(13.4)

Podemos escribir la ecuaciôn (13.2) en la siguiente forma:

Ax = AiP + An  = 0 (13.5)

Ma&
mnuffîi

l u m t i ï ï

*1

M **=/<?/
<n

Mn  [4(■>

I ? '

ngmnHnin
Ha*0

i \ f a b f

Bx

1!8 T

®

®
d

Fig. 249 Fig. 250
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o bien
ql* X f

— ----- H--------- =  0.
8 EJ 3EJ

De aquf hallamos la reacciôn incôgnita

= 0 3 .0

De la ecuaciôn de la estâtica es fâcil hallar las demâs reacciones y, luego, mediante 
el método corriente construir los diagramas de Q y À/, como se muestra en 
la fig. 250.

En la tabla 24 se dan las fôrmulas de câlculo para determinar las reacciones 
de apoyo, la fuerza cortante Q , el momento flector M  y los desplazamientos 
para los casos principales de solicitaciôn de vigas hiperestâticas de una luz, 
y en la tabla 25, para los casos de dislocaciôn de los apoyos o el calentamiento 
no uniforme de las vigas.

§ 76. Ecuadones canônicas del método de fuerzas

/
2 £
±
a

| £ £

Es cômodo componer las ecuadones complemen- 
tarias de los desplazamientos que expresan la igualdad a 
cero de éstos en direcciôn de las incôgnitas superfluas, 
en la llamada forma canônica, es decir, segün una ley 
bien determinada. Mostrémoslo en un ejemplo de soluciôn 
de un sistema hiperestâtico elemental (fig. 251, a).

Elijamos el voladizo en calidad del sistema bâsico; 
en calidad del sistema équivalente obtendremos un 
voladizo cargado con la fuerza exterior P y la incôgnita 
superflua X x (fig. 251, b). La ecuaciôn complementaria 
de los desplazamientos que expresa la igualdad a cero 
del desplazamiento del punto B debido a la acciôn 
de las fuerzas P y Xl sera

Al =  A(P, Xx) =  0. (13.7)
Escribamos a base del principio de superposiciôn 

de fuerzas
Al = AlP +  A h , (13.-8)

M C, C /

(ff!)
Mr ^

donde AlP es el desplazamiento debido a la carga dada 
P (fig. 251, c); J u , el desplazamiento debido a la fuerza 
X x. Denotando el desplazamiento debido sl X l = 1 en 
direcciôn de ella por Ôn  (fig. 251, e), obtenemos

La ecuaciôn de los desplazamientos (13.8) tendrâ 
el aspecto siguiente:

SnXy  ̂ +  A1P = 0. (13.9)
Esta es la forma canônica de la ecuaciôn de los despla
zamientos para el sistema con un grado de hiperesta- 
ticidad. De la formula (13.9) se tiene

— L
Sn
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Para un sistema que tiene dos vinculos superfluos (fig. 252) las ecuaciones 
canônicas tendrân el siguiente aspecto:

+  ^12-̂ 2 +  AlP =  0; )2̂1̂1 + ̂22*̂2 + d2P = 0. J

Asf, por analogla, pueden escribirse en la forma canônica las ecu&ciones de 
los desplazamientos para cualquier sistema con el grado n de indeterminaciôn 
estâtica

à i \ X \  +  ^ 1 2 -^ 2  +  ^ i 3 ^ a  +  • • • +  à \ n X n  +  ^ i p  =  0 ; 

$21^1 +  2̂2-̂ 2 +  à22X 2 +  • • • +  à2nXn +  A2p =  0j

+  <W*2 +  ^3^3  + +  à/m^n +  4 nP =  0 .

(13.12)

Los desplazamientos AiP y S y  que forman parte de las ecuaciones canônicas 
deben determinarse mediante el método de Mohr o el procedimiento de Verescha- 
guin. En el câlculo de pôrticos y vigas, para los cuales la relaciôn de la altura 
de la barra a su longitud es, como régla, menor que 0,1, en la formula general 
de Mohr se limitan a conservar las intégrales que toman en consideraciôn sola- 
mente los momentos flectores. En este caso al sistema bâsico se le aplicanlas 
cargas unitarias Xx =  1 ,X 2 = 19 . . .  , Xn =  1 al igual que las cargas exteriores, 
y se construyen los diagramas correspondientes de los momentos, como se muestra 
con arreglo al sistema con el grado très de indeterminaciôn estâtica (fig. 253) en

P

A

la fig. 254. Denotemos las ordenadas de los diagramas de los momentos flectores 
debidos a la carga dada P  (estado P) y de cada fuerza unitaria X 1 =  1 (estado 7), 
X2 = l (estado 2), etc. por Mp, M lt M 2, . . . ,  M n, respectivamente. A base de
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(12.29) hallam os

f  M iM pds  
J lP  =  )  E J 3a P

M 2M P ds

Ê T
- ,  . . . ,  n n p -S

M nM P ds
EJ

. (13.13)

Los desplazamientos unitarios que tienen iguales Indices (coeficientes princi
pales de las ecuaciones canônicas) se determinan mediante las fôrmulas

,  f  M M *  . ,  f  M tM t *  . . ,  f  M„Mn ds
E J  * » ” ) '  ~E J '  Snn =  )  ËÂ ' (1314)

5 5 5

Los desplazamientos unitarios que tienen diferentes indices (coeficientes 
secundarios) se determinan por las fôrmulas

,  f  M xMt ds a f  ,  f  M tM k ds _  _
3 n  E J  ’ *“ “ )  E J  ’ £ /  • (1315)

5 5 5

Esos desplazamientos pueden ser tanto positivos, como negativos o también 
iguales a cero.

A base del teorema de reciprocidad de los desplazamientos

&ik — &ki-

Para los sistemas constituidos por elementos rectilineos es cômodo efectuar 
el càlculo de los desplazamientos mediante el procedimiento de Vereschaguin. 
Por ejemplo, para un sistema hiperestâtico (fig. 251, a) se tiene (véase lafig. 251, c, 
d, e , f )  _  _

MCl

U M U II

toPM Cp 

EJ ' «*u =

PI*
C û p  =

8 ! M Cp=

l*
C O t  =

T ’

EJ

Por consiguiente.
5 P /3 /3

A* p =  — ------------1 dn — --------
^  48 EJ 3EJ
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De la fôrmula (13.10) deduçimos

Si se toma en consideraciôn el influjo de la diferencia de temperaturas, el 
orden del câlculo sigue siendo como antes, pero los términos libres de las ecuaciones 
canônicas representarân desplazamientos en el sistema bâsico no sôlo debido a 
la carga dada, sino también al cambio de temperatura, es decir,

donde Ait es el desplazamiento en el sistema bâsico en direcciôn de la fuerza Xi 
debido a la diferencia de temperaturas.

Una vez que se han determinado los coeficientes y los términos libres 
AlP y Ait, resolvemos el sistema de las ecuaciones canônicas (13.16) y deducimos 
las incôgnitas superfluas Xl9 X2t. . . ,  *„. Luego construimos por el método corriente 
los diagramas de las fuerzas interiores (M Q y M ). Es cômodo hacer las construc- 
ciones por el método de suma segün el siguiente esquema:

Conviene hacer notar que el aspecto de las ecuaciones canônicas se queda 
invariable para cualquier variante posible del sistema bâsico, cambiândose sola- 
mente el sentido de las incôgnitas superfluas y el sentido geométrico de los despla
zamientos.

En las tablas 26, 27, 28 se dan las formulas de câlculo para determinar 
el momento flector en las secciones caracterfsticas de algunas variedades de 
pôrticos hiperestâticos para los casos elementales de su solicitaciôn.

§ 77. Vigas continuas. Ecuaciôn de los très momentos

Se llaman continuas las vigas que descansan sobre mâs de dos apoyos (véase, 
por ejemplo, lafig. 255, a). El numéro de vinculos superfluos en una viga continua 
y, por consiguiente, de reacciones superfluas es igual al numéro de apoyos inter -

M  +  <$i2*a +  • . .  +  <$i/i*n +  * i  t  +  A u  =  0;

(13.16)

<$nl*l +  <$n2*2 +  . . • +  <$rtn*/i +  A np +  A n t =  0 ,

M = M 1X 1 +  M 2X 2 +  . . .  +  M P \

Q — G i*i 02*2 +  • • • +  Qp  ;
AT =  N xX x +  N 2X 2 4- . . .  +  N P . ,

(13.17)

a

à
Fig. 255
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medios. A veces el apoyo extremo se hace empotrado. En este caso el grado de 
hiperestaticidad alimenta en uno.

Al elegir el sistema bâsico es racional tomar en calidad de vfnculos superfluos 
no los apoyos intermedios y reacciones incôgnitas en ellos (fig. 255, b) — lo que 
llevaria a los câlcuios excesivamente voluminosos al determinar las incôgnitas 
superfluas — , sino los momentos flectores en las secciones de apoyo. En este 
caso, evidentemente, el sistema bâsico serâ un sistema de vigas de un solo tramo 
unidas en los apoyos mediante articulaciones. Entonces el sistema équivalente, 
al calcular valiéndose del método de fuerzas, representarâ una sérié de vigas 
simples apoyadas articuladamente y solicitadas por carga dada y los momentos 
flectores incôgnitos en los extremos (fig. 256):

M i  =  X x \ M % =  A ^;...  ; A/„+1 == X n + i . . .

X2 X*-2 Xn, Xn*2 Xm-j?

l j \  K P  t» r  u L "

m-1

Fig. 256

La ecuaciôn complementaria de los desplazamientos para cada apoyo inter- 
medio tiene que expresar la igualdad a cero del ângulo de giro reciproco de 
las secciones de apoyo de las vigas contiguas. Puesto que cada una de las dos 
vigas de apoyo del sistema bâsico se déforma independientemente una de la otra 
bajo la acciôn de las cargas exteriores en el tramo y los momentos de extremo, 
los topes de dos vigas vecinas que son adyacentes a un apoyo, por ejemplo, 
/i-ésimo (fig. 257), pueden girar cierto ângulo Jj,zq y d*cr. Como en la viga conti
nua hiperestâtica inicial cada par de taies secciones es una sola secciôn, de las 
condiciones de continuidad se desprende que su ângulo de giro reciproco tiene 
que ser igual a cero. De aqui, para cada apoyo intermedio se tiene

à n =  À\,zq +  =  0. (13.18)

Como el si§tema bâsico consta de vigas aisladas de un solo tramo que no 
son unidas entre si, al interpretar la condiciôn (13.18) basta con examinar dos 
tramos ln y /;;+l que son adyacentes al /i-ésimo apoyo. Entonces la condiciôn 

(13.18) puesta en la fôrma canônica tendrâ el siguiente 
aspecto :

^nn —

F ig . 257 

1
~ËT'

4 “ ànnXn 4* ^n»n¥l^n,l 4* An? ^

De acuerdo con las construcciones dadas 
fig. 258t a ,b9c9d
À _  * _  an , 1 .
“ nP — “777”  • û>/j * --------1“ “777--------  ^

2
’T  +

EJ„

1

El, ’/i+i
n n

1
~ÊTn 2 3

ln, 1 
ln 

6 E J n

ln H
EJ,

^n, /im “

/im 2

1 L
EJ,n t!

*n H  

2

2
• 1 — =

3

1
1 • — =

l n

+ ln,
3EJn 3 EJ./i + i

6EJ.

(13.19) 

en la

(13.20)

(13.21)

(13.22)

n + l
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Sustituyendo (13.20)—(13.23) en  (13.19), hallam os

*•„_! A  +  +  Xn + 1 =
Jn \ Jn Jn + lJ  Jn +1

J  o)„an
" ‘ ‘ U Â T

+
•J/l + l̂ /i + l J

(13.24)

Sustituyendo la designaciôn de las incôgnitas superfluas Xi por M if obtenemos 
la ecuaciôn de los très momentos

\J f , r, \ £  f  ^  f l , ^/l+l  ̂ j J /  /̂?+l^ - i y  + 2AM T  + ”7—  + M*+i -7—  = 
Jn V Jn Jn+\ J Jn+l

=  . e°n + i^n + l \
V J J n  /w + l̂ /i + 1 J

(13.25)

Durante el câlculo de vigas hiperestâticas se componen tantas ecuaciones 
de los très momentos, como apoyos intermedios hay. Una vez que se ha resuelto 
el sistema de ecuaciones obtenido, se determinan los momentos incôgnitos 
superfluos Àf* en los apoyos. Conociendo los momentos de extremo del sistema 
équivalente, todos los câlculos posteriores se efectüan por el método corriente 
igual que para el câlculo de cualqùier sistema estâticamente determinado.

Para las vigas de secciôn constante (J =  const) la ecuaciôn de los très mo
mentos (13.25) se simplifica:

2Mn(Jn lfi +1) M n + 1ln^.1

_  J  œnan tù/i + -f 1 )
l  /» ’ /„«  J*

(13.26)

M
’̂n yrr

[ I l î i y f l

Vn.t

i l î l k
*ün>

i a

d
Fig. 258

Las ecuaciones de los très momentos 
para los apoyos segundo y penültimo de 
la viga continua tendrân, evidentemente, 
solo dos momentos.

Las ecuaciones de los très momentos 
se utilizan para el câlculo de una viga 
continua, uno de cuyos extremos es 
rfgidamente empotrado. En este caso se 
compone la ecuaciôn de los très momen
tos también para el extremo empotrado,

^7y  \Mn*ly
« — m r777t77k 77W7T/.

In*t -^n+J
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como si se pusiera al H un apoyo intermedio, introduciendo por el lado del empo- 
tramiento un tramo ficticio. Si es empotrado el extremo izquierdo de la viga, 
en la ecuaciôn de los très momentos M n_x, ln se consideran iguales a cero y 

Cûffinfaltarâ el término 6 -------- . Si no todos los apoyos de la viga continua se encuen-
’n

tran au n  nivel,sino tiene lugar el desplazamiento de algunos de ellos, en la viga 
pueden surgir tensiones iniciales considérables. Estas dependen de la diferencia 
entre los niveles de los apoyos y la rigidez de la viga, aumentando proporcionai- 
mente a las magnitudes senaladas.

La influencia del desplazamiento de los apoyos sobre el estado tensional 
de la viga puede evaluarse del modo siguiente. Supongamos que tiene lugar el 
cuadro de desplazamiento de los apoyos dado en la fig. 259. Los ângulos de 
giro de los tramos izquierdo y derecho con respecto al apoyo n serân

0„ = y n -  y n~i
0/i+i —

y ,i+i -  y n

«n+i

Consideramos positivo el ângulo de giro si la secciôn gira en el sentido de las 
manecillas del reloj. Es obvio que el ângulo de giro recfproco de las secciones 
de tope en el apoyo n

=  0/ifl ~  0/r 03.27)

Ahora la ecuaciôn canônica durante el câlculo al desplazamiento de los apoyos, 
donde el papel de J nF lo juega An, tendrâ el siguiente aspecto:

s„.„-!*„-! +  S „ „ x n +  S „ i n + l x n + 1  + à n = 0. (13.28)

En el caso de viga de constante rigidez, la ecuaciôn de los très momentos (13.28), 
tomandoen consideraciôn (13.21)—(13.23), la podemosescribir definitivamenteasi:

M„_V„ +  2Mn(ln H- /„+1) 4- M n+1tn+l =  -  6EJ(0n+l -  0n). (13.29)

Si ademâs de los desplazamientos de los apoyos actuan cargas exteriores, en el 
segundo miembro de la ecuaciôn (13.29) tienen que conservarse los términos 
que integran el segundo miembro de la ecuaciôn (13.26).

§ 78. Calculo de barras curvîlineas hiperestaticas

En el câlculo de sistemas elâsticos estâticamente iqdeterminados que contienen 
barras curvilineas se recomienda, al igual que para el câlculo de cualquier sistema 
estâticamente indeterminado, valerse de las ecuaciones canônicas del método 
de fuerzas. Sin embargo, en este caso los desplazamientos que forman parte de 
las ecuaciones canônicas deben calcularse no por el método de Vereschaguin, 
sino por el de Mohr.

Veamos, como ejemplo, un anillo circular de secciôn transversal constante 
traccionado por dos fuerzas P iguales y contrarias de direcciôn (fig. 260, à). 
Ese sistema, al igual que cualquier contorno cerrado, tiene el grado très de hiper- 
estaticidad.Elijamos el sistema bàsico cortando el anillo por la secciôn A2(fig.260, b). 
De la condiciôn de simetria se desprende que la fuerza transversal en esa secciôn 
X2 =  0. Cortando el anillo por el diâmetro Ax — A2 (fig. 260, c), hallamos a 
partir de las condiciones de equilibrio de la parte seccionada el valôr de la fuerza 

P
normal X 2 =  — . El momento Hector incôgnito X x lo hallamos al examinar 

el sistema équivalente (fig. 2609d).
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La ecuaciôn canônica de los desplazamientos que expresa la condiciôn de 
igualdad a cero del ângulo de giro reciproco de las caras en la secciôn A2 serà

»vlXi +  P =  0, (13.30)

donde

AlP = $
s

5

M tM pds '
Ë7 ’

M 1M l ds
EJ

(13.31)

(13.32)

Ademâs, M P y M x de acuerdo con Ja fig. 261, a, b pueden expresarse mediante 
las siguientes formulas:

PR f  n
M P = ------—  (1 — cos <p) 10 <  <p <  —

Fig. 261
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Introduciendo las expre&iones para M F y M x en (13.31) y (13.32), hallamos:
n
Y

3i p
PR*( 1 — cos ç) dtp 2PR% ( n

2 EJ

oc

EJ (H=
J EJ EJ 
o

Ahora la ecuaciôn (13.30) puede escribirse asl:

2tïR m 2PR* ( n  
EJ  1 +  ~ËJ

de donde

2PR*\

X x - ~
( f - )
2nR

=  -  0,182PR. (13.33)

Asf pues, el momento Hector en la secciôn A

M a =  0,182 PR

y esta dirigido hacia el lado contrario al del aceptado anteriormente.
El momento Hector en una secciôn arbitraria puede expresarse mediante 

la formula
PR

M (ç) = ----- —  (1 -  cos (p) +  M a ;

el momento mâximo
M màx =  M b =  -  0,318PR.

La fuerza transversal en cualquier secciôn se expresa mediante la fôrmula 
Q(<p) =  0,5P sen <p\ la fuerza axial N(<p) — 0,5P cos (p. En la fig. 262 pueden 
verse los diagramas de M ,Q  y N.

En la tabla 29 se dan las formulas de câlculo para determinar los esfuerzos 
y desplazamientos para diferentes casos de solicitaciôn del anillo.

E
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§ 79. Determinaciôn de los desplazamientos 
eo los sistemas hiperestàticos

Una vez determinados los val oies de las incôgnitas supeifiuas y construidos 
los diagramas, los desplazamientos en los sistemas hipeiestâticos pueden deter- 
minaise por los métodos corrientes. Mas en cada caso concreto se debe utilizar 
aquel método que con mas facilidad da el resultado. Por ejemplo, las fléchas 
y los ângulos de giro de las secciones de vigas hiperestâticas que portan carga 
compuesta se lecomienda deteiminailos por el método de paiametros iniciales. 
£1 método de Mohr, que es universal, se utiliza, de ordinario al determinar despla
zamientos en vigas, pôiticos y vigas de celosia.

Haciendo uso de la  fôrmula de Mohr

a x? C MfiMpds f  N^Npds ^  ç QiQpds
Ë J -  — +  S ) A— ë i ~ -  < m 4 1

s s a

se debe examinai los diagiamas definitivos de M , N t Q debidos a los factores 
de fuei2a del sistema hiperestâtico as/ como los diagiamas de M h Nh Qi debidos 
al factor de fueiza unitario que coiresponde al desplazamiento incognito. Paia
déterminai los diagiamas de M it Ni y Qi es racional aplicar la caiga unitaiia 
al sistema bâsico cstâticamente deteiminado.

Como ejemplo calculemos los desplazamientos lecfpiocos de J os puntos 
Ai — A2 y Bj — B2 en la direcciôn horizontal y vertical, respectivamente, para 
un sistema hiperestâtico que repiescnta un pôitico de un solo contoino, bajo 
la acciôn de las fuerzas P  aplicadas segun el esquema dado en la fig. 263, a. 
Ante todo determinemos las incôgnitas superfluas de ese sistema con el grado 
très de indeterminaciôn estâtica. Elijamos el sistema bâsico seccionando una de 
las columnas por el eje de simetiia (fig. 263, b). A causa de la simetrfa de la 
carga en el lugar del coite la fueiza transversal Xt =  0. Hallamos del examen 
de las condiciones de equilibiio de una mitad del pôrtico (fig. 263, c)

2 * 3 =  P ; * 3= - ^ .

El momento incognito superfluo se determinarâ a partir de la siguiente ecuaciôn 
canônica:

£ii*i +  Ajp = 0. (13.35)

Aqui J]p es el desplazamiento en diiecciôn de la acciôn del esfuerzo X } debido 
P

a las fuerzas P y X 2 =  — .

Con el fin de determinar los desplazamientos AiP y Su construimos los 
diagramas correspondientes (fig. 263, d, e) y hallamos, utilizando el piocedi- 
miento de Veieschaguin,

S

*» - E $

M XM P ds 2
O

Pli _
EJ ~  ~ËJ l 8

M l ds 2/, + 3 L
+  EJ% 'EJ EJ,

Pii m
4 EJ, 9

(13.36)

(13.37)
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Sustituyendo (13.36) y (13.37) en (13.35), se tiene:

En la fig. 263,/, g, h estân constiuidos los diagramas para el pôrtico exami- 
nado.

Para determinar el desplazamiento recfproco de los puntos A^—A2 en la 
direcciôn horizontal aplicamos al sistema bésico en esos puntos las fuerzas uni- 
tarias (264, b) X t — 1. Multiplicando el diagiama de M P, que es _mâs cômodo 
representar en la forma mostrada en la fîg. 264, a, por el de A//, hallamos
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(cuando /, =  /a =  / y J\ =  / a =  J)

A AX- A ,  =  A l '
M fM pds 1 f  PP l

EJ EJ
( PP l
1 TëT 7

p p  i p p  i
- | ---- — —  —  2 —

8 2 32 ï)-
PI3

6AEJ

Con el fin de deteiminar el desplazamienlo recfproco vertical de los puntos 
Bj—B2 aplicamos al sistema bâsico en esos puntos las_fuerzas unitarias Jp* =  1 
(fig. 264, c). Multiplicande los diagramas de M P y M kf hallamos

A B 1- B ,  =  A k =
M kMp ds 

EJ
1 (P I2 l

ej n<r T

PI2 l l 2 PI \  5 PI3
-----• — • 2 -f- —  • —  • 2 1 =  ------*------- ,
16 6 8 16 J 192 EJ

En el caso de que sobre el sistema hiperestâticoactüala temperatura, se debe 
afiadir a los desplazamientos de! sistema bâsico cargado con incôgnitas superfluas, 
los desplazamientos de temperatura. Entonces, la formula (13.34), teniendo en 
cuenta (12.36), tendrâ el siguiente aspecto:

J ip =
M xM t ds 

EJ
+

N tNt ds 
EF

+
QiQt às 

GF +

+  S  5 Ni* (f| 2 ~  A +  S  $ (/| h <s) ds> (13-38>
S s

donde M t1 Ntf Qt son los diagramas de las incôgnitas superfluas debidas al 
cambio de temperatuia.

En las tablas 24, 25, 29 se dan las expresiones para los desplazamientos 
en vigas hiperestâticas de un solo tramo y en anillo para diferentes casos de 
su solicitaciôn.
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§ 80. Sobre el célculo de sistemas de pôrtico espadaJes

Como es sabido, en el caso mâs general en la secciôn de una barra actüan 
seis factores de fuerza interiores, o sea: N Z9 Qx, Qy% M x% My y M 2.

Para una sujeciôn fija de la secciôn hace falta imponer seis vinculos, cuyos 
esfuerzos pueden hallarse a partir de seis ecuaciones de equilibrio del sôlido.

El numéro de vinculos en un sistema espacial que supera el numéro senalado 
da el grado de indeterminaciôn estâtica. Asf, el pôrtico espacial mostrado en 
la  fig. 265, a es un sistema con el grado de hiperestaticidad igual a seis, porque 
de las ecuaciones de equilibrio pueden determinarse solamente las reacciones de 
un apoyo rigido. Una de las variantes del sistema bâsico para dicho pôrtico 
puede verse en la fig. 265, b. Para hallar seis esfuerzos incognitos es necesario 
resolver seis ecuaciones canônicas de ti po corricnte.

El pôrtico espacial mostrado en la fig. 266, a es un sistema con el grado de 
hiperestaticidad igual a 24. El sistema bâsico (fig. 266, b) contiene cuatro cortes, 
en cada uno de los cuales figuran seis esfuerzos incôgnitos.

En las estructuras se encuentran pôrticos pianos sometidos a la acciôn de 
cargas espaciales. En los pôrticos pianos solicitados peipendicularmente a su 
piano (fig. 267, a) los factores de fuerza que caracterizan el trabajo del pôrtico 
en su propio piano son iguales a cero. Por consiguiente, de las seis incôgnitas 
(fig. 267, b) très son iguales a cero, es decir, X4 = X 6 = X 6 = 0 (fig. 267, c). 
Esta circunstancia simplifica el câlculo de pôrticos pianos.

En el câlculo de pôrticos pianos las cargas espaciales se descomponen en 
componentes que actüan tanto en el piano del pôrtico como perpendicularmente 
a él y, utilizando el principio de superposiciôn de las fuerzas, se calcula el sistema 
para cada una de las cargas que actüan en diferentes pianos por separado.
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Demos, en calidad de ejemplo, el câlculo por el método de fuerzas de! pôrtico 
mostrado en la fig. 267, a. Elijamos, por razones de la simetria, el sistema bàsico 
en la forma dada en J a fig. 268. Esta variante es mâs cômoda que la expuesta 
en la fig. 267, c, porque el momento torsional X2 y la fueiza coïtante X 2l es 
decir, los factores de fuerza inversamente iguales, son iguales a cero. El momento 
flector incognito Xx es fâcilmente determinado a partir de la ecuaciôn canônica

*ii*i +  4 p “ 0. (13.39)

Para determinar los desplazamientos AJP y ôn  construimos los diagramas 
de los momentos flectores y torsionales para los estados P-ésimo (fig. 269, a) y
unitario Xt =  1 (fig. 269,6). Los diagramas de los momentos torsionales se 
muestran con lineas de trazos.

Prescindiendo de lainfluencia de las fuerzas axiales y transversales, escribamos 
las fôrmulas de Mohr para determinar los desplazamientos asi:

4  P =  £  $ M x'e j XxP *  +  £  S My,EJyF ^  +  S  S — c / , P ds : ( ,3 -40)
S  S  s
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T om ando en consi deraciôn que los d iagram as uni tari os son lim itados po r
ïïneas rectas, podem os determ inar lo s  desplazam ientos J jP y ôn m ediante el
procedim iento  de Vereschaguin:

________ 1 _  t gl\ i î_ .

~ Ê j[ ' 8 3 2 *

qii f  EJ,
=  — ------  11 -f- 6 ------•

24 EJX i  GJt

/, 212 lt
5,i =  —  +  — -  =  —
n EJj GJt EJX

1-2
1

~g Tk '

2
EJ)

~CÜ\

qi\
8

• /a • 1 • 2 =

A  base de (13.39) hallamos

* i =  -
<5,i

± l
24

donde

1 +  6
/2

g T / T

14- 2 Æ/i , /« 
GJt ‘ /,

qli
24

14-6
£7,

14-2
EJ1
~âTt

U

Il  '
h

Los diagramas definitivos de Af, M tor y Q pueden verse en la fig. 270
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Momentos flectores en el pôrtico en Tl k  = j V ï
J J  )

Tabla 26

Esquema de soHcitaciôn
y diagrama de M Momento flector M  en secciones caracteristicas

El cabezal y la columna 
son apoyados articuladamente

n = l  +  k

B J i  C
--------&
J,  .

M ,

, ,  +  * )  BM b  -------    aP

aP

a
7

J l l
8/i

Mb =
<x( 2 — a) £6 

2n

a =
a

7

k M
M b =  [3a(2 -  a) -  2] —  ;

a
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Continuaciôn de la tabla 26
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Continuaclàn de la tabla 26

Eequema de solicitaciôn 
y diagrama de M Momento Hector A i  en secciones caracteristicas

El cabezal se apoya articuladamente, 
la columna es empotrada

n =  4 +  3k

B J* C

A■77777

p

m a  =
a(l +  a) 

n
aP; A/fl =

r, 2(1 +  «)
T ------ aP;

2a(l +«)

Ma
qj>
4n ’

Mo = qP
2n

aP

M a  =  12 + (2  +  3*)ot]
ab
n

P

M b =
3oA:<t - a )b  

n
P; a

a
~h

M P — otbP — <xM a  — (1 — a) M b

a
M a =  |a(2 -  3a) -  (1 -  a) (3a -  1)| M

„ k M  a
M b =  3(1- a )  (3 a - 1 )  —  ; a = -  

n h
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Conlinuaciân de la tabla 26

Esquema de solldtaciôn
y diagrama de Af Momento flector M  en aeociones caracteristicas

A

Desplazamiento hori
zontal del apoyo C

MÂ
q(2+k)h*  

An 5
qkh» 
An

Desplazamiento ver
tical del apoyo C

Desplazamiento ver- Los valores de M  son iguales a los del desplazamiento 
tical del apoyo A vertical del apoyo C, pero con signos opuestos

Giro del apoyo A en 
ângulo 0

Ma =  12(1 +  * ) —  0 ;  Mb =  6 ~ 0  
nh ni
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Continuaciôn de la tabla 26

Esquema de solicitadôn
y diagrama de Af Momento flector Af en seccioncs caracteristicaa

Calcntamicnto en At

a es el coeficiente de 
dilatatiôn lineal de 
temperatura

El cabezal y la columna son empotrados 

n — \ k

B J* C

/ J t
t

A//?SJ

a*a
M' - T r

aa
Mc =  [ ( 2 - a ) H 2 ( l - a ) ]  - P

2/i

MP =  aaP — <xM b  — (1 — a) Mc ; a
/

qP
" - - s : ;  " * 12«

qP
Mc -  (2 +  3*)

24/1
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Contirtuaciôn de la tabla 26

Esquema de tolicitaciôn 
y diagrama de M Momento flector M en secciones caracteristicas

364



Continuaciôn de la tabla 26

Esquema de solicitaciôn
y diagrama de M Momento Hector Af en secciones caracterlsticas

Desplazamiento ver* 
tical del apoyo C

Mb =  6
EJ2f  

ni2

A/c =  3(2 +  jt) E J J
nl%

Desplazamiento Los valores de M  son iguales a los del desplazamiento
vertical del apoyo A vertical del apoyo C, pero con signos opuestos

Giro del apoyo A en 
àngulo 0

Calentamicnto en At

a es el coeficiente de 
dilataciôn lineal de 
temperatura

m a

m b

Mc

3 EJ% ! 
nh \

' 1 h"-\

. * + i + d

6EJ2 f 
nh [

3 ej2 r 
~nh I

h2
1 + (2  +  *) — 

/*

adt

adt
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Moment*» flectores en el pôrtico en II

Tabla 27

Esquema de solicltaciôn 
y diagrama de M Momento flector M  en secclones caracteristicaa

Las columnas se apoyan articuladamente

B C

n = 3  +  2k

M b

M P

3ab

M' - ü p

(3 +4k)a b  
2nl

M b =  M c =
( 3 - 2 a)a*ql*  

An

a
a

T
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Continuaciôn de la tabla 27

Esquema de sollcitaciôn 
y diagrama de M Momento flector M en secciones caracterlsticas
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Continuaciôn de la tabla 27

Etquema de solicitacftn 
y diagrama de M Momento flector M en seccionet caracteristicas

Calcntamicnto en At

Calent A t

a es el coeficiente de dila- 
taciôn lineal de tempe 
ratura

Las columnas son empotradas

B C
'J,

—
^

A D■T7n  i 77
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Coniinuaciôn de la tabla 27

Esquema desolicitacidn
y diagrama de M Momento flector M  eo secciones caracterfsticas

,<7mm

r i

A  12». 2 a , J

l»i 2»a J
( —  -  * z J )
\ « i  2nt )
{  1 2a -  n

" ‘ > - ( 5 r + ï r J “ , >

A/,

Mt

aaP

aaP

b
—  7

L «i «» J 12

I  Bi  * i J *2
w t [2(3 —2a) 3(1 -  a)* I ql*

"‘ - ' h i ------- H  n

[ « ,  n, J 12
a

a =  — 
/
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Continuaciôn de la tabla 27

Esquema de solicitaciôn
y diagrama de M Momento flector M  en secciones caracteristicas

1 4 . 3 jt 
m A =  M d -----^ — hP

3 k
M j  =  Mc  =  —  —  hP

3(1 — a) k g[l +  g(l +  *)]) a _
------------- +   > — -P«i «i i 2

3(1 -  g) k _  g(l - g ) * l  a_ ■
«* " i J 2

L _  3(1 — a) k _  «[! +  « (!+ * )];) a
[ «. «i J 2
3(1 - « ) *  t <K1-«)A:1 a r

«* «i J 2

r 3«(2 -  «) i _  g(2— 3g) k

M
JJT

C 2 - 3 g
+  —) -{ 2/t,

/ 2 - 3 a 3 Ï— ---- 4- - I m
l 2/», «ai

T 3o(2 -  g) 
Mo = [ — 2---------- 1 +

+
a( 2 — 3a)A: f6ak

2»i l« i *)]
M
Y

or a
Y
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Conîinuaciôn de la tabla 27

Esquema de solicitaciôn
y diagrama de Af Momento Hector M  en secciones caracterfsticas

Mc

1 +  4^1 qh»
n, J 4

2 M k q—
Th 6*J * 4

1 2 ' 
fins «»;14

\  *  to, 1 4

m a =  m d
8 +  3k qh1 

nx 60

Mb Mc
J *
30/f|

Calentamiento en At

Calent. J /

a es el coeficiente de dila- 
taciôn lineal de tem
pérature

Mji Md
3(1 +  k) EJt<xAt 

knxh

MB =  Mc =
3 EJt<xAt 

nxh
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Tabla 28
Momeotos flectores en el pértico cerrado

P =  T>  n = M - / >  +  6fe; m =  (2 +  *) +  ^ (3 + 2 * )  J,l J, k

Esquema de 
solicitacidn

Momentos flectores en los nudos del pdrtico (momentos positivos 
originan tracciôn en la parte interior del pôrtico)

✓ ‘/l ./.N

>» ,
/ M

,, n  i - 2 * ) W
MA,D =  a(\ - a )  -  =p--------  — ;

\m n )  2

Mi
„  J 2 k + 3 p  , 1 - 2 a \P l

a
a =  —

/

1# „  , p  +  2k , 1 -  2a-| PtMA, D =  a ( l - * ) p y -1— ± —  j y ;

* . . c T  ~ j F

a =

x

M. f l - a
•Û = “ 1 ^ T

[a(l +  k) -  (2 +  *)] T

T -  d  +  3*(2 n
} Ph

MiB , C  * . { - 1 ^
l «

[<x(k +  p) +  p  ] ±

1 1 PA
± — (3 a/r+ />) jy

a
a =  T
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Continuaciôn de la tabla 28

Esquema de Momcntos Hectares eo los nudos del pôrtico (momcntos positivos
soliciUciôn originan tracciôn en la parte interior del pôrtico)

A X

m a =  m d
gi* .
12m’

ql*
Mb =  MC =  -  i -

2k +  3p 
km

,q
i i i m m

=  m d  =
3 +  2k _ql* 

km P Ÿ2'

Ms — Mç ---------m
ql*
12

Am

•m»  X

[ 3  —  2 a  3(1 —a ) * l  ql* 

M b , C =  -  «* [ ~  <3 -  2«) ( 2 * +  3/») ±

« =
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Continuaciàn de la tabla 28

Esquema de 
solicitaciôn

Momootos flcctores en los nudos del pôrtico (momentos positives
originan tracciôn en la parte interior del pôrtico)

?$)/>/.
m "X

ÏÏTTTTT

| t e 6 h

M a . d  -  [—  (3 — 2a)(2k +  3) ±  — ( l-a )* l ^
Lkm n J 12

, f 3 - 2 «  , 3(1-a )* ] ,/»
M |,.c =  -«*/» --------- ± -----------  r rL m n J 12

a
a =  — 

/

^ , D  =

m b , c  =

_  f ï  +  4*)[  6m ^  n J 4

_  rfc +  3|> 2*-Kp'1 qff
{ 6m ±  n J 4

m j1 =  m b =  m c =  m d =  -

ql*

h*
1 + k y

1 + *

—  cuando J. =  / .  
12 *
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Continuaciôn de la tabla 28

Etquema de Momentoi flectores en los nudos del pôrtioo (momentos positivos
•olkludôn originan tracciôn en la parte interior del pôrtico)

m a =  m d =  -

Mb =  Mc =  —

8 +  3* qh* 
m «T

7 +  2* qh*
— -----P  ~m 60

Ma , d=  

Mb, c =

\m n J 2

(3p+2k n  M  
[ km ±  n ) 2

MA, d  =  

M b,c =

— P

- P

'3 +  2k n  M
km ^  n ) 2

'2 +  k 1 \ M  
km n ) 2
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Esfuerzos y desplazamientos del anillo cargado en su piano

Nt Q§ M  son las fuerzas normal y cortante y el mo- 
se muestran las direcciones positivas para los esfuerzos que 
<p)\ àx% ày son los cambios del diâmetro del anillo en di- 
E es el môdulo de elasticidad del material; Ft J son el

Esquema N Q

O

qR 0

c

P

- -  P sen q> 
2

i
— P Ces 9

K .
\
y
p

r

2P n
0 <  q>< —

P(0,3183 cos tp +  sen ç) 

n
— <  9 < n  

P • 0,3183 • cos <p

o <  * < -

— P(0,3183 sen ç> — cos ç> 
n
-  <  y <  n 

— P • 0,3183 sen ip
PL y

iP
2P

iP 0 <  q>< a 

P(0,3183 sen2« cos ç+sen ç) 

« <  <p <  n 

P *0,3183 sen2 a cos <p

0 <  ç <  a 

P(cos 0,3183 sen8 a sen <p)

0t< Ç>< 71
— P • 0,3183 sen8 a sen ç>
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Tabla 29

mento flector en la secciôn del anillo determinada por el ângulo <p (en la figura 
actuan sobre la secciôn anterior del anillo en direcciôn del aumento del ângulo 
recciôn de los ejes x t  y  (valor positivo corresponde al aumento del diâmetro); 
ârea y el momento de inercia de la secciôn del anillo.

M ô

0 Sx =  Ôy= —  
x y EF

-  PR |o,3183 -  -  sen ?>j

PR3
ôx ----- 0,137------
* EJ

PR*
Sv =  0,149-----
y EJ

o <

PP(0,3183 cos ç> +  sen q> — 0,8183)

71
2 <  * < n  

P/J(0,1817 +  0,3183 cos f>)

PR3
ôx =  -  0,1366 -----
* EJ

PR*
S v =  0,1488 
y EJ

0 <  ç>< a 

i >i?[0,3183(a sen a +  cos a +

4* sen2 a cos q> — 1) — sen a +  sen ç>] 
a <  <p <  n 

PP[0,3183(a sen a +  cos a +

4- sen2acos <p — 1)1

p r * r i
x ~  ~ËJ [2  (Senï“ +  2) +

4- 0,6366(a sen a +  cos a — 1) —

— 2 senaj

p r * r î
o y =  — — 1 — (sen a cos a +  a) +  EJ l  2

-f- 0,6366(a sen a-f cos a—1)—sen a J
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Esquema N Q

0 <  ç>< a 0 <  tp< a

P[0,3183 cos ç($cn2P — P[0,3183 sen ç(scn2a —

AP i p
— sen2ot)] 

a^rp^fi

— sena£)] 

a <  <p< p

v  /

P[0,3183 cos ç(scn2p — P[0,3183 sen çKsen*a —
1 ^V/ — sen2<*) +  scn ç>] — sen2 P) +  cos ç]

P< <p< n P <  tp< n
TP TP P [0,3183 cos ç*senV -  

— scn* «)]
P[0,3183 sen p(sen2a — 

- s c n 2 P)]

h < f

0 <  q>< a 

P[0,3183(a — sen a cos a)— 

— 1 ] cos tp

0 <  tp< a 

P[0,3183(sen a cos a — 

— a) +  1 ] sen <p
a <  <p <  n 

PO,3183(a-  

—sen a cos a) cos tp

a <  <p< n 
P O,3183(sen a cos a — 

— a) sen tp

\P /P

p f  A
Lor7\
; a  a p

0 <  <p< a
P

0 <  <p< a 
PA

/«AO /V ------- - sen fp
« 4 y

-------- cos Ci
2 sen a 2 sen a

'p ^ \ p
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Continuaciôn de la labia 29

M <5

0 <  ç <  a.

PÆ[O,3183(0 sen fi +  cos P — a sen «—

r j
ôx =  —— — (sen* a +  sen’/3) +  EJ [ 2

— cos oc — sen2a cos 4-

4- sen*0 cos ç>) — sen P 4- sen oc] 

a <  <p< P 

PR [0,31830? sen P 4- cos P — oc sen oc —

— cos a — sen*a cos ç> 4-

4* sen2P cos<p) — sen P 4- sen ç]

4- 0,6366(/î sen 04-cos P—a sen oc—

— cos a) 4- 1 — 2 sen 0 j

jp/f  r i
ôy =  ~~ej~ ~2 (SCn 0 cos P +  P -

— sen a cos a —ot)-|-0,6366(/?sen P 4- 

4- cos P — a sen oc — cos a) 4-
P <  <P <  7t 

PR[0,3183(0 sen P 4- cos P — a sen oc 4- 4- sen oc — sen

4- cos a — sen2oc • cos ç +  sen*p cos q>)

0 <  q> ^  oc 

PÆIO^lSSCsen a — a cos a 4- « cos <p — 

— sen oc cos a cos p) —cos <p 4- cos a]

PR9 r
ôx — 10,6366(sen a —oc cos a) 4- 

4- — (sen oc cos a — a) j  ;

<x< <p< n PR31J% =  __ 1 n et_et cm -U
PR • 0,3183(sen a —a cos a 4- a cos ç> — 

— sen a cos a cos <p)

CJy -- 1 v | UJUv/̂ OvU U  (A WUo U J |
EJ [

1 • 1 4- cos a H---- sen2 a — 1
2 J

0 <  a Desplazamiento radial del punto de
PR fcos 9 1-j 

2 \  sen oc a )
aplicaciôn de la fuerza dirigida desde 
el centro

cuando <p =  0, 2a, 4a, . . . PR3 I 1 fa  sen2ocl 11
2EJ lsen*a \ 2  +  4 J a J

2 \sen « a J
Desplazamiento radial en los puntos 

<p =  0, 2 a ,4 a ,... (hacia el centro)
cuando <p =  a, 3ocf. . . PR3 f 2 1 a cos a "j

2 ( .  “ » * )
4EJ \ a sen oc sen oc J

379



380



Continuaciàn de la tabla 29

M

0 <  v <  —

Ma |o,6366 cos ç> — ~  j

- <  <p< n

M0 ^0,6366 cos <p +  -i j

0 < ç>< a 

Mq [0,3183(2 cos <p sen a +  a) — 1 ] 

a <  <p< n 

Mq [0,3183(2 cos 9? sen a H- a) J

^ = 0  

ôy =  0

M0R*
ôx = ------- (0,6366a — sen a)

EJ

M0R2
EJ

ôy =  r— (0,6366a +  cos a— 1)

M(0)

0 <  ç>< a 

— qRz J sen a sen tp —
2qR* f 1

1
— —- sen3 a(l — cos ç) 

371 ]
EJ

r»3 r
Il sen a

4 “  “
+

sen2a

a <  ç>< n 

M(0) sen3a(l — cos ç>) —
L3*

1
— -  (sen2 a +  sen2 \» |

M(0) =  +  — sen2 a +

1 (  1
H-----I sen a -------a serra —

n V 2

sen*a 3 a i l
--------------------sen a cos a -------I

3 4 4 JJ

sen3 a 1 / a
-------------------I -------sen a +12 TT U

3 1 „ ïl
-f — sen a cos a +  — a sen2a l I

_  2qRA T 1 sen2 a
’ =  ÉjT  [Ï2 +  ~ 4

a sen a sen2a cos a
12

1 ( a sen2acos a 1 ((
6 ~n {

3 a V|H---- sen a cos a H----- — sen a 11
4 • 4 JJ
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Esquema N 0

0 <  p <  a

— [sen a- sen ç  +
P =  2qR sen a 4- (1 +  cos a)cos (p\ — 0 <  <p< a

P — N(n) cos ç> — [sen a - cos p —

f  o c r \
a <  p <  n 

— $Æ(1 -f cos a) —
— (1 +  cos a) sen q] +

+  N(n) sen <p

-gy<? — AT(tt) cos p a <  q>< n
qR

N(n) = ------ (7t — sen a +
n

qR sen p +  N(n) sen <p

-f a cos a)

l û *? 0 <  .? <  a 0 <  ç>< a
/ G

— qR senV sen p • cos p

g y y a <  q > < n ~  a a <  <  tt — a

lD'<7
— qR • sen a • sen ç> gÆ sen a cos <p

382



Continuaciôn de la tabla 29



Capitulo 14

CÀLCULO DE V1GUETAS PLANAS CURVAS

8 81. Determiiuclôn de las tensiones en las viguetas 
de curvatura grande

Los ganchos portacarga, ojales, eslabones de cadena, Hantas de poleas y 
ruedas, arcos, etc. son los que pertenecen a las viguetas curvas. Los ejes de 
dichas viguetas son curvas planas. En las secciones transversales de la vigueta 
plana curva, dado el caso general, actûan très factores interiores de fuerza Àf, Q 
y N; la régla de su determinaciôn es anéloga a la de las viguetas de eje recto. 
Las dependencias diferenciales entre A/, Q y q fueron dadas en el §21.

Representan gran interés prâctico las viguetas curvas que tienen el piano 
de simetrfa longitudinal (fig. 271, at b), en el cual actûan, ordinariamente, las 
cargas exteriores.

La distribuciôn de las tensiones normales en las secciones transversales de 
viguetas curvas es otra que en las viguetas de eje recto. Esa diferencia, siendo 
iguales las demis condiciones, es tanto mayor, cuanto mayor es la curvatura 
de la vigueta caracterizada por la relaciôn de la altura de la secciôn transversal h 
de la barra curva al radio de curvatura R de su eje. Dado esto, se acostumbra

diferenciar viguetas de curvatura pequena que tienen-----  <  —  , y las de
R 5

curvatura grande que tienen —
R

Durante la flexiôn de viguetas de curvatura pequefla las tensiones normales 
pueden determinarse, con sufleiente grado de precisiôn, mediante la fôrmula 
de Navier (10.6) deducida para las vigas de eje recto. Las tensiones mâximas 
calculadas por la fôrmula de Navier para una vigueta de secciôn rectangular
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con relaciôn — =  — 
R 15

difieren un 2% de las tensiones deducidas por medio

de las formulas para vigueta de curvatura grande; cuando — — , difieren 
10

h 1
en un 3,5%; cuando — =  -  , en un 7%.

R 5
Veamos el caso de flexiôn pura de una vigueta de curvatura grande j

(fig. 271). Supongamos que el radio rn de la capa neutra es desconocido 
y no coïncide con e) .radio R del eje de la barra.

Alhallarlafôrmulaparaladeterniinatiôn de las tensiones normales en la 
vigueta de curvatura grande se parte de las mismas hipôtesis que en la deducciôn 
de la fôrmula de Navier, es decir, se valen de la hipôtesis de las secciones 
planas y de la que dice que las fibras longitudinales del material no hacen 
presiôn una sobre la otra. Elijamos la direcciôn de los ejes de la secciôn 
x e y  como se muestra en la fig. 271 (considerando que el eje x coincidc 
con la linea neutra, cuya posiciôn todavia es desconocida). La direcciôn de 
y  hacia el ccntro de curvatura se considéra positiva.

Examinemos la parte estâtica del problema y escribamos la condiciôn de 
equilibrio con arreglo al elemento de la vigueta (fig. 272, a) que se quedô 
después de retirar las partes seccionadas. Para nuestro caso, cuando en la 
secciôn actûa un factor de fuerza Mxf se tendrâ

\  odF =  0; (14,1)
J
F

f  oydF =  M . (14.2)
J
F
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Debido a la simetrfa

M , =  y x d F = 0 .
F

Veamos la parte geométrica del problema. El alargamiento unitario de un 
tramo elemental AB separado arbitrariamente que se encuentra a una distancia y  
de la llnea neutra (fig. 272, b) y obtuvo como resultado de la deformaciôn el 
alargamiento yA dtp es igual a

y A dtp 
(r„ -  y) dq>

(14.3)

donde (rn — y) dp es la longitud del elemento antes de la deformaciôn.
Del examen de la parte fisica del problema determinada por la ley de Hooke

o =  Es =
EA dç

dtp rH -  y 

podemos escribir la condiciôn (14.1) en la siguiente forma:

(14.4)

f  , EA d<p f  ydF
\ a  dF =  — r — \ —------   0.J dtp J rn ~  y

Puesto que

résulta

Hallamos de (14.2)

EA dtp
dtp ¥* 0,

( - ^  =  0.
j r n - y

f J E -  E J d ç Ç  y*dF
d<P J r„ ~  y 

F
M.

(14.5)

(14.6)

Como

J rn —y J rn - y  J l  rn - y J
F F  F

C f  ydF

o bien

f  y2dF _  
) r „ - y

Sx =  - ( - e ) F = e F , (14.7)

podemos representar (14.6) del modo siguiente:

EA dtp
dtp

e F = M .
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De aquf

(14.8)
EAdtp _  M  

dtp ~~ eF '
siendo e la distancia desde la lfnea neutra hasta el centro de gravedad; F, el 
ârea de la secciôn transversal.

Sustituyendo (14.8) en (14.4) hallamos la formula para determinar las tensio- 
nés normales en la flexiôn

My 
eF(rn - 7 ) ’

o bien
My

Sx{ r „ - y V

(14.9

(14.10)

siendo M  el momento Hector en la secciôn; SX9 el momento estâtico del ârea de 
la secciôn de la vigueta curva con respecto a la lfnea neutra.

Del anâlisis de (14.9) o (14.10) se ve que las tensiones normales se distri- 
buyen por la altura segün una ley hiperbôlica (fig. 273, b). Las magnitudes abso- 
lutas de las tensiones en las fibras extremas de la secciôn de la vigueta se determinan 
de acuerdo con (14.9) mediante las fôrmulas

MA,
FeRx

Mh%
YeR% '

(14.11)

siendo Rj y R% los radios de curvatura de las fibras interiores y exteriores de la 
vigueta curva, respectivamente; A, y Aa, las distancias desde la lfnea neutra hasta 
dichas fibras. El signo de la tensiôn se détermina por la direcciôn del momento 
flector en la secciôn.
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Las formulas (14.9)—(14.11) pueden utilizarse si se conoce la magnitud e 
que forma parte de esas fôrmulas o bien el radio de la capa neutra r„, porque

e =  R — rm (14.12)

siendo R el radio de la capa en la cual estân situados los centros de gravedad 
de las secciones de lavigueta. £1 radio r„lo determinamos de la ecuaciôn(14.5).

Haciendo la sustituciôn de las variables: r =  rn — y o bien y =  rn — r, 
escribamos la ecuaciôn (14.5) en la siguiente forma:

s
ydF

rn ~  y

o bien

dF
-  F-

r
0.

De aquf

(14.13)

Puesto que para la secciôn rectangular F =  bh (h es la altura de la secciôn; 
bt el ancho de la secciôn) y dF =  b dr, la fôrmula (14.13) puede escribirse asi:

r,i
bh h h

Rz
Çbdr R2 R2
\  —  l n — - 2,303 log —
J r
Ri

Haciendo uso de la sérié

ln =  ln =  In
1 -

Ji_
2R

(14.14)

h_
~R ] •

se tendra



En la primera aproximaciôn

e =  R (14.15)

En la segunda aproximaciôn

e =
h2

Î2R
(14.16)

A base de (14.13) puede obtenerse, por analogia, la expresiôn para e en el 
caso de otras formas de la secciôn transversal. En la tabla 30 se dan los radios 
de curvatura rn de la capa neutra para las secciones de diferente forma. A partir 
de (14.12), siendo conocidos rn, pueden determinarse las magnitudes e. Para 
algunas formas de la secciôn transversal se puede determinar e por la tabla 31.

§ 82. Càlculo a la resistencia

La condiciôn de resistencia para una barra de curvatura pequena cuando 
en su secciôn actuan el momento flector y la fuerza normal (fig. 273, a) tiene 
el aspecto

siendo F el ârea de la secciôn; Wt el môdulo de la secciôn (véase el § 11).
Para una barra de curvatura grande a base de (14.9) la condiciôn de resis

tencia serâ

En este caso se deben examinar los puntos de la secciôn, en los cuales las tensiones 
totales de flexiôn o tracciôn serân mâximas (fig. 273, b, c, d). Para esos puntos 
se debe sustituir en la fôrmula (14.18) y  =  h} o bien y =  h2 y, respectivamente, 
rn -  y  =  Ri o bien r„ -  y  =  R2.

SL la vigueta de curvatura grande estâ hecha de un matcrial, para el cual 
las tensiones admisiblcs de tracciôn [<7+ ] y compresiôn [o-_] son diferentes 
(algunas clases de fundiciôn, plâsticos, etc.), las condiciones de resistencia tienen 
que cumplirse para los puntos extremos de la secciôn tanto en la zona traccionada 
como en la comprimida.

§ 83. Determinadôn de los desplazamientos

Para determinar los desplazamientos en las barras de cualquier curvatura 
es cômodo valerse del método de Mohr (§ 69).

En las barras de curvatura pequena se puede prescindir de la deformaciôn 
longitudinal y de deslizamiento, y en el caso de flexiôn plana utilizar la fôrmula 
de Mohr en la siguiente forma:

O mdx — (14.17)

O'mâx — (14.18)

(14.19)
s
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Durante la flexiôn plana de la vigueta de curvatura grande la deformaciôn 
del elemento debida a la aociôn de los esfuerzos MP y NP consta del alargamiento 
A(ds) del segmento ds del eje y el giro relativo d9 de las secciones que delimitan 
el elemento (fig. 274, a, b). El àngulo recfproco de giro de las secciones A dtp =  dOt 
debido al momento flector puede determinarse de (14.8), donde eF =  |SX| =  S9

MP d(p MP ds
du* =  --------- =    •

3 ES ESRq

El àngulo de giro de las secciones originado por las fuerzas axiales a causa 
de una longitud no igual de las fibras del elemento (fig. 274, b) es

d0% =
NPds 
E F R q ’

El àngulo de giro completo es

dO =  d$i +  dd2 =
Mpds
ESR*

Npds
EFRq

(14.20)

El alargamiento del elemento a causa de la acciôn de las fuerzas axiales es

A(ds)j =
Npds

E F

El alargamiento debido al giro de la secciôn en un àngulo d0l es

A(ds) 2 =  e d0x =
MP ds MP ds
ESRq EFRq

El alargamiento completo de la fibra axial es

Aids) =  A(ds\ +  A(ds\
NPds
E F ~ +

Afp ds 
E F R q #
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Sustituyendo (14.20) y (14.21) en la fôrmula de los posibles desplazamientos, 
hallamos la fôrmula general para determinar los desplazamientos de la vigueta 
de curvatura grande

J iP C\M iM p  
J L ESR0

Nt M P +  Mi N P 
EFRq

+
NjNp

EF +  k Qi Qp
GF

(14.22)

En la prâctica, generalmente, se prescinde de la influencia de la fuerza trans
versal, a causa de lo cual en (14.22) falta el ültimo sumando.

En las tablas 32 y 33 se dan las expresiones para determinar los despla
zamientos del extremo libre de la barra circular en voladizo de secciôn transversal 
constante para diferentes esquemas de su solicitaciôn, y en la tabla 34, los valores 
de las intégrales definidas que se encûentran con frecuencia al determinar los 
desplazamientos en las barras curvas.

Tabla 30

Radio de curvatura de la capa neutra rn para las 
secciones de diferente forma

Secciôn (C es el centro
de gravedad) rn

Rectângulo

y

, W T '
%w " ec

y
■ M 'lc

eT,.

h

In

h

h
1 ”  ~2R

Trapecio

h{b2 +  b0
b1R2 —

In —  -  (*i -  *>)]
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Continuation de la tabla 30

Secciôn (C es el centro
de gravedad) rn

en T

en T

m T/i T

n

Doble T

Secciôn canal

/ü.
oc

rn =
b2h2 4-

R* R,b2 ln —-  4- by ln----

b2h2 +  M i
b2 ln —-  -h h  ln 

y?2 Ry

bjhj 4" b2h2 4~ bjiz
jRo iîj

6, ln —  4- b2 ln —  4- bz ln —
A j  K  2  3

byh\ 4" 2.b2h2

b} In 4- 2b2\n
Rs. — h-i
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Continuation de la tabla 30

Secciôn (C es el centro
de gravedad)

Triângulo

Triângulo

rn

r r2 r 2
2 In —  -  

[ h

2 I 1 -  —  l n - ~ ll R* Ri J

d2
4(2R -\i4R2-  d2)

Secciôn anular
y 4R2 -  d2+  lf4R2 - D 2 

4
_________ D2 — d2________
4 ( \4 R * -d 2 ~  y 4W ^ H )2)
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Continuaciôn de la tabla 30

Secciôn (C es el centro de gravedad)

Secciôn ovalada

d2
AQ.R-V4R' -  d*)

Valor del coefidente k en la fôrmula e =  kR
Tabla 31

Secciôn

Rectângulo.

h
a =  R - R > = T

R
ka

1,2
1.4 
1,6 
1,8 
2,0 
2,2
2.4 
2,6 
2,8
3.0
3.5
4.0
6.0 
8,0

10,0

0,305
0,204
0,149
0,112
0,090
0,077
0,065
0,055
0,047
0,041
0,028
0,021
0,0093
0,0052
0,0033

en T 1,2
1.4 
1,6 
1,8 
2,0 
2,2
2.4 
2,6 
2,8 
3,0

0,418
0,299
0,229
0,183
0,149
0,125
0,106
0,091
0,079
0,069

394



Cotitinuaciôn de la labia 31

Secciôn
R
a k

*j — 4̂ 2 j *j 1,5*2, 
ht =  4,5*2; 
a =  R — i?3 =  2,04*2

Doble T

a) *i — 6*a; *3 — 4*2;
*j =  2b2 î *a == 3*2 *
*3 =  V
a — R — R) =  2,34*2

3,5
4.0
6.0 
8,0

10,0

1,2
1.4 
1,6 
1,8 
2,0 
2,2
2.4 
2,6 
2,8
3.0
3.5
4.0
6.0
8.0

10,0

0,052
0,040
0,018
0,010
0,0065

0,409 
0,292 
0,224 
0 178 
0,144 
0,120 
0,103 
0,089 
0,077 
0,067 
0,049 
0,038 
0,018 
0,010 
0,0065

b) *j = *3 = 3*,;
*1 =  *3 =  *2 ; *2 =  4*2 ÿ

a — R — R\ =  3*2

1,2
1.4 
1,6 
1,8 
2,0 
2,2
2.4 
2,6 
2,8
3.0
3.5
4.0
6.0 
8,0

10,0

0,408
0,285
0,208
0,160
0,127
0,104
0,088
0,077
0,067
0,058
0,041
0,030
0,013
0,0076
0,0048
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Continuaciôn de la tabla 31

Secciôn

C> 6j =  63 =  66g

hj — hz =  bt ; ht =  46a y 
a =  R — Rj =  3b»

Trapecio

a =  R — R} =  — h 
9

b)
6, =  4V, h =  5^; 
a =  R — Æi =  26, =  

=  0,4/i

1,2 0,453
1,4 0,319
1.6 0,236
1.8 0,183
2,0 0,147
2,2 0,122
2,4 0,104
2,6 0 090
2,8 0,078
3,0 0,067
3.5 0,048
4,0 0,036
6,0 0,016
8,0 0,0089

10,0 0,0057

1.2 0,336
1.4 0,229
1.6 0,168
1.8 0,128
2,0 0,102
2,2 0,084
2,4 0,071
2,6 0,061
2,8 0,053
3,0 0,046
3,5 0,033
4,0 0,024
6,0 0,011
8,0 0,0060

10,0 0,0039

1,2 0,352
1.4 0,243
1,6 0,179
1,8 0,138
2,0 0 110
2.2 0,092
2,4 0,078
2.6 0,067
2,8 0,058
3,0 0,050
3,5 0,037
4,0 0,028
6,0 0,012
8.0 0,0060

10,0 0,0039
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Continuaciôn de la tabla 31

Secciôn
R
a k

Triângulo que tiene 

3
h =  —  b y a =  R — j =  

h b

1.2
1.4
1,6
1.8
2,0
2,2
2.4 
2,6 
2,8
3.0
3.5
4.0
6.0 
8,0

10,0

0,361
0,251
0,186
0,144
0,116
0,096
0,082
0,070
0,060
0,052
0,038
0,029
0,013
0,0060
0,0039

Cfrculo

1.2
1.4
1.6
1,8
20
2,2
2.4 
2,6 
2,8
3.0
3.5
4.0
6.0 
8,0

10,0

0,224 
0,151 
0,108 
0,084 
0,069 
0,058 
0,049 
0,042 
0,036 
0 030 
0,022 
0,016 
0,0070 
0,0039 
0,0025
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Continuaciôn de la tabla 31

Secciôn
R

ka

Secciôn anular 1,2
1.4 
1,6 
1,8 
2,0 
2,2
2.4 
2,6 
2,8
3.0
3.5
4.0
6.0 
8,0

10,0

0,269
0,182
0,134
0,104
0,083
0,068
0,057
0,049
0,043
0,038
0,028
0,020
0,0087
0,0049
0,0031
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Tabla 34
Valores de las intégrales definidas que se encuentran frecuentemente al determinar 
los desplazamfentos en barras curvas

Limites de integraciôn

Intégral
de 0 a a de Oa 4 d«0 a | de 0 a TT

 ̂sen <p dtp 1 — cos a 0,293 1 2

 ̂cos tp d(p sen a 0,707 1 0

 ̂senV dtp
1 a

-------sen 2a H-------
4 2

0,143 0,785 1,571

 ̂cos2 tp dtp
1 . a

—  sen 2a H-----
4 2

0,643 0,785 1,571

^senVcosp*/p
sen3a

~~~3_
0,118 0,333 0

 ̂cos2ç> senp d<p
1 — cos3a 

3
0,216 0,333 0,667

 ̂sen 2 <p dtp
1 cos 2a
2 2

1
~2

1 0

 ̂cos 2 <p d<p !i sen 2a 
2

1
"T

0 0

c 'V sen tp cos <p dtp

l
! sen2a 

2
0,25 0,5 0

 ̂ (p sen (p dtp sen a — a cos a 0,152 1 3,141

 ̂ tp cos tp dtp cos a +  a sen a — 1 0,262 0,571 - 2

 ̂ <p sen2ç> dtp - i -  (a2 — a sen 2a) —

-----— (cos 2a — 1)
8

0,0833 0,868 2,47

 ̂ tp cos2 tp dtp —  (a2 -f a sen 2a) +  
4

-f —  (cos 2a — 1) 
8

0,226 0,368 2,47
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Continuation de la tabla 34

Limites de integraciôn

Intégral n _ 71 de 0 a nde 0 a a de 0 a --- 4 de 0 a —-

sen 2a a cos 2a
0,785 '

j
-1 ,5 7 1

|
<p scnltp dtp

4 2
0,25

<p cos 2 tp dtp —  (cos 2* - 1 ) 1
4 i

0,143 - 0 ,5
! 0

a sen 2a 1
+ ---- -i—  !2 i

sen (a— tp) sen tp dtp
sen a a cos a 

2 2
0,076 0,5 1,571

cos(a — tp) sen tp dtp
a sen a 0,278

Ii
0 785

i
! o

I



Capitulo 15

CÀLCULO DE C1L1NDROS DE PAREDES GRUESAS 
Y DISCO S GIRATORIOS

§ 84. Cilindro de paredes gruesas sujeto a presiôn inteiior 
y exterior
Un cilindro se considéra de paredes gruesas si el espesor de su pared es mayor 

que una décima de su radio medio. Veamos un cilindro de paredes gruesas soli- 
citado  por una presiôn interior (pj) y una exterior (p2) (fig. 275); y r2 son, 
respectivamente, los radios interior y exterior del cilindro. A  consecuencia de 
la  simetria axial del cilindro y de las cargas las tensio- 
nes y deformaciones en el cilindro seran también simétri- 
ca s  con respecto a su eje.

Separemos mediante dos secciones perpendiculares 
a l eje del cilindro un anillo de longitud unitaria (fig.
275). Cortemos de ese anillo un elemento abdc (fig.
276, à) por medio de dos pianos que pasan a través del 
eje  del cilindro y que forman entre si un ângulo dOt y 
d o s superficies cilindricas de radios r y r \ dr (fig.
276 , b). Por las caras de ese elemento actuarân las 
tensiones radiales o T y tangenciales oQ que sustituyen la 
acciôn  de la parte eliminada del cilindro y satisfacen 
la s  condiciones de equilibrio del elemento. Es évidente 
q u e Oq y or seran las ‘ tensiones principales.

Empecemos la determinaciôn de o r =  f (p lt p2, r) y 
a0 — r) por el examen de la parie esiâiica del
problèm e y con'.pongamos las ecuaciones de la estâtica 
d e  acuerdo con el sistema de coordenadas aceptado 
(fig. 276, c):

S j r = 0 ; £ y = 0 .
Gracias a la simetria del elemento la segunda 

condiciôn se satisface idénticamente, y la primera, 
una vez sustituidas las expresiones para los esfuerzos, 
aspecto:

tomara el siguiente

“  Grr dG -b (or -f dor) (r H dr) dû — 2 |  a Qdr sen — j  =  0.
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dO de
Tomando sen —  =  —  y prescindiendo de las magnitudes de segundo

orden de pequefiez, obtenemos

de r
0 5 .»

Esta ecuaciôn contiene dos tensiones incôgnitas: crQ y cr. Para hallarlas es 
necesario examinar las partes geométrica y fisica del problema lo que permitirâ 
representar la ecuaciôn (15.1) por medio de los desplazamientos.

Denotemos por u el desplazamiento radial de la superficie cilfndrica de 
radio r (fig. 276, d)\ enfonces el desplazamiento de la superficie cilindrica de 
radio r -f dr sera u +  du. El alargamiento unitario del elemento de longitud dr 
se expresarâ mediante la fôrmula

er
du
~d̂

(15 2)

El alargamiento* unitario en la direcciôn tangencial (circunferencial) es igual a
(r +  u) dO — rd 0 u

rdÔ =  7 (15.3)

Analizando la parte fisica del problema representemos las dcpendencias 
entre las tensiones y las deformaciones segun la ley generalizada de Hooke con 
arreglo al estado tensional piano en la siguiente forma:

<Tr =  +  /*«•>;

E
<T«=  +

Tomando en consideraciôn (15.2) y (15.3) obtenemos

Sustituyendo (15.4) en (15.1) hallamôs la ecuaciôn diferencial de los despla
zamientos

du  1 du 
d t* + ~ r 'd r

U

~r*
0. (15.5)

Escribiendo esta ecuaciôn como sigue

después de su doble integraciôn obtenemos la soluciôn general

U =  CyT +  Ca — f
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siendo C] y Ct las constantes de integraciôn determinadas a partir de las condi- 
ciones de frontera. Para nuestro caso taies condiciones de frontera son las siguien-
tes: ( a r ) r — r ,  =  - p ,  y (ar) r - r , =

Sustituyendo (15.6) en (15.4) hallamos

"• -  [(1 + <■> c > +  ~ r ~ c - \-

(15.7)

(15.8)

Al sustituir las condiciones de frontera en (15.7) obtenemosE[U + p) c, - 1 -Pcl--p1 ri M 1 t
E 1|\i + P)Ct - 1 -P

4-*l r\
Resolviendo juntas estas ecuaciones hallamos

C ,=

C i 1

1 nPi -  r2Pi
2n n

1 + P n rî(Pi - Pt)
2 2 ri -  n

Sustituyendo los valores de las constantes C, y C2 en (15.6)—(15.8) halla- 
remos las fôrmulas defînitivas para determinar el desplazamiento radial u y 
las tensiones (fôrmulas de Lamé):

1
u =

r & i  — r l p i  1 +  p  r? rf(p, -  />,) 1
—  r H------—  • ----    —  • —

=

2 2 r2 -  ri
2 2r\Pi — nPt

2 2 r2 — ri

^ r2 -  ri

rî rlpyj -  p,) £
„2 r 2 r2r2 — ri r

2 2 2 2 / V -riPi -  r2p2 ri r2(p1 -  /73) 1(7* =  ■ "-■■■■ * —■9 ,2 ,2 ^  ,2 2 r*rj — ri 2̂ — ri '

Sumando (15.10) y (15.11) nos convencemos de que 

aT +  a9 =  const,

por lo tanto,

(15.9)

(15.10)

(15.11)

p
------- — (<r, +  ff9) =  const,

JUê

es decir, las secciones transversales del cilindro durante la deformaciôn siguen 
siendo planas. Las fôrmulas (15.9)—(15.11) son justas para un cilindro infinita-
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mente largo y sirven para la utilizaciôn en las secciones del cilindro bastante 
alejadas de los fondos, si éstos existen.

Siendo présentes las cargas axiales N  que actüan sobre el cilindro, en parti- 
cular, cuando hay fondos, en sus paredes aparecen tensiones axiales

N N

En este caso en (15.9) aparece el sumando

A ZAu =  — ii — r 
E

(15.12)

(15.13)

sin cambiar las tensiones ar y o$.
En el caso particular cuando falta la presiôn exterior (p2 =  0» Pi ~  p)> las 

formulas para determinar las tensiones y los desplazamientos en el cilindro de 
paredes gruesas pueden escribirse asi :

05.14)

(15.15)

A de mas

u
E "

1 +  P 
E

2 2n n p
~2- 2 -  ri

1
r

(15.16)

siendo

1 +  k2
(15.17)

r2 ’

E) desplazamiento radial de la superficie interior, es decir, el aumento del 
radio interior es igual a

r* t t + k *  \
( «  r =  rl E  _  k 2  + ! J y -

Para la superficie exterior del cilindro se tiene

=  0 ;

2k2
k 2P\

-  -
2 k2

E 1 -  k2 'P-

(15.18)

(15.19)
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Los diagramas de las tensiones para cl caso en cuestiôn, cuando k =  — =-
r2

=  0,5, pueden verse en la fig. 277, a. Las tensiones a lo largo del radio cambian 
segün una le y hiperbôlica. Los puntos peligrosos (puntos de tensiones màximas)
estân situados en la superficie interior 
del cilindro, cuando r =  r , .

Del anâlisis de (15.17) se dcspren- 
de que cuando r2 -► oo y k 0,

KW-r, =  ~P>

(«olrr, “  P-

Utilizando — supongamos — la tercera 
teorfa de resistencia se tiene

tfeqin = 0 , - 0 3  <  lo i  (15.21) 

En el caso limite cxaminado (k -> 0)

ai = ( 0oV=ri ^ P’ 
a condiciôn de resistencia (15.21) serâ

2 p <
de donde

P <

«* =  (ffr V .r ,  ~  ~~ P

[a]

[a\

Asi pues, el cilindro con pared bastante gruesa no admite la presiôn interior 
mayor que cierta magnitud, es decir, el aumento del espesor de la pared del cilindro 
no siempre es una medida eficaz de aumentar la resistencia.

Veamos el caso particular cuando fait ci la presiôn interior {pl ~  0, p2 ”  p l  
Las formulas (15.9) —(15.11) tendrân el siguiente aspecto:

1 -  P
9

rriP _ _ l +  F rirï p 1
(15.22)

E 2 2 r> — r ! F 2 2 i* ’^  — /’i ’
O ( , •“ \

Or =
r o — l'i

(15.23)

1M)'- (15.24)Ge = «> o 1
ri — / ï

Como se ve de (15.23) y (15.24), ambas tensiones en este caso son de com- 
presiôn, con la particularidad de que |cr0 l >  |a r |. En la superficie interior

(“P r - r ^ O ;  0 5 .25 )

~  (15'26)

(«)r=r i (15.27)
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En la superficie exterior del cilindro

( f f r ) r - r ,  =  - P ’

1 -f-fca
W r - r =  -  P> (15.28)

K - r , (1 5 .2 9 )

Los diagramas de las tensiones ar y <re, cuando k =  — =0,5, pueden

verse en la fig. 211 % b. La tensiôn mâxima de valor absoluto es en la superficie 
interior del cilindro; precisamente esos puntos son los peligrosos. Considerando 
en la fôrmula (15.22) r, =  0 y r — ra, hallamos la magnitud del desplazamiento 
de la superficie exterior para el cilindro macizo:

(15.30)

En la tabla 35 se dan las fôrmulas de câlculo para cilindros de paredes 
gruesas con diferentes esquemas de solicitaciôn.

§ 85. Câlculo de cilindros compuestos

Con el propôsito de obtener una distribuciôn de las tensiones mâs uniforme 
por el espesor de la pared y descargar las capas interiores a Costa de una mejor 
utilizaciôn de las exteriores, se hacen cilindros compuestos, poniendo con apreturas 
un cilindro sobre el otro (de ordinario, mediante ajuste en caliente). En taies 
cilindros la magnitud de la presiôn interior admisible puede ser mucho mayor 
que en un cilindro entero, propiedad que se utiliza al fabricar canones.

Al encaj ar un cilindro sobre el otro con apretura las tensiones circunferenciales 
en el cilindro interior son de compresiôn, y en el exterior, de tracciôn. El diagrama 
de las tensiones que aparecen después del ajuste puede verse en la fig. 278, a

Fig. 278

Bajo la acciôn de la presiôn interior en tal cilindro compuesto surgen tensio
nes determinadas mediante las fôrmulas (15.14) y (15.15) como para un cilindro 
entero y caracterizadas por los diagramas mostrados en la fig. 278, b, Una vez 
sumados los diagramas de las tensiones dados en las figs. 278, a y 278, 6, obten- 
dremos el diagrama real (fig. 278, c) que tiene lugar en el cilindro compuesto 
cuando las tensiones son interiores.
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Del diagrama total se ve que las tensiones en la pared del cilindro compuesto 
son distribuidas mâs uniformemente que en la pared entera (el diagrama se muestra 
con Hnea de trazos), por eso en los cilindros compuestos la utilizaciôn del material 
es mâs racional que en los enteros.

En el câlculo de cilindros compuestos lo principal es determinar la magnitud 
de la presiôn pc en la superficie de su contacta, siendo dada la apretura S que

es la difercncia entre el diâmetro exterior del cilindro interior /  y cl diâmetro 
interior del cilindro exterior II (fig. 279). Es évidente que la disminuciôn del 
radio exterior del cilindro interior uj y el aumento del radio interior del cilindro 
exterior wn  son iguales a la mitad de la apretura:

l « i l +  l « n l =  j -  (15.31)

Teniendo en cuenta que ô es bastante pequena en comparaciôn con el radio 
de la superficie de contacta, consideramos que r2I=  r,n  =  rc (rc es el radio 
de la superficie de contacto del cilindro compuesto).

La presiôn de contacto p c serâ exterior para el cilindro interior e interior 
para el cilindro exterior.

Denotemos

El desplazamiento radial de la superficie de contacto del cilindro interior 
lo determinamos mediante la formula (15.29):

rc /  1 +  ki \
*r'T ” <15-32)

del exterior, por la fôrmula (15.18):

Sustituyendo los valores absolutos de estos desplazamientos en (15.31) 
se tiene

r c

Et
1 +  k\ 

1 ~ k \
+  ^ P c  =  ~ ,
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de donde, resolviendo la ecuaciôn respecto a p .t hallam os

ô
2

Pc =
rc
Ei

1 -h k \ 

1 - k \

(15.34)

Si los cilindros componentes estân fabricados de un niismo material, la 
formula se simplifica y se transforma en

ÔE ( l - * ï ) ( l - * g )
p c — —  • -----------------------------------------------------— • (15.35)

~rc (1 +  kl) (1 — k%) +  (1 +  ko) (1 — Aï)

Por el valor hallado de p c — f(S) sedeterm inan las deformaciones iniciales 
en los cilindros interior (fôrmulas (15.23), (15.24)) y exterior (formulas (15.14), 
(15.15)). Las fôrmulas (15.34) y (15.35) son validas si las tensiones no rebasan 
el limite de proporcionalidad. Si durante el encaje aparecen deformaciones plâs- 
ticas, los esfuerzos verdaderos p c serân menores que los calculados.

§ 86. Tensiones térmicas en los cilindros 
de paredes gruesas

En el caso de calentamiento no uniforme de cilindros de paredes gruesas, 
en ellos se desarrollan tensiones térmicas. Durante su câlculo la ecuaciôn de 
equilibrio (15.1) y las relaciones geométricas (15.2) y (15.3) obtenidas anterior- 
mente no cambian, mientras que las dependencias fisicas serân un poco diferentes.

Designando por t(r) el crecimiento de la temperatura que dépende del radio 
corriente r, y por a, el coeficiente de dilataciôn lineal, y tomando, ademâs, los 
valores del môdulo E y la relaciôn de Poisson correspondientes a la tempera
tura media de la pared, cscribamos la ley generalizada de Hooke a s i:

1
*Z - ~ -  P°r — /trro) +  ) =  const;

1
Fr =  TT (°r “  P<*z ~  /<<7ü) +  *'('*);

1
*0 ~  - (ce— POz— t^r) -1- oa(r).

(15.36)

Resolviendo estas ccuaciones respecto a las tensiones, obtenemos 

E
(T..

° r

(1 -E/0(1 ~  2/0 

E
(1 H- /OU ~  2/0

[(1 — p)e£ -f per -f ,ne0 — (1 H- /O a/(r)]; (15.37) 

[(1 -  /«) *7 +  /<£0 -h j<e2 -  (1 -h /O a/(r)]; (15.38)

(Jq =  — -----— -----   [(1 -  p)e0 +  /ier -r pe2 -  (1 +  /i) «/(#-)]. (15.39)
(1 -I-/0 U -  2//)
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Teniendo en cuenta que

du u
y *0 -  . (15.40)dr r

hallamos, después de la sustituciôn en la ecuaciôn (15.1) de las expresiones (15.38) 
y (15.39),

d 2u 1 du u 1 I fi di(r)
dr2 r dr r2 1 — /i dr

(15.41)

Conocicndo la ley del cambio de la temperatura / -= /(/•), se puede determinar 
de la ecuaciôn (15.41) el desplazamiento.

Escribiendo de nuevo (15.41) del modo siguiente:

d  J 1 d(ur)
dr r dr

1 -f /< di(r)
--------- a ------
1 -  n dr

obtenemos después de la doble integraciôn de esta ecuaciôn

u i 1 +/«
/  ’ 1 -  fi

| <xt(r) rdr -f H- —  . (15.42)

Las constantes de integraciôn C, y C2 las determinaremos de las condiciones 
para ar en las superficies interior y exterior del cilindro

=  0; (or) , . rt =  0. (15.43)

Introduciendo (15.40) y (15.42) en (15.38) se tendra

° r
E 

1 H- /< 1 “  /<
i r c ,
— \ «'O),d r+ -—  i- 
/ - J  1 -  2/<

Q /.---- - L -------------  £
r* l - 2/i \

Suslituyendo esta expresiôn en (15.43) y resolviendo el sislema obtenido 
de dos ecuaciones respecto a las constantes de integraciôn, hallamos

(1 -i /Od -  2/<) 1 f
C, =- ------- ;------------------• —------ ( V al (r) rdr -  /<t. ;

rjj ~  rï  J1 - /«

1 4- M r ï C
C% =  — ------  • ----------- \  <xt(r) rdr.

1 -  /* /•h - r \ )
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Después de sustituir (15.40) en (15.37)—(15,39) y teniendo en cuenta (15.42) 
y los valores hallados de C3 y Ca, résulta

r 2 r*

[  - 1 -  J «<M«* +  — '«fr) " * ]  ; (15.44)

rl  rl
r  r«

E f  1 f  r2 +  r ? f  1
^  =  -------  “  \  a/(r) rdr +  —------—  \  oct(r) rdr -  <x/(r) ; (15.45)

1 — L 3 (r2 -r?)r»J J
ri rt

°z  =  ^ a /(r )  r d r  +  (1 "  A1) «r ~  « f M  j • (1 5 .4 6 )

ri
La incôgnita ez que figura en la tiltima fôrmula puede hallarse, en el caso 

de la dilataciôn libre del cilindro, partiendo de la condiciôn de ausencia de la 
fuerza longitudinal en la secciôn transversal del cilindro:

o bien

N =
lit r8

 ̂  ̂az r dr d<p =  0
o rt

(15.47)

 ̂az r dr =  0. 
ri

Sustituyendo en la ültima igualdad la expresiôn para az (15.46) hallamos

*2 =  —  («/(rjrrfr.
r î - r V

ri

La fôrmula (15.46), contando con la expresiôn obtenida para e2t toma el aspecto:
r%

az =  J «/(r) r dr -  a/(r) j . (15.48)

n
r%

Es posible calcular la intégral  ̂a/(r) r dr y determinar las tensiones cuando
rx

es conocida la ley del cambio de la temperatura /(r) por el espesor de la pared. 
Si la ley del cambio de la temperatura es lineal

*(r) =  7’— —- » (15.49)
r2 -  r,
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donde T =  tt — /a; tx y /2 es la iemperatura en la superficie interior y exterior* 
respectivamente.

Sustituyendo (15.49) en (15.44), (15.45) y (15.48), hallamos después de la 
integraciôn

- 3  (  J l \  „ 3  „ 3 -EaT
' 3(1 — p) (ra

EaT
00  =

3(1- / 0 ( r ,  

EaT

(15.50)

(15.51)

3 0 .......... • '  -  <15-52>
Las tensiones cerca de la superficie interior del cilindro cuando r =  r, serân

(0 r ) r —r1 =  0 ;

EaT

___  L  2(r| -  r\Y]

- ' « U  r l - r \ [

3(1 -  M) fa -  r,) 
Cerca de la superficie exterior cuando r =  r2

K W ,  =  0 ;

K » ] (15.53)

, , , EaT f  2{rl -  a )  1
ffz r- r* =  3(1 -  ^) (r, -  r,) P  rl -  r\

(15.54)

Los diagramas de distribuciôn de las tensiones térmicas por el espesor de

la pared del cilindro con relaciôn k =  — =  0,5 para p =  0,3 se dan en la
r%

fig. 280, a.

Fig. 280

En el caso de la ley logarlimica del cambio de la temperatura en la pared 
del cilindro de paredes gruesas

T r2



Al sustituir (15.55) en (15.44), (15.45), (15.48), y hacer la integraciôn, las
form ulas para la determ inaciôn de las tensiones ar> aQ y az tendrân, respecti-
vam ente, el siguiente aspecto:

2 ( 1 - / O  ln

2(1 - 1,) '  ' ■ 5 - r ï l  '* }  ' . J

——  r  [ 1 -  2 In — -  , ln — 1 .

2( l - r f l n  - I -  r '' J

(15.56)

(15.57)

(15.58)

Cerca de la superficie interior del cilindro, para r =  r,, las tensiones

=  o;

EaT

2 ( l - / 0  In -  
ri

L »2— 'T 1

Cerca de la superficie exterior cuando r =  r2

(« r> r-rt =  0 

EaT
(«■«Jr-r, =  =

2(1 — /.) ln - i

(15.59)

7  f 1 ~  ^ - : , ln —]•  05.60)>2 L r2—rl J
Los diagramas de distribuciôn de las tensiones térmicas por el espesor de

r}
la pared del cilindro con relaciôn k =  — = 0 , 5  cuando  ̂ =  0,3 en el caso

''2
del cambio de la temperatura por la ley logaritmica se dan en la fig. 280 b.

Cerca de los topes del cilindro las tensiones determinadas mediante las for
mulas dadas pueden tener lugar solamente en el caso de que aquéllos estén 
sometidos a la carga superficial que varia de acuerdo con la formula para az .

§ 87. Câlculo de discos giratorios

El disco giratorir expérimenta de ordinario tracciôn, bajo la acciôn de las 
fuerzas centrifugas que son para él la carga principal, asi como flexion. Durante 
el calentamiento no uniforme en este pueden surgir tam bién tensiones térmicas. 
Ordinariamente, la carga y el campo térmico son simétricos respecto al eje del 
disco, a causa de lo cual la tension es funciôn de la distancia desde el eje de 
rotaciôn.

Analizando un d isco  fino piano de espesor constante h podemos considerar 
que las tensiones estân distribuidas uniformemente por su espesor y faltan tensio-
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nés paralelas al eje del disco (a2 =  0). Asf pues, el problema de la determinaciôn 
de las tensiones en el disco se reduce al llamado problema piano de la teoria 
de la elasticidad, precisamente, al problema sobre el estado tensional piano.

ySi un disco, cuya masa especifica del material es igual a — , gira con velo-
8

cidad angular co, las fuerzas de masa que actuan sobre el elemento separado del

disco (fig. 281, a) pueden ser representadas por la résultante (fig. 281,6) que se 
encuentra en el piano medio del disco y es igual a

dm co2r =  — hr dO dr • ccrr.
8

Escribamos la condition de equilibrio del elemento proyectando todas las fuerzas 
sobre el eje x :

7 ° ° ~ (15.61)
8dr

r —  +  or — gq — -  co2r2 =  0.

Las ecuaciones geométricas y ffsicas para el câlculo de los discos son las 
mismas que en el problema de Lamé ((15.2)—(15.4)). Por eso la ecuaciôn dife- 
rencial (15.61) respecto a los desplazamientos, contando con (15.4), tendrâ 
el siguiente aspecto:

d2u 1 du u
dr2 ^  r dr r2 

Volviendo a escribir (15.62) en la forma: 
d 

dr

1 - v arr.

1 d(ur)\ l - /< 2 y
—  •--------| =  — --------- - • —
r dr J E

— co*r 
8

e integrândola dos veces consecutivamente, hallamos

u =  CjT + l - / ^ 2
8 E

— cû‘r*

Al sustituir (15.63) en (15.4) se tiene

C2 3 +  (
Or  = Q +  - 2 -  ^  coV2;

8
y_
8

l +  3/< y
8 8

(15.62)

(15.63)

(15.64)

(15.65)
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Las constantes C, y Ca (por consiguiente, Cj y C2) se determinan < 
de las condiciones de frontera. Para el disco con orificio central en el caso 
se tienen las siguientes condiciones en el contomo interior (r =  r,) y 
(r =  ra):

<Pr)r-r t =  <rr;

Estas condiciones, de acuerdo con (15.64), dan dos ecuaciones, a saber:

Q 3+/* # y

r î " 8 g

£» 3 + / i a y
r2r2 8 *

■ co2ri ;

C0V2.

4  . 3 + a. y
— r\ °r* g

r2r2r2rl rlr2 3 +  ^ y
r 2 _  .2r2 rl r f - r ? * ' *  8 g

Solucionando juntamente este sistema de dos ecuaciones hallamos

r2 ~ rï ' r2 ~ rï  ‘ °  *

„2„2 «2„2 « ,
r 2r i  r i r2 3 +  p y  _ „ _

En el caso de que arj =  0 y o*ri =  0#

3 +  u y 
c , =  — —  • -- co\rl +  r|);

Ct -  g  ̂ cù rxr.v 

Sustituyendo los ültimos valores de Cj y Ca en (15.64) y (15.65) hallamos

3 +  /* # y
/  r2_2 

2 / 2 1 2 1̂̂ 2 .
*r = 8 g a  +  ' i -  - r

1
8

b y
g

œ2\ (3 + / . ) f r f  +  4 + î— )

Denotando

r
r2

3 +  jw y— = * ;  — =/>; — _— * — •û)2/-2 =  c;
8 £

1 +  3/i 
' 3 + / i

=  w,
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i partir 
general 
exterior

(15.67)

(15.68)

(15.69)

(15.70)

(15.71)

(15.72)

(15.73)



podemos escribir

ff0 =  c [l +  ** |̂ 1 +  ^  j -  «V*j •

(15.74)

La tension ar es positiva y alcanza la magnitud mâxima cuando p = ] fk =

f e u  =  < V -  k)\  (15.75)

La tension ae también es positiva para todos los valores de p y alcanza 
el mâximo cuando p =  k:

W m à x  =  C [ 2  +  (1 -  m)*2]. (15.76)

De la confrontaciôn de (15.75) y (15.76) se desprende que siempre tiene lugar 
la desigualdad (o )̂màx >  {<rr)màx. Por eso la condiciôn de resistencia debe escri- 
birse (por ejemplo, segün la IV teorfa) asf:

*eq iv =  (^)màx =  CP +  0  “  "O*2! <  M- 0*77)

En el caso del material fràgil hay que valerse de la teorfa de Coulomb—Mohr, 
la cual, siendo 0-3 =  <rz =  0 lleva a la mîsma formula (15.77).

Las fôrmulas para determinar las tensiones en el disco macizo (/*j =  0) 
tendrân, a base de (15.64) y (15.65), el siguiente aspecto:

, , - c ,  3+/  r
8 g

(15.78)

„  1 +  3 fi y 
°o =  c \ 0 * ‘ co r -8 g

15.(79)

Si falta la carga exterior en el contomo exterior (r =  r2), es decir, 
entonces hallamos de acuerdo con (15.78)

°rt =  0.

_  3 +a* y . ,  c , =  8 (15.80)

Sustituyendo (15.80) en (15.78) y (15.79) se tendrâ

<r, =  c( 1 — /»*); (15.81)
o0 — c( 1 — mp%). (15.82)

Ambas tensiones son positivas y aumentan al aproximarse al centro del disco. 
En el centro del disco cuando p =  0

Wmâ, =  (^)méx = c =  8 • g (15.83)
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(15.84)
Segun (15.3) el desplazamientp radial

Puesto que

résulta

k =  e0-r. 

e» =  -  (oe -M °r).

« =  (ff9 -  fiar). (15.85)
£

Para determinar el desplazamiento en el contomo exterior del disco es nece- 
sario sustituir en la fôrmula (15.85) los valores de r = r2; ae = ae^\ ar =  or 

En el caso del calentamiento no uniforme del disco se deben afiadir las tensio- 
nes térmicas a las tensiones provocadas por las fuerzas centrifugas y cargas 
de contorno (si taies existen). Las tensiones térmicas se determinan de igual 
manera que en el cilindro de paredes gruesas, por eso la ecuaciôn de equilibrio 
(15.61) ha de coincidir con la ecuaciôn (15.1) cuando œ =  0:

dor
r T ” °r ~~°o =  (15.86)

Las deformaciones unitarias,contando con la dilataciôn térmica, se determinan 
mediante las siguientes expresiones:

e r  =  —  ( P r  -  w d  +£

«0 =  4  (°e  -  V°r) +  a/W- E

(15.87)

Resolviendo conjuntamente estas ecuaciones respecto a las tensiones hallamos
E

or =

Oq =

1 — /i2

E

[«, +  -  (1 +

[£e +  f*er — (1 +  /i) «/(r).1 - f i 2
Tomando en consideraciôn (15.2) y (15.3) se tendrâ

(15.88)

E [du u 1

” ' - 7 T > k  +  ' 7 - ( 1 + ' H ;

E  T u du 1
(15.89)

Cuando el cambio de temperatura es lineal a lo largo del radio del disco,

o sea, /(r) =  T ------- - , las ültimas expresiones tendrân el aspecto
ra -  rx

E  [du u , x r — r, 1
° r  —  ---------- a \ —  +  P -------- (1 +  /O ------------- ;

1 “  H2 L dr r r2 — rx\
E  [ u du r — r, 1

» •  =  -:— J -  +  / ' t -  - 0  +  r t * T ---------1 .dr r2 - r x\

(15.90)
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El môdulo de elasticidad E  y la relaciôn de Poisson /i los consideramos 
constantes, no dependientes de la temperatura e iguales a sus valores para la 
temperatura media del disco.

Sustituyendo (15.90) y (15.91) en la ecuaciôn de equilibrio (15.86) se tendrâ

d 2u 1 du
+  7  "dr

U

T2
(15.92)

Escribiendo esta ecuaciôn en la siguiente forma:

d  T 1 d(ur) 1 1 +  fi
—  —  * -------------  I =    (Zi ,
dr r dr J ra — rt 

y después de una doble integraciôn hallaremos la expresiôn para el desplazamiento

u =  Bxr +  — +  1 +  ** ■ «7>a. (15.93)
r 3(r, -  r,)

Sustituyendo (15.93) en (15.90) y (15.91) hallamos para las tensiones

donde

B%
<*r =  Bi + r2

B%
ae ~  B\ — 3  —

T
3 (r2 ~  r j

aEr;

2
7

T
-------- aEr,
r2 *“  rx

E  

1 -A* (» . +
-  ' J

(15.94)

(15.95)

£

1 + / i
^ 2.

Las constantes Bl y 2?a pueden determinarse a partir de las condiciones de frontera 
cuando r =  r, ; (or)r=ri =  =  0 y r =  ra ; (pr)f9mr% =  0.

Las tensiones debidas a las fuerzas centrifugas y las tensiones térmicas deben 
sumarse. En el caso del cambio lineal dé temperatura a lo largo del radio, sumando 
los segundos miembros de las expresiones (15.64) y (15.94) al igual que (15.65) 
y (15.95), se tendrâ

L
°r  — B> +  — — 

r2

Lag = D -

3+jU
8

1 + 3  fi 
8

(ù*r _

g

y_
g

3(ra

’ cû r2 — — 
3

'i)
T

H -  ' i

aEr; 

aEr,

donde D =  C, +  Bx\ L  = C% 4- B2 son las nuevas constantes que deben deter
minarse a partir de las condiciones de frontera.
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Capftiilo 16

CÂLCULO DE BÔVEDAS DE PAREDES DELGADAS

§ 88. Câlculo de bôvedas de paredes delgadas 
por la teoria membranal

A la categorfa de bôvedas de paredes delgadas pueden pertenecer cisternas, 
tanques de aguav balones de aire y gas, cupulas de edificios, mamparos herméticos 
de aviones y buques, aparatos quimicos, piezas de los cuerpos de turbinas 
y motores de reacciôn, etc.

Veamos un elemento de la bôveda mostrado en la fig. 282, at b. En el caso 
general en las secciones que separan dicho elemento actuarân los esfuerzos y

Fig. 282

momentos lineales (que se refieren a la unidad de longitud de la secciôn) (fig. 282, a 
y 282, b, respectivamente), a saber: esfuerzos normales y esfuerzos 
tangenciales (deslizantes) y S2 ; fuerzas cortantes £?j y Q2 ; momentos flectores 
A/, y JW3; momentos torsionales M ltOT y M 2tor.

El de tomar en consideraciôn a todos los factores de fuerza mencionados 
durante el câlculo de bôvedas lleva a unas ecuaciones diferenciales iniciales bas- 
tante complicadas, cuya soluciôn, aunque sea para casos simples, ofrece grandes 
dificultades matemâticas. En muchos casos las ecuaciones iniciales pueden ser 
esencialmente simplificadas. Este propôsito se logra partiendo del propio carâcter 
del problema. Primero, si la bôveda es un cuerpo de revoluciôn y la carga es 
simétrica respecto al eje de la bôveda, el problema se denomina simétrico al eje 
y en este caso en todas las secciones formadas por los pianos que pasan a través 
dpi eje de simetrfa y las secciones ortogonales a éstas tienen lugar las igualdades

M Uor =  M Uot =  Si =  S2 =  0; Qj =  0 (o bien £>, =  0).

Segundo, si a base del tipo de la bôveda, carâcter de la carga y las üjaciones 
se puede llegar, por unas u otras razones, a la conclusion de que taies o cuales 
esfuerzos o momentos en todo lugar son pequenos en comparaciôn con otros 
esfuerzos o momentos, entonces se acepta que esos esfuerzos o momentos son 
iguales a cero. Por ejemplo, muchas veces se considéra que

A/j =  M 2 =  M Uox = A/jjtor =  Q] — Q2 =  0,

y, finalmente, se llega a la llamada teoria membranal (sin momentos) de las 
bôvedas.

425



En particular, la teoria membranal de las bôvedas se utiliza durante el câlculo 
de las tensiones en el tanque (fig. 283) que représenta una bôveda simétrica. 
Consideremos que las secciones méridionales de la superficie media de dicha

bôveda forman curvas suaves, y el espesor de ésta h es pequeno en comparaciôn 
con los radios de curvatura. Enfonces en el caso de sujetar los bordes del tanque 
de tal manera que en ellos pueden actuar solamente los esfuerzos tangentes a 
las curvas méridionales, se supone que la bôveda se halla en el estado tensional 
membranal.

El tanque mostrado en la fig. 283 estâ lleno (total o parcialmente) de gas, 
lfquido o materia pulverulenta, en el cual la presiôn es igual en todos los puntos 
del piano perpendicular al eje del tanque, représenta una bôveda que se encuentra 
no sôlo en el estado tensional membranal, sino en el simétrico al eje.

Separemos de la bôveda en cuestiôn un elemento rectangular curvilineo 
ABCD trazando dos secciones axiales a corta distancia y dos secciones orto- 
gonales a éstas y a la superficie de la bôveda. Designemos las longitudes de las 
caras del elemento por dsJ y ds2 (fig. 284). En las caras del elemento actuarân, 
respectivamente, los esfuerzos de tracciôn (en el caso de la presiôn interior) N2dsx 
y N xds2, Aquf N x y N2 son los esfuerzos normales que corresponden a la unidad 
de longitud del contorno del elemento

siendo at la lensiàn normal circunferencial (latitudinal o anular) dirigida por la 
tangente a la circunferencia de radio pt= px\ om, la tensiôn normal méridional 
orientada segün la tangente al meridiano de radio pm =  p2.

Examinemos la condiciôn de equilibrio del elemento, proyectando sobre 
la normal OOx (fig. 284) los esfuerzos interiores que actüan por el contorno 
del elemento, al igual que la presiôn p  actuando sobre el elemento separado 
de area ds1 • ds2 :

dç>t d(p2 d(p2
2Nlds1 sen —  4- N2dsx sen—  +  (^a +  ^Nt) ds3 sen —----pdsxds%— 0.

Tomando en consideraciôn la pequenez de los ângulos d<px y d<p2 y prescin- 
diendo de las magnitudes de segundo orden de pequefiez, hallamos

0,
Fig. 283 Fig. 284

N ,= a ,-h ;  N2 = am -h (16.1)

(16.2)
Pi Pt
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Tenicndo también en cuenta la expresiôn (16.1) y el hechô de que pt = px y 
Pm — Pu ballamos a base de (16.2)

at _  P_
Pt Pm h

(16.3)

La ecuaciôn (16.3) se conoce como la ecuaciôn de Laplace. Una ecuaciôn 
de Laplace es insuficiente para determinar dos incôgnitas <rt y om. La segunda 
ecuaciôn se obtendrâ con facilidad al examinar las condiciones de equilibrio de 
la parte inferior de la bôveda de radio r seccionada por la superficie cônica 
(fig. 285):

Âa cos a • 2nr — pnr2 — Qi — Qp=  0,

siendo Qi el peso del lfquido o la materia pulverulenta que se encuentran en la 
parte considerada del tanque; Qp, el peso propio de la parte considerada del 
tanque.

De aqui se deduceel esfuerzo lineal en la secciôn examinada de la pared

Nt =  P- —  +  - —
2 cos a 2nr cos a

(16.4)

Una vez conocido N2t determinemos la tensiôn normal méridional om por medio 
de (16.1) a partir de la formula

pr Qi +  QP 
2/icosa In rh co sa

(16.5)

Puesto que el problema de determinaciôn de las tensiones en las paredcs 
del tanque se resolviô suponiendo que las tensiones estân distribuidas uniforme- 
mente por el espesor de ellas, no fue necesario analizar las partes geométrica y 
fis ica del problema, es decir, dadas estas suposiciones, el problema del câlculo 
de recipientes de paredes delgadas resultô estâticamente determinado.

Las tensiones normales at y am que actüan en los pianos en que faltan 
las tensiones tangenciales son, evidentemente, las principales. En lo que atane 
a la tercera tensiôn principal orientada segün la normal a la superficie de la bôveda 
en la superficie interior esta es igual a p , y en la exterior, a cero (cuando la 
presiôn es interior). Como en las bôvedas de paredes delgadas at y <r2 =  am 
son mucho mayores que p % se prescinde de la ultima en comparaciôn con at y am, 
es decir, se considéra a9 igual a cero.

Por consiguiente, consideraremos que el material de la bôveda se encuentra 
en estado tensional piano. Por eso durante el câlculo a la resistencia debe hacerse 
uso, segün sea el estado del material, de la teoria de resistencia correspondiente. 
Asi, por la IV teoria de resistencia la condiciôn de resistencia serâ

IV =  V ° t <  W  (16.6)

A continuaciôn se dan las formulas de câlculo para tanques de diferente 
forma.

U n  b a l ô n  e s f é r i c o  estâ Heno de gas, cuya presiôn es igual a p. Susti- 
tuyendo en (16.3) los valores de pm =  pt =  R y am =  ot =  a, hallamos

o bien

(16.7)
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Las condiciones de resistencia segun la primera, tercera y cuartà teorias de 
resistencia se reducen a

pR
ff&,IV~ 2 h <  [01- (16.8)

U n balôn  ciLfNDRico estâ lleno de gas, cuya presiôn es igual a p  (fig. 286). 
En este caso

Pt =  * ; Pm =  oo.

g  a  p a
u n s : i : » i i

n

Fig. 285 

Hallamos a partir de (16.3)

Gt =
pR

(16.9)

La tensiôn am en la pared del balôn alejada de sus topes la determinaremos me- 
diante la fôrmula (16.5) (considerando Qi = Qp = 0; ot = 0)

PR

o bien

° m 2h 9

om = — <Tf

(16.10)

U n t a n q u e  e s f é r i c o  (fig. 287) estâ lleno de llquido (o materia pulveru- 
lenta) de densidad y. En este caso

pt = pm = R\ r =  R sen <p\ H  =  R(cos <p — cos 0); 

p  =  y H  =  yR( cos <p — cos fi).

De la ecuaciôn de Laplace hallamos

pR yR2 
at + <Tm = ~r = —  (cos <p -  cos fi), 

h. h

Haciendo uso de la fôrmula (16.5), en la cual

Qi  =  W ABc =  Y —  nH c(3R — Hc) =

(16.11)



y considerando Qp =  0 y a =  90' -  p, hallamos

y R *  f 1 +  cos p +  cosV cos
° m =  ~h L 3(1 +  cos p) ~  2 ]'

Luego hallamos a partir de (16.11)

y  R *  |'2 cos!p +  2 cos p — 1 cos /S1
A [ 3(1 +  cos p) 2 ]

(16.13)

(16.14)

La tensiôn màxima serâ en el punto C, donde p =  0,

y ü 2(l — cos P)
G  =  G t -------------------------------------

m m é x  rm à x  2h

En el borde de la bôveda, cuando (p =  P

° « M  =  -  =  —
y R2 2 — cos P —cos2 P

1 4- cos P

(16.15)

(16.16)

U n a  c u p u l a  e s f é r i c a  de radio R y con espesor de la pared h estâ fabri- 
cada de un material de densidad y (fig. 288). El peso de la unidad de ârea de 
1 a bôveda es q =  y h. La componente normal

qn = q cos <p = yh cos <p

juega el papel de la presiôn aplicada a la superficie; en la ecuaciôn de Laplace 
(16.3) hay que considerar p =  — qn% y en la ecuaciôn f l 6.5) p =  0.

Tomando en consideraciôn que pt =  pm =  R , hallamos de la ecuaciôn 
de Laplace

p R
°m +  ot =  —  =  -  y R cos (p. (16.17)

Haciendo uso de la formula (16.5) en la cual

Q p =  qSjLCB =  yhSAcB =  7T rt//c =  y h ln R \\  -  cos <p).
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es decir,
Qp =  2nyhR2(l — cos ç)\

r — R sen <p\ a =  90° — <p\ p  =  0,

al igual que teniendo en cuenta que en la secciôn AB  el peso de la parte AC B  
provoca compresiôn, hallamos

_ V R ___
1 +  cos Ç>

(16.18)

Entonces de la ecuaciôn (16.17) se tiene

VR
1 — cos (p — CO$2<p 

1 4- cos <p
(16.19)

Las tensiones méridionales siempre son de compresiôn y aumentan a medida 
que se alejan de la cüspide de la cupula al borde. Las tensiones anulares son nega- 
tivas (de compresiôn) en la parte superior de la cupula; cuando <p = 51°50' 
se igualan a cero, y cuando <p >  51°50' se tornan de tracciôn. Los resultados 
arriba seôalados son veridicos si la construcciôn de la cupula es tal que en 
ésta pueden surgir solamente las reacciones orientadas segün la tangente a la curva 
méridional.

§ 89. Anillos de distancia en las bôvedas

Si en cierta secciôn AAX de la bôveda (fig. 289) hay inflexiôn, las tangentes 
a la curva méridional a la izquierda y la derecha del punto A fornian entre si 
un ângulo 180° — (a, -f a2)* Los esfuerzos lineales originados por las tensiones 
méridionales (<r y omJ  (fig. 290) en las secciones BBX y CC3 infinitamente cer- 
canas a AAX (formadas por las superficies cônicas OxBBx y 0 2CC1 normales 
a la superficie media de la bôveda) seràn iguales a a hx y am> h2t siendo hx y h2 
el espesor de las partes 1 y 2 de la bôveda.

De la condiciôn de equilibrio del anillo BBXCXC se
tiene

Gm hx cos «j • 2nr =  omJt% cos a227rr,

o bien

amJ li cos a, =  am h% cos a*

Asf pues, las proyecciones de estos esfuerzos sobre el eje 
delà bôveda se compensan mutuamente. A la vez la suma 
de las proyecciones de los esfuerzos sef&alados sobre el 
piano AAX (fig. 291) ofrece el esfuerzo radial lineal

q =  om h\ sen ax +  om h2 sen <%, (16.20)

el cual puede considerarse como una carga local que comprime la bôveda y puede 
originar en ésta una flexiôn bastante grande.
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Para disminuir la flexiôiven J os tanques se colocan frecuentemente anillos 
de rigidez o de distancia (fig. 292) que toman los esfuerzos radicales q segün

el esquema dado en la fig. 293. En el anillo surgen solamente las tensiones de 
compresiôn, y la condiciôn de resis tencia para éste serâ

^  <  M . (16.21)
■*an

siendo Ran e) radio de la superficie media del anillo; Fan, elârea de la secciôn 
transversal del anillo; q9 la carga lineal que acttia sobre el anillo y se détermina 
por la fôrmula (16.20).

A veces en el lugar de la infiexiôn en vez del anillo de distancia la bôveda 
se engrosa local mente, doblando los bordes del fondo del tanque adentro o, 
por ejemplo, de un modo tal como se muestra en la fig. 294.

En la tabla 36 se dan las fôrmulas de câlculo para determinar las tensiones 
y los desplazamientos en bôvedas de paredes delgadas.
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Tabla 36

Fôrmulas de célculo para determinar las tensiones y los desplazamientos en bôvedas 
de paredes delgadas

p  es la presiôn; q9 la carga lineal; amy ati las tensiones normales méridional 
y circunferencial (positivas durante la tracciôn); h, el espesor de la bôveda; 
jR, el radio de la superficie media en la secciôn transversal de la bôveda; E ,p  ym9 
môdulo de elasticidad, coeficiente de Poisson y peso espec fico del material de 
la bôveda, respectivamente; wt el desplazamiento en direcciôn de la normal 
a la superficie (la direcciôn desde el eje o centro de la bôveda se considéra posi
tiva); y, el peso especifico del liquido

Esquema Fôrmulas

Bôveda esférica. Presiôn in- 
terior uniforme

Bôveda esférica llena total- 
mente de lfquido y apoyada 
por el anillo de radio R sen a0

La presiôn interior p = y  R ( l ~  cos a)

a ^  a0



Conîinuaciôrt de la tabla 36

Esquema Fôrmulas

Tanque esférico lleno de 
lfquido.
Los bordes son apoyados 
libremente

La presiôn interior p  =  y/?(cos <p — 
yR2 [ 1 + cos ç> +  cosa tp 

° m ^ ~ h  [ 3(1 +  cos <p)
yR2 T — 1 +  2 cos <p+2 cosV 
h [ 3(1 +  cosç>)

Cuando (p =  0
yR 2

Gm = G t = H~
1 — COS P  

2

cos fi) 
COS P

cos/SI

méx

Cuando <p =  fi
y R2 2 — cos fi — cos 2P

6(1 +  cos /?)
El cambio del radio del circulo sobre el contorno 

y R2 sen P (1 +  p) (2—cos a —cos2a)
A =  -

Eh 6(1 -f cos a)

Cüpula esférica bajo la ac- 
ciôn del peso muerto. Los 
bordes son apoyados libre- 
mente

VmR  .
1 +  cos <P 9

=  VmR
1 — COS (f — cosV

1 +  COS (p
at — 0 cuando q> =  51°50'

S7&77

ct <  0 cuando 0 <  a <  51°50' 

at >  0 cuando a >  51°50'

Cüpula esférica. Presiôn nor
mal uniforme. Los bordes 
son apoyados articuladamen- 
te sobre un anillo elâstico, 
Los materiales de la bôveda 
y del anillo son los mismos

Lejos de los bordes cuando H >  10h 
pR

m i 2h

La tension en el anillo de apoyo

pR2 sen a
cos a —0,39

Ÿ M
R sen a

F +  0,39/i y  Rh
siendo F  el area de la secciôn del anillo de apoyo
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Continuaciôrt de la tabla 36

Esquema Formulas

Bôveda larga cilfndrica con 
fondos.
Presiôn interior uniforme

Cilindro lleno de Ifquido. 
Los bordes superiores son 
apoyados libremente

Bôveda cônica larga. Pre
siôn interior uniforme

Lejos de los bordes 
pRp R

° m 2 h ’
ot = J mâx

m  l  2  J

<*m =
Y  HR 

2h~f
at =

y ( H - x ) R
h

Lejos de los bordes 
px  tg a px  tg a

2h ;  “  “  h
3px2 tg2a

w = ------ -------
4 hE

Bôveda cônica bajo la acciôn 
del peso muerto. Los bordes 
son apoyados libremente

Lejos de los bordes

ym • * at =
Y m - x -  sen3 oc

2 cos a ’ cos a
El desplazamiento radial del borde {x =  /)

. ym/2 . (  ,  MA =  —  t g « l s e n sa - y l

- f iCuando sen a A — 0
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Continuaciôn de la tabla 36

Esquema Fôrmulas

Bôveda cônica llena total- 
mente de liquido. Los bordes 
sonapoyados libremente

Bôveda cilindrica con fondo 
cônico llena de lfquido

y x t g a
am =

(w- H

a t =

2/rcosa 
y y  tga

( H - x )
h cos a

3 y H 2 tg a 3
<rm . =  — -------- cuandox =  —  Hmmix 16Acosa 4

yH* tg a   ̂ J /
<x# # =  ------------- cuando x  =  —

4/r cos a 2
El cambio del radio del cfrculo sobre el 

contorno
, y H 3 tg2 a

A = — n -------------
6hE cos a

Las tensiones en el fondo

r =  —  
m 2/icosc

y* tg a

't g a  f 2 'l

at =
A cos a 

H c

( H + H c - x )

Si H  > , entonccs

w m ix
=  -? — f / /  -f —  ) Hc cuando x =  H c

2/* cos a V 3 J
i / c

Si H  <  —  , entonces

3y tg a 
Tmmin 16A cos a

( tf  +  / / c)2 cuando

<X, , =

* =  ~ ( H + H C)
4

Si / / >  / / c, entonces 
y tg a

rm ix  4h cos a
H  +  i i e

(H  +  H c)2 cuando

jc =

(7# =

Si H <  H ct entonces 
y tg a

m«x h cos a
HHC cuando x =  H c
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Continuaciôn de la tabla 36

Esquema

Bôveda cilfndrica coq fondo 
esférico llena de Uquido

Fôrmulas

Las tensiones en el fondo

yR \rri r, x , *3*~*>1 
m ~ 2 h [ H +  H tt~  +  3(2/5 -  x)J

yR
crm . =  —  (H  +  H 9S) cuando x  = 0 mmix 2 h

a - ? ? \ H + H  x  * c R - xn  
‘ ~ 2 h [  +  tf  3(2/?  — jc) J

yR
a, =  —  (H  +  H es) cuando x  =  0

màx 2H

Para un fondo semiesférico (Hc s'=  R) 

yR
n  =  =  —  (H  + R) cuando x  = 0

mmâx 'max 2h

Bôveda toroidal.
Presiôn interior uniforme Om =

pR  2a + R  sen <p 
2 h a +  R sen ç 
pR(2a -  R)

mmix < 2h(a — R)
cuando q> = —

n
2

pR  
2h

w = ^ - f - ? l  -  2/«) +  (1 - / O COS ç>|
2Eh [R  J

Los valores de am y at son bastante exactos 
cuando

a >  (2 + 3 ) R



Capitulo 17

CÂLCULO DE LAS ESTRUCTURAS POR LOS ESTADOS 
LIMITES

8 90. Noclones fundamentales sobre el estado limite

Las metodologias de câlculo a la resistencia de barras, vigas y estructuras 
mâs arriba expuestas fueron basadas en la evaluaciôn de la resistencia del material 
en el punto peligroso, es decir, se hizo el câlculo por las tensiones admisibles. 
Se consideraba peligroso o limite tal estado de la estructura en que la tensiôn 
local mâxima alcanzaba una magnitud peligrosa, o sea, el limite de fluencia 
(para un material plâstico), o la resistencia provisional (para un material frâgil). 
El estado de la demâs masa del material no se tomaba en consideraciôn.

Mientras tanto, si la distribuciôn de las tensiones no es uniforme, por ejemplo, 
durante la flexion o torsiôn, en las estructuras hiperestâticas fabricadas de ma- 
teriales plâsticos la apariciôn de las tensiones locales iguales al limite de fluencia 
en la mayoria de los casos no es peligrosa para toda la estructura en general.

Debido a ello apareciô la necesidad de un nuevo enfoque en la evaluaciôn 
de la resistencia de las estructuras por su estado limite.

Se entiende por estado limite de una estructura el estado en que ésta plerde la 
capacidad de contrarrestar las injluencias exteriores o déjà de satisfacer las exigea- 
cias de explotaciôn planteadas.

Se distinguen très tipos de estados limites, a saber: a) por la capacidad por
tante (resistencia, estabilidad y fatiga). Una vez alcanzado este estado, la estruc
tura pierde la capacidad de contrarrestar las influencias exteriores u obtiene 
taies cambios residuales que déjà de satisfacer las exigencias de explotaciôn plan
teadas; b) por el désarroilo de las deformaciones excesivas debidas a las cargas 
estâticas o dinâmicas, cuando en la estructura que conserva la resistencia y esta
bilidad, aparecen deformaciones irréversibles u oscilaciones de amplitud expesiva, 
de modo que la estructura déjà de satisfacer las exigencias de explotaciôn plan
teadas; c) por la formaciôn y  désarroi lo de fisuras, cuando en la estructura que 
conserva la resistencia y estabilidad aparecen fisuras grandes, debido a lo cual 
la ulterior explotaciôn de la estructura se hace imposible (pérdida de la impermea- 
bilidad exigida, peligro de corrosion por danar el revestimiento, etc.).

Les métodos de câlculo por los estados limites se emplean ampliamente du
rante la proyecciôn de las estructuras de construcciôn, permitiendo descubrir 
las réservas de resistencia no utilizadas durante el câlculo por las tensiones ad
misibles y disminuir el peso de la estructura.

A continuaciôn se examinan algunos ejemplos de câlculo por las cargas li
mites de las estructuras fabricadas de materiales plâsticos que tienen escalôn 
de fluencia en los diagramas de tracciôn, compresiôn y deslizamiento puro. Con 
el propôsito de simplificar los câlculos esos diagramas (fig. 295) se esquematizan 
de tal manera que el tramo de la recta que expresa la ley de Hooke se convierte 
directamente en una curva horizontal sin transiciôn suave (fig. 296), aceptân- 
dose asi la igualdad entre los limites de proporcionalidad y de fluencia. La longi- 
tud del tramo horizontal del diagrama no se limita, es decir, el material se con
sidéra idealmente plâstico, sin endurecimiento. Tal diagrama se conoce como 
diagrama de Prandtl.

La sustituciôn de los diagramas reales por el diagrama esquematizado de 
Prandtl es aceptable para los materiales del tipo de aluminio y es completamente
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admisible para los matcriales que tienen diagramas con longitud limitada del 
escalôn de fluencia (fig. 297).

£1 estado limite de la estructura determinado por una deformaciôn plâstica 
de consideraciôn vendra al principio del endurecimiento del mate rial, y la carga 
limite puede calcularse por medio del limite de fluencia.

Fig. 295

Existen diferentes teorias de transiciôn del material en el estado plâstico 
para el estado tensional complejo. Los càlculos se realizan con mayor facilidad 
utilizando la teoria de la plasticidad de Saint-Venant, segün la cual el estado 
plâstico del material durante el estado tensional complejo viene cuando las ten- 
siones tangenciales mâximas alcanzan el valor limite, o sea, el limite de fluencia 
durante el deslizamiento

W  =  Tf- (17.1)

Partiendo de lo anteriormente expuesto, vcamos algunos casos caracterfs- 
ticos del câlculo por el estado limite.

§ 91. Càlculos durante tracdôn y compresiôn

Durante la tracciôn y compresiôn las tensiones se distribuyen uniformemente 
por el ârea de la secciôn transversal de la barra. Por eso los càlculos a la resis- 
tencia de los sistemas estâticamente determinados por la tensiôn admisible y el 
estado limite ofrecen el mismo resultado. En el caso de sistemas estâticamente 
indeterminados los resultados del câlculo serân diferentes. Es fâcil de demostrarlo 
en el ejemplo de câlculo a la tracciôn de una suspensiôn de très barras (flg. 298)

solicitada por la fuerza P . Las âreas de las secciones transversales de las barras 
son idénticas; el material es plâstico con limite de fluencia oy.
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C alculando el sistem a dado que tiene el grado de indeterm inaciôn estâtica
igual a u n o  por la tensiôn admisible, segün los datos del § 41, cuando Fl —F2 =  F
se  tiene

N , =  ;
14-2 cos3 a*

(17.2)

N2 = N  3 =
cos2a 

1 4- 2cos3 a
P. (17.3)

Es obvio que siempre Nx > N2 =  W3, es decir, el esfuerzo mâximo aparece 
en la barra media. Por tanto, también en la barra media aparecerâ la tensiôn 
mâxima igual a

°rnàx —
1

F  1 +  2cos3ot F 

La réserva de resistencia (coeficiente de seguridad) serâ

(17.4)

" f  =
<Tf 14- 2cos3a

Jm âx
F<Tf. (17.5)

Durante el càlculo de la suspensiôn dada por el estado limite el esfuerzo en 
la barra media, en cuanto en ésta aparece la deformaciôn plâstica, serâ

N lf = F - e c. (17.6)

Ademâs, segûn (17.2) la carga exterior

Pir =  (1 4- 2cos3a)F<7f, (17.7)

y los esfuerzos en las barras extremas del sistema en cuestiôn que se convirtiô 
en un sistema estâticamente determinado

^ 2 = ^ 3
P — Fof 
2 cos a

(17.8)

La capacidad portante de la estructura de resistir la carga P  > P lf serâ ago- 
tada cuando las tensiones en las barras extremas alcancen el limite de fluencia, 
y la carga correspondiente a ese momento segün (17.8) serâ igual a

N2 — N s =  Fot =
PUm ~  Ffft 

2 cos a

(17.9)
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El coeficiente de seguridad durante el câlculo por el estado limite

(1 +  2cos a) Faf
(17.10)

De la confrontaciôn de (17.5) y (17.10) se ve que Por ejemplo,

cuando a =  30° la relaciôn —— =  1,19. Asi pues, el câlculo por el estado
«f

limite permitiô revelar la réserva latente de seguridad de la estructura.

§ 92. Câlculo durante la torsiôn

Durante la torsiôn de barras de secciôn circular maciza las tensiones tangen- 
ciales en la zona elâstica a una distancia p del centro de la secciôn (fig. 299) se 
determinan mediante la fôrmula (§ 46)

M totp.
J  *J P

(17.11)

_ «^tor
Tmâx yy • (17.12)

El estado peligroso de la barra durante el câlculo a la torsiôn por las ten- 
siones admisibles se détermina por la apariciôn de las deformaciones plâsticas 
en las fibras extremas, cuando el momento torsional

M tot =  M f =  r ( Wp. (17.13)

En este caso la barra conservarâ la capacidad de tomar el momento torsional 
creciente a causa del aumento de las tensiones hasta el nivel del limite de fiuencia 
Tf (fig. 300) en los puntos situados mâs cerca del centro de la secciôn (fig. 301, a).
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D urante el câ lcu lo  por el estado lim ite cu an d o  las deform aciones plàsticas
estân distribuidas por tod a  la  secciôn (fig. 301, b), el m om ento  torsional (fig.
301, c) es igual a

d/2

M lim =  ^ PdFxt =  xi-2n ^P*dP (17.14)

Fig. 301

o bien

“  Tf T
ndz
12

(17.15)

La magnitud

nd3
12

=  W%y>(pi) (17.16)*

se denomina momento resistente plâstico en ta torsiôn. Entonces

« i t a -  Tf  ^ (P D - (17.17)

La relaciôn del momento limite A/jlm al momento M ( determinado por la 
fôrmula (17.13) seré

M Um _  !Tp(po _  nd*-16 _  4
M f ~  Wp Yl-nd3 ~  3 ’
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Tal es la réserva latente de seguridad de la barra circular sometida a torsion, 
que se révéla pasando del câlculo por las tensiones admisibles al câlculo por el 
estado limite.

En el caso del sistema hiperestâtico dado en la fîg. 302, a, ô, c el coefi- 
ciente de seguridad durante el câlculo por el estado limite es 1,78 veces mayor

que el obtenido durante el câlculo por las ten
siones admisibles.

§ 93. Câlculo durante la flexion

Durante la flexiôn las tensiones normales 
se distribuyen por la secciôn irregularmente 
(fîg. 303, a)y y a una distancia y  de la linea 
neutra se determinan mediante la fôrmula de 
Navier (10.6)

a
My
T

Fig. 302

Fig. 303

Las tensiones mâximas en el borde de la secciôn

_  M
a méx=

siendo W  el môdulo de la secciôn en la flexiôn que, por ejemplo, para una viga 
de secciôn rectangular de ancho b y altura h es

La magnitud peligrosa del momento flector durante el câlculo por las ten
siones admisibles serâ (si los limites de fluencia en la compresiôn y tracciôn son 
iguales)
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Ademâs, la viga es capaz de tomar el momento flector creciente. A medida que 
aumenta el momento flector en comparaciôn con A/f, el estado plâstico del 
material se extiende en direcciôn al eje neutro (fig. 303, b) hasta el agotamiento 
completo de la capacidad portante de la viga. El estado limite vendrâ cuando la 
fluencia se extienda por toda la secciôn transversal (flg. 303, c), después de lo 
cual la deformaciôn siguiente de la viga pasarâ sin aumento del momento flector. 
En la secciôn transversal en cuestiôn se forma la Uamada articulaciôn plâstica 
que transmite el momento flector igual al momento flector limite que se déter
mina para la secciôn simétrica respecto al eje neutro por la formula

A/,im =  J  dF =  Cf-2- d F = a c 2 - S mix, (17.19)
F  F  2

siendo *̂ màx el momento estâtico del ârea de la mitad de la secciôn transversal 
respecto al eje neutro.

La magnitud 2Smàx se suele denominar momento resistente plâstico y 
designar por Wp i. Entonces

Mum = < ^ 1 .  (17.20)

La relaciôn

M\\m IFpi
Aff =  1 V

(17.21)

caracteriza el grado de aumento del coeficiente de seguridad de la viga al pasar al 
câlculo por las cargas limites. En el caso de una viga de secciôn rectangular

Vpi_
W

Para vigas laminadas de doble T, en promedio = 1,18.

En la tabla 37 estân reunidas las formulas de câlculo para determinar mo- 
mentos resistentes plâsticos para algunas secciones de vigas.
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Tabla 37
Momentos resis tentes plâsticos para algunas secdooes 
de ?igas

Sccrién

y*

Momentot résistent» plàsticos

WPi =  1,5 Wx

b

WvX =  2SX; Wpi x  (1,14 -s- 1,18)^,



Capitulo 18

ESTABHJDAD DE BARRAS COMPRIMIDAS

S 94. Equilibrio eléstico estable e Inès table

En el sistema que se halla en el estado deformado el equilibrio entre cargas 
exteriores y fuerzas de elasticidad originadas por ellas puede ser no sôlo estable, 
sino también inestable.

El equilibrio elâsticô es estable si el cuerpo deformado durante cualquier 
desvfaciôn pequeâa del estado de equilibrio tiende a regresar al estado original 
y lo hace después de eliminar la influencia exterior que perturbé el estado de 
equilibrio inicial. El equilibrio elàstico es inestable si el cuerpo deformado, una 
vez sacado de él por alguna influencia, sigue deformândose en direcciôn a la 
desviaciôn provocada y después de quitar la influencia no regresa al estado 
original. Entre estos dos estados de equilibrio se encuentra un estado transitorio 
denominado crltico. Durante el estado critico el cuerpo deformado se halla en 
equilibrio indiferente; puede conservar la forma dada a él originalmente, pero 
también puede pcrderla a causa de una influencia mâs insignifiante.

La estabilidad de la forma de equilibrio del cuerpo deformado dépende de 
la magnitud de la carga aplicada a él. La cargo, cuya superaciôn origina la pérdida 
de estabilidad de la forma original del cuerpo se denomina carga crltica y  se désigna
Por Pcril-

En la flg. 304, a, b, c se muestran casos posibles de deformaciôn de la barra 
en dependencia de la carga de compresiôn, a saher: cuando P< Pcr[t la forma 
de equilibrio se mantiene estable (flg. 304, a)\ cuando P =  P CTlV el estado de

equilibrio es indiferente, la barra puede ocupar uno de los très estados mostrados 
con llnea llena y de trazos (flg. 304, b); cuando P > PCTit la barra pierde la esta
bilidad, se comba, es decir, la forma rectilinea de equilibrio déjà de ser estable

b
Fig. 304

c

(fig. 304, c).
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Cuando las cargas alcanzan valores criticos esto équivale a la destrucciôn 
de la estructura, porque la forma inestable de equilibrio serâ inevitablemente 
perdida, lo que prâcticamente estâ ligado con crecimiento ilimitado de las defor- 
maciones y las tensiones. La destrucciôn sucede, por régla general, de repente 
a causa de la flexion, siendo pequefias las tensiones de compresiôn cuando la 
resistencia del elemento a la compresiôn estâ lejos de agotarse. Para garantizar 
cierta seguridad por pandeo es necesario que se satisfaga la condiciôn

P <  [P], (18.1)

siendo P  la carga que actüa; [P], la carga admisible que para el coeficiente de 
seguridad por pandeo ne es igual a

"e

As! pues, durante el câlculo de sistemas elâsticos (en particular, taies sis- 
temas tfpicos, como son barras comprimidas) al pandeo es necesario, ante todo, 
saber determinar la magnitud de la fuerza crftica Pcriv

A continuaciôn examinaremos las formulas principales para determinar car
gas criticas durante la compresiôn de una barra esbelta larga o durante la llamada 
flexiôn longitudinal.

§ 95. Fôrmula de Euler para determinar la carga critica 
de la barra comprimida

Suponiendo que la fuerza crftica Pcrtt no origina en la barra las tensiones 
que sobrepasan el limite de proporcionalidad, y que solamente tienen lugar des- 
viaciones pequenas de la forma rectilinea, el valor de la fuerza crftica P crft para 
una barra comprimida de longitud l sujetada segün el esquema dado en la fig. 305, a 
puede determinarse a partir de la siguiente ecuaciôn diferencial aproximada del 
eje flexionado de la viga (§ 54):

d2w(z)
E J*  i n  — —  =  < 1 8 ‘ 3 )

siendo / m{n el momento de inercia mfnimo de la secciôn de la barra (al perder la 
estabilidad la comba sucederâ perpendicularmente al eje de rigidez mfnima);

M(z)  el momento Hector igual a

o b
Fig. 305

M(z) =  -  Pw. (18.4)

Sustituyendo (18.4) en (18.3) se tendrâ 

d 2w
EJmin +  P *=  0,

o bien

siendo

d2w
-----  +  k 2 w =  0,
dz2

k 2 =

(18.5)

(18.6)
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La soluciôn de la ecuaciôn diferencial homogénea obtenida (18.5) serà

w = A sen kz  +  B  cos kz ,

donde A y B  son las constantes de integraciôn que se determinan a partir de las 
condiciones de frontera. En particular, para el caso de sujeciôn articulada de los 
extremôs de la barra comprimida (fig. 305, a) las condiciones de frontera serân 
las siguientes:

wWlz=o = 0; »'Wli-/ = o.
De la primera condiciôn de frontera se desprende que B  =  0, por eso

w(z) = A sen kz. (18.7)

De la segunda condiciôn se obtiene

A sen kl  =  0.
Puesto que

A *  0,
résulta que

sen kl  =  0. (18.8)

La raiz de esta ecuaciôn kl  puede tener un numéro infinito de valores : 0, 7 tf 277,..., 7171 

es decir,
kl  =  /ITT,

siendo n el numéro entero arbitrario.
Es obvio que la primera rafz k l  =  0 tiene que ser suprimida, porque no 

corresponde a los datos iniciales del problema. De esta manera

k 2l* = n 2n \  (18.9)

Teniendo en cuenta (18.6) y (18.9)hallamos el valor critico incôgnito del esfuerzo P

■̂ crft
î l 2 7 l2 EJmln

T2 (18.10)

Esta expresiôn por vez primera fue obtenida por Euler y se denomina formula 
de Euler.

El valor mfnimo de la fuerza critica Pcrft que se obtiene cuando n =  1 y 
kl = n es igual a

P crlt
n2EJmin 

l2
(18.11)

La ecuaciôn de la Hnea flexionada, cuando las deformaciones son pequeiîas, 
segün (18.7) tiene la forma

w(z)
nnz

A s e n -------
/

El valor de A se caracteriza por la magnitud del pandeo mâximo wm^x= f  cuando 
nnz

sen - y -  =  1. Por consiguiente

, nnz
w =  / sen —y  • (18.12)
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El màximo de w(z) tiene lugar cuando el valor de z  es tal que

dw
dz

0,

es decir,

dw
-  f  m

tmz— cos-----
dz ~  l /

o bien
nnz

COS —y— =  0.

El valor minimo del argumento — cuando el coseno es cero — es igual a
n

—  * por consiguiente,

tmz 7i
~ r  =  ~ï~ *

de donde

z = — - (18.13)
2/1

De (18.12) o (18.13) se desprende que n es igual al numéro de semiondas de 
sinusoide que caben en la longitud de la barra flexionada (fig. 306). Si n =  1,

entonces z =  —  y el valor mâximo del pandeo »t;màjc=  f  tiene lugar en el centro

de la barra. Esto corresponde al caso principal mostrado en la fig. 305, b, cuando

Fig. 306

después de haber perdido la barra la estabilidad, siendo minimo el valor de la 
fuerza critica en su eje flexionado cabe solamente una semionda de 
sinusoide.
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§ 96. lofluenda de las condidones de sqjeclon 
de los extremos de la barra sobre la magnitud 
de la fuerza crfitica

Es fâcil adarar la influencia de las condidones de sujeciôn de los extremos 
de las barras sobre la magnitud de la fuerza critica por medio de la confrontation 
del tipo del eje flexionado de la barra para diferentes casos de sujeciôn con la 
forma del eje flexionado en el caso principal, es decir, durante la sujeciôn arti- 
culada de ambos extremos de la barra.

P i

< J
p

U . - , p

/ i ^  1
U .

1
1 CNJ

M  N — \ - I c v i
1 II

• r /
i 4 -

/)

f ' - N

i—

n

77 T T

P
Fig. 307 Fig. 308

Barra de longitud l con un extremo empoîrado y  oîro libre (fig. 307 a). Al 
perder la estabilidad la barra se halla en el mismo estado que la mitad de la 
barra de longitud L = 2 / con los extremos sujetados articuladamente (fig. 307, b). 
Esto quiere decir que en el caso examinado

Fcrit —
K2 ^m in

w 4/a
(18.14)

El eje flexionado de la barra (fig. 307 a) tiene el aspecto de una mitad de la

semionda de sinusoide. O sea, n =  —  •
2

Barra de longitud l con ambos extremos empotrados (fig. 308). Al perder la 
estabilidad, la parte media de la barra tendrâ la misma forma que la barra de

longitud L  =  —  con los extremos sujetados articularmente, es decir,

^crit
n W E J m i n

[ i ï
/2

(18.15)

/
En este caso se forman dos semiondas : la media de longitud L  =  —  y dos mi- 

tades extremas de la semionda de longitud - Es decir, n =  2.

Barra de longitud l con un extremo empotrado y  otro apoyado articularmente 
(fig. 309). Una vez perdida la estabilidad, la parte derecha de la barra
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CB tendrâ la forma de semionda de sinusoïde. De la comparaciôn de la fig. 309 
y la fig. 307, b deducimos que el tramo CB tiene una longitud L  =  0,7 / y, por 
consiguiente,

■Pcnt —
n2EJm ln 

(0,7/)a
(18.16)

De la confrontaciôn de (18.11) y (18.14)—(18.15) se desprende que en el 
caso general las fôrmulas sefialadas pueden representarse asf:

-^crit
*2EJmln

(v/)a
(18.17)

donde vl =  /re<i es la longitudreducida de la barra; / es la longitud real de la barra; 
v,' el coeficiente de reducciôn de la longitud.

C uandala sujeciôn de ambos extremos de la barra es articulada, v =  1; si 
un extremo de la barra es empotrado y otro libre, v =  2; si ambos son empo-

trados, v =  —  ; si un extremo es empotrado y otro apoyado articuladamente,

v =  0,7.
Los casos mencionados de sujeciôn de los extremos de la barra se encuentran 

raras veces en la prâctica en forma pura. Son mâs difundidos los casos de sujeciôn 
en que un extremo de la barra es empotrado y otro se apoya elâsticamente o 
cuando ambos extremos estân sujetados elâsticamente.

Examinando el primero de lqs casos senalados (fig. 310) es fâcil de notar que 
después de haber perdido la estabilidad el extremo apoyado elâsticamente se 
desplaza en direcciôn vertical en una magnitud f Bt y que surge la reacciôn elâstica 
Rb proporcional al desplazamiento f B e igual a

-Rjb =  c ’/b>

siendo c el coeficiente de rigidez del apoyo B .
La ecuaciôn diferencial de la Ifnea elâstica serâ

o bien

siendo

E^min
d2W 
dz2

=  R(/b -  w) -  c/B(l -  Z)

d2w 
dz2

=  A:2(/b- w) - cfB
^jmin

( /-X ) ,

k 2 = ^crit
EJmin ‘

(18.18)

(18.19)
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Volviendo a escribir la ecuaciôn (18.19) en la forma

d2w ( cl \  c f  n

hallamos su soluciôn:
^crlt

’ =  C sen kz  +  D cos kz  +  f s  ( 1 -— z - —  l ) 4-----  —  /b z*
v cri t  J ^ c r i t

(18.20)

(18.21)

Las constantes de integraciôn y la carga crltica las deducimos a partir de las 
condiciones de frontera: 
cuando z =  0

v(0) =  wA =  0, 

dw( 0)
=  0(0) =  0;

cuando z =  /

De (18.22) hallamos que

dz

w(l) = wB = f B.

■— A ( ‘ - - à 4

(18.22)

(18.23)

(18.24)

Ahora calculemos la derivada de (18.21) con el fin de utilizar (18.23):

dw c
---- =  kC  cos kz  — kD sen kz  + ----------JB,
dz Petit

de donde hallamos, siendo z =  0,

kC +
Périt

/ b =  0

o bien

C =  - / b -
^ c r i t

Sustituyendo los valores obtenidos de C y Z) en (18.21) hallamos

w(z)  -----— — f B sen kz — f B 11---------—  /] cos kz  +
k P c t l t  l  P eti t  J

+  / b ('-fir') (18.25)

Utilicemos la condiciôn de frontera (18.24). Considerando en (18.25) z =  / 
hallamos

w(l) =  -  — — f B sen kl  -  f B ( l ----- ——  /) cos kl +
k Petit  V crit J

+  / b
P etit

' =  /b»
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o bien

de donde
^^crlt

sen kl -  ( l ------- —  /) cos kl =  0,
v ^crit J

(18.26)

Si de esta ecuaciôn se détermina el valor minime) de k t serâ hallado también el 
valor minimo de la carga crftica

^crit =  k* in- 
Veamos dos casos limites. Considerando c =  0 hallamos

tg kl =  oo ; kl =  - -  *

es decirf Uegamos al esquema de câlculo cuando un extremo (izquierdo) estâ 
empotrado y otro (derecho) libre (fig. 307, a). La magnitud de la fuerza critica 
en este caso se détermina mediante la fôrmula (18.14).

Considerando c =  oo, a partir de (18.26) hallamos tg k l = kl; k l =  —l— ,
u, /

y la magnitud de la fuerza critica (18.16) que corresponde al caso en que un 
extremo de la barra estâ empotrado y otro se apoya articularmente (fig. 309).

Por consiguiente, el cambio del coeûciente de elasticidad c de cero a infi- 
nidad puede tomarse en consideraciôn mediante el coeficiente de reducciôn v 
que ha de variar de 2 a 0,7.

Los valores del coeficiente de reducciôn de la longitud al igual que del coe
ficiente de estabilidad n = k2la para las barras de secciôn transversal constante y 
variada comprimidas centralmente para diferentes casos de su solicitaciôn y sujé
tion se dan en la tabla 38. En la tabla 39 se dan los valores de cargas criticas 
para la banda y algunas vigas de doble T.

§ 97. Sobre la pérdida de estabilidad cuando las tensiones 
rebasan el limite de proporcionalidad del material

La fôrmula de Euler fue obtenida de la ecuaciôn diferencial de la linea elâs- 
tica, por eso se puede valerse de ésta solamente en el caso de que es justa la ley 
de Hooke, o sea, mientras la tensiôn critica que surge en la barra comprimida 
durante la carga critica Pcru no sobrepase el limite de proporcionalidad

°cvit = <  Oxp r-

Al representar la tensiôn critica en la forma

^crit _ 7E2P^mln
F  ~  P(v/)2

7l2E

W
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siendo i — imin =  "y J.VpL e l radio de g iro  principal m fnim o del ârea de la.secciôn

de la barra (§ 10), o  bien
n2E

ac' h = - F ’
(18.27)

siendo

(18.28)

la magnitud adimensional denominada esbeltez de la barra, se ve de la formula 
(18.27) que la tensiôn critica dépende sblamente del môdulo de elasticidad E  y 
la esbeltez A.

Construyendo el diagrama de la dependencia crCTit = f(A )  (fig. 311)—/a 
hipérbolade Euler —, se puede convencerse de que para el material dado (con el 
môdulo E  conocido) la fôrmula (18.27) es justa empezando desde un valor de- 
terminado de la esbeltez que puede ser 
hallado a partir de la condiciôn

n2E
a cr. , = l ï - < ' p r

Determinemos ahora la esbeltez 
limite Allm, por debajo de la cual no se* 
puede valerse de la fôrmula (18.27):

^lim ^ n 5 0  100  

Fig. 311

150 À

Asf, por ejemplo, para el acero C t . 3 ,  cuyo môdulo de elasticidad E = 2  • 106kgf/cm2, 
apr «  2000 kgf/cm2,

y n2E l/3 ,142-2* 10®
opr “" j /  2000

100,

es decir, la fôrmula de Euler (18.27) puede utilizarse en el tramo de la hipérbola 
mostrado en la fig. 311 con la lfnea llena, cuando la esbeltez A es no menor 
de 100.

Sin embargo, como muestra la experiencia, también en el tramo donde 
A 2jjm, siendo las tensiones en la barra mayores que apn con las cuales la 
fôrmula de Euler ofrece valores exagerados de las tensiones crfticas (tramo de la 
liipérbola de Euler mostrado en la fig. 311 con linea de trazos), la barra puede 
perder la estabilidad. En este caso el valor de la tensiôn critica puede calcularse 
de acuerdo con los datos experimentales de F. S. Yasinski para diferentes mate- 
riales por la fôrmula empirica

cTcrit = a -  bA. (18.29)

Para la fundiciôn se utiliza la dependencia cuadrâtica

°crit =  a — bA +  cA2. (18.30)

A continuaciôn se dan los valores de los coeficientes constantes a, b y c 
para algunos materiales.
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Material Alim a b c

Ct. 2, Ct. 3 100 3100 11,4
Ct. 5 100 4640 32,6 —

Acero 40 90 3210 11,6 —

Acero al silicio 100 5890 38,2 —

Madera (pino) 110 293 1,94 —

Fundiciôn 80 7760 120 0,53

La magnitud de <rCT[t deducida por lâsfôrmulas (18.29) o (18.30) para algunos 
valores de la esbeltez Aq se hace igual a la tensiôn lfmite en la compresiôn, es 
decir, para materiales plâsticos

para materiales frâgiles
O'crit =

° c rü  =  °p*

Las barras que tienen A <  A0 se denominan barras de poca esbeltez y se cal- 
culan solamente a la resistencia. Por ejemplo, para el acero C t . 3, siendo 40 <  A <  
<  100, el diagrama de la dependencia aCTjt =  /(A) obtenido a base de la fôrmula 
(18.29) es una recta inclinada S M  (fig. 311), y la parte N S  del diagrama, siendo 
0 <  A <  40, puede considerarse como lfnea horizontal.

Asf pues, el diagrama <rc r =  /(A) para el acero C t. 3 consta de très tramos, 
a saber: el tramo horizontal N S  que corresponde a <7crIt=  ; el tramo inclinado 
S M  cuando 40 <  A <  100 y la hipérbola de Euler cuando A >  100 (a la derecha 
del punto M ).

§ 98. Càlculo de las barras comprimidas por pandeo medlante 
los coeficientes de dismlnudôn 
de la tensiôn admis! ble bâsica

Las barras comprimidas centralmente con poca esbeltez (A <  A0) conservan 
la capacidad portante a condiciôn de que las tensiones criticas no sobrepasen 
la tensiôn peligrosa, o sea

° c r it  <7o>

siendo para los materiales fragiles cr0 =  ap y para los materiales plâsticos a0 =  <rf 
La capacidad portante de barras de poca esbeltez se détermina por la resistencia 
del material.

En el caso de barras de gran esbeltez el momento del surgimiento en la barra 
comprimida de* las tensiones iguales a o crit debe considerarse como estado peli- 
groso. Por eso para garantizar la capacidad de trabajo de la barra es necesario 
que se cumpla la siguiente condiciôn de estabilidad:

^ c r l t <  M e .  (18.31)

siendo [<r]e la tensiôn admisible a la estabilidad, determinada mediante la fôrmula

b le
gçrit b 

«c

Aquf ne es el coeficiente de seguridad por pandeo que a causa de la posible excen- 
tricidad de aplicaciôn de la carga, comba de la barra y heterogeneidad del ma-
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terial se toma siempre un poco mayor que el coeficiente bâsico de seguridad por 
resistencia (nt >  fy). Paraelacero ne =  1,8 + 3,0; para la fundiciôn nt = 5,0 + 5,5; 
para la madera ne =  2 ,8-î-3,2. Cuanto mayor es la esbeltez, menor se toma nc.

En la prâctica durante el càlculo por pandeo se acostumbra utilizar no la 
tensiôn admisible a la estabilidad [<r]ti sino la tensiôn admisible a la compresiôn 
[ct_ ] con coeficiente de correcciôn <p correspondiente, cuyo valor puede detcr- 
minarse a partir de la relaciôn

De donde

o bien 

siendo

[oJe   °crft n0
[a_ ] /ie CT0

r  ,  ^crit n0 r ,
[oie = -------------- [0--1<r0 nt

[crie =  ^ b -1 »

Ocrit «0
<P -------------------

^0 »e

(18.32)

(18.33)

Aquf (p es el coeficiente de disminuciôn de la tensiôn admisible a la compresiôn o 
coeficiente de la tensiôn admisible convencional. En la tabla 40 se dan valores de q> 
para diferentes esbelteces.

Asf pues, tomando en consideraciôn (18.32), podemos volver a escribir 
ahora la fôrmula de càlculo por pandeo (18.31) asf:

® m â*< H e  =
o bien

« r = - ^ - <  v lo _ ] . (18.34)
^bru ta

Se distinguen dos clases de càlculo por pandeo: de comprobaciôn y de pro- 
yecciôn.

En el càlculo de comprobaciôn se parte de los parâmetros y la forma cono- 
cidos de la secciôn de la barra y se determinan ante todo el momento de merci a 
axial mfhimo / min, el ârea F  y se calcula el radio de giro minimo

L u . - y t f -

al igual que la esbeltez

**min

Luego, conociendo la esbeltez, se halla en la tabla el coeficiente <p> se détermina 
la tensiôn admisible a la estabilidad

se compara la tensiôn real o =

[o*]e =  <P [cr__ ], 

P

^bruta
[o]t y se aclara si se satisface la condiciôn

o <  [o]e.

con la tensiôn admisible a la estabilidad
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(18.35)

En el câlculo de proyecciôn se parte de la condiciôn

P
<*= — ------- <  f r -  ]•

^bru ta

La secciôn necesaria se détermina por la formula

^bruta =  f 7~ * (18.36)

En la ûltima relaciôn, ademâs del âreabuscada Fbrula, también es desconocido 
el coeficiente <p. Por eso durante la elecciôn de la secciôn nos vemos obligados a 
utilizar el método de aproximaciones sucesivas variando la magnitud del coe
ficiente ç>. Ordinariamente, durante la primera prueba se toma <p1 =  0,5-i-0,6. 
Después de haber tomado <pu  por la fôrmula (18.36) se détermina Fbruta y se elige 
la secciôn correspondiente. Conociendo la secciôn y determinado / mfn» *min y A 
se deduce el valor real del coeficiente ç'lu si <p[ difiere considerablemente de <pu  
entonces también la tensiôn diferirâ de la admisible. En este caso se debe re- 
petir el câlculo, es decir, hacer la segunda prueba tomando el promedio de los 
coeficientes (p1 y :

<Pi +  vi 
2—  ‘

Durante la segunda prueba se détermina ç'2 . Si se necesita la tercera prueba, 
el câlculo se repite tomando

<?z =
<Pi +  .

2 *

etc. De ordinario, en la prâctica se logra limitarse con dos o très pruebas.

§ 99. Elecciôn del material y de la forma radooal 
de las secciones transversales de barras comprimidas

Para las barras de gran esbeltez (X>  2 lim) cuando <7crjt<  crpr, el môdulo 
de elasticidad E  es la ünica caracterfstica que détermina la resistencia de la barra 
a la pérdida de estabilidad. Entonces, por lo visto, para las barras de acero que 
trabajan a compresiôn, cuyo E  prâcticamente cambia poco, no es racional uti
lizar acero de resistencia elevada. En lo que se refiere a la forma de la secciôn 
transversal, sera racional una forma que ofrezca, para un ârea determinada, la 
magnitud mâxima del radio de giro mfnimo im|n.

Introduzcamos la caracteristica adimensional

K _  fmin
Yf

denominândola radio unitario de giro. Se puede opinar sobre la racionalidad de 
tal o cual secciôn a base de los datos que se dan a continuaciôn.
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Secciôn C

Tubular ( « =  =  0,95 -  0,8) 2,25-1,64l d * x t  J
Tubular (ce =  0 ,7-0 ,8) 1,2 - 1 ,0
Angular 0 ,5 -0 ,3
Doble T 0,41-0,27
Canal 0,41 —0,29
Cuadrada 0,289
Circular 0,283
Rectangular (h =  2b) 0,204

El anâlisis de los datos ofrecidos demuestra que las mâs racionales son las sec- 
ciones tubulares, al igual que las de cajôn de paredes delgadas. Las menos ra
cionales son las secciones rectangulares macizas.

Durante la proyecciôn de las barras, cuya capacidad portante se détermina 
por la resistencia a la pérdida de estabilidad, se debe esforzarse por lograr que 
la barra sea equirresistente en todas las direcciones, o sea, que los momentos 
de inercia principales sean, en la medida de lo posible, iguales.

§ 100. Flexiôn longitudinal y transversal simultânea

La flexiôn de la barra se dénomma longitudinal y transversal simultânea si 
en sus secciones transversales surgen momentos flectores debidos tanto a las 
cargas longitudinales como a las transversales (flg. 312).

El câlculo del momento flector total M { en las secciones transversales se 
realiza contando con las fléchas del eje de la barra:

|À/t(z)| =  \M(z)\ +  \Swt(z)\9 (18.37)

siendo M (z) el momento flector debido a la acciôn de la carga transversal; *SVt(z) 
el momento flector debido a la acciôn de la carga axial S . La determinaciôn de 
la magnitud del momento flector total M t(z) se complica por no poder utilizar en 
este caso el principio de superposiciôn de fuerzas.

Veamos el método aproximado de determinaciôn del momento flector Aft(z). 
Se funda en la suposiciôn de que el eje flexionado de la viga toma durante la 
solicitaciôn transversal la forma .sinusoï
dal, o sea,

 ̂ nz w(z) æ  /  sen —  •

Si existe la carga longitudinal 
toma aproximadamente que

nz
w't(z) » / t sen —  -

(18.38) 

también se

(18.39)

k* P

a a 
z~l/2

Fig. 312

Z

Tal suposiciôn permite obtener suficiente exactitud para la viga apoyada arti- 
culadamente durante la acciôn de cargas transversales dirigidas hacia un lado, 
sobre todo, si la deformaciôn de la viga es simétrica con respecto a su mitad

donde wt =  /r
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Las ecuaciones diferenciales de la lfnea elâstica durante la flexiôn transversal
asf com o la longitudinal y transversal sim ultânea las escribam os respectivam ente
asf:

d 2w(z) M(z)
dz2 5=8 EJ 9

(18.40)

d2wt(z) M (z) Sû){(z)
dz2 =  EJ ~ËT

(18.41)

Eliminando M(z)  de las ecuaciones (18.40) y (18.41) y tomando en consideraciôn 
las suposiciones (18.38) y (18.39) se tendrâ

d 2 [ i tz \  S  7iz
« - " - S T . ( " " T J  - - H ' ' ™ - -

Después de la diferenciaciôn tendremos

Designando

7Ü2

I 2 (/ t - / )  =  - / ,

n2EJ
=  p c

(18.42)

(18.43)

hallamos de la ecuaciôn (18.42) la expresiôn para la flécha en la mitad del vano 
de la viga durante la flexiôn transversal y longitudinal simultânea

/ . ------- f- ^  • (18.44)

La fôrmula (18.44) ofrece resultados satisfactorios cuando la fuerza de 
compresiôn S  no sobrepasa 0,8Pcr.t- Suponiendo que los momentos flectores 
son proporcionales a las fléchas, se puede obtener, de acuerdo con (18.44), 
una fôrmula aproximada simple para determinar el momento Hector durante la 
flexiôn transversal y longitudinal simultânea:

M t = (18.45)

Entonces la magnitud de las tensiones mâximas en la secciôn de la barra se de- 
terminarâ mediante la fôrmula

_  s  ,p  -r yp (18.46)

o bien, contando con la fôrmula (18.45),
S  M

°m ix + ,  s  ,  • (18.47)

" ' ( ' - ■ d
De la fôrmula se desprende que en este caso el principio de superposiciôn 

no es vâlido.
En la tabla 41 se dan las ecuaciones del momento flector y de la linea elâs

tica para algunos casos de la flexiôn longitudinal y transversal simultânea de vigas 
de secciôn transversal constante.
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Conîinuaciàn de la tabla 38

Nùm. 
de orden

Esquema de la barra 
y de su solicitaciôn

Coeficiente de reducciôn 
de la longitud v Coeficiente de estabilidad v

44 J^a P2{1 -  a)
Cuando m — ----------- y n = -----------

H l  -  a) Pxa
=  ^ E J min 

(va)*

a
T  !

V
a
T ri

0 0,699 0 20,19
0,1 0,652 0,1 23,23
0,2 0,604 0,2 27,06
0,3 0,558 0,3 31,75
0,4 0,518 0,4 36,8
0,5 0,500 0,5 39,48
0,6 0,518 0,6 36,8
0,7 0,558 0,7 31,75
0,8 0,604 0,8 27,04
0,9 0,652 0,9 23,23
1,0 0,699 1,0 20,19

45
Cuando m =

J2a 

J i d -  a)
y n = Pî(I -  a)

Pi*

=  X*EJ,n,ln 
(ra)*

m
08

no ---

4 r i ^ ^ 1

0 0,2 0 /  0,6 0,8 fl
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Continuaciôn de la tabla 38

45

Esquema de la barra y
de su solicitaciôn

Coeficiente de reducciôn
de la longitud v Coeficiente de estabilidad n

Cuando P1 = Pt = P y J1 = Jz = J  
nlEJ EJ

P e t i l= ~ W ~  n ~ F

- U a
T V

a
T V

0 0,699 0 20,19
0,1 0,646 0,1 23,63
0,2 0,593 0,2 28,09
0,3 0,539 0,3 33,96
0,4 0,487 0,4 41,68
0,5 0,439 0,5 51,12
0,6 0,41 0,6 58,84
0,7 0,412 0,7 58,92
0,8 0,436 0,8 51,97
0,9 0,467 0,9 45,27
1,0 0,500 1,0 39,48

46

P, J, P,

Cuando m =
J2a 

J i d -  a)
y P i d - a )

Pl0

crh"  (va)*

1
- b !3I

0 0 4 0,8 1,2 1,6 n

Cuando Pt =  P2 =  P y Jx =  / 2 =  /  

_  n*EJ _  EJ 
c rl,“  (v/)2 ~  n l *
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Continuation de la tabla 38

Esquema de la barra y
de bu solicitaciôn

Çoeficiente de reducciôn
de la longitud v Çoeficiente de estabilidad rj

46

47

a a
T V T V

0 0,5 0 39,48
0,1 0,463 0,1 46,13
0,2 0,426 0,2 54,45
0,3 0,391 0,3 64,56
0,4 0,362 0,4 75,22
0,5 0,35 0,5 80,76
0,6 0,362 0,6 75,22
0,7 0,391 0,7 64,56
0,8
0,9

0,426 0,8 54,45
0,463 0,9 46,13

1.0 0,5 1,0 39,48

Cuando m =
J2a

a) y Pid -  a)
PjO

= n2EJmjn 
(va)®

PK _ J, J2 ■£ *>
^  ^ 7  ï ï

Cuando P i =  P2 =  P  
_  n*EJ

P c,n~  lW)®

y J i  =  j 2 =  J
EJ

a
T V

a
T V

0 1,0 0 9,87
0,1 0,933 0,1 11,83
0,2 0,868 0,2 13,11
0,3 0,804 0,3 15,26
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Continuaciôn de la tabla 38

Esquema de la barra y
de su solicitaciôn

Coeficiente de reducciôn 
de (a longitud v

l
Coeficiente de estabilidad r\

47

48

a
f P

a
T V

0,4 0,746 0,4 17,72
0,5 0,699 0,5 20,19
0,6 0,672 0,6 21,88
0,7 0,668 0,7 22,14
0,8 0,679 0,8 21,4
0,9 0,693 0,9 20,55
1,0 0,699 1,0 20,19

Cuando m =  ----------  y n =
Ji(l -  à)

n*EJmln 
cr“ “  (va)*

P i U - a )
P,a

m

3
2
1

0  2 4  6 8  n

Cuando P j — — P  y <J\ — /g P
_  n2EJ _  EJ 

Pcrii~  " (v /jâ ' “  >ll ï

a
T V

a
T »/

0 1,0 0 9,87
0,1 0,925 0,1 11,53
0,2 0,85 0,2 13,65
0,3 0,776 0,3 16,37
0,4 0,704 0,4 19,9
0,5 0,636 0,5 24,42
0,6 0,575 0,6 29,82
0,7 0,53 0,7 35,1
0,8 0,507 0,8 38,41
0,9 0,501 0,9 39,4
1.0 0,5 1,0 39,48
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Continuadôn de la tabla 38
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Coniinuaciôn de la tabla 38

53

Esquema de la barra y
de su solicitaciôn

Coeficiente de reducciôn
de la longitud v

Cuando AUm =  — -
A k

y n P A
P A

_  In

(v/i)2

Coeficiente de estabilidad 17

Los valores de v se hallan 
de los diagramas construi- 
dos para el esquema 48

54 Cuando m =

Pcrii —

3 M
A k

n2EJmin

P

OJ
OJB
0,5

VV  ,
As6  

____1
nota
1------ 1l

0 2 6 8 m
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Continuaciôn de la tabla 38

Esquema de la barra y
de su solicitaciôn

Coeficiente de reducciôa
de la longitud v Coeficiente de estabilidad ij

57

58

p j

53"

59

60

U$Tc

n es el numéro de luces

n V n V

1 0,699 1 20,2
2 0,879 2 12,77
3 0,939 3 11,19
4 0,964 4 10,62
5 0,977 5 10,34
6 0,983 6 10,21
7 0,988 7 10,1
8 0,99 8 10,07
9 0,992 9 10,029

10 0,994 10 9,9895

n es el numéro de luces

n V n V

1 0,5 1 39,48
2 0,699 2 20,2
3 0,814 3 14,9
4 0,879 4 12,77
5 0,917 5 11,74
6 0,939 6 11,19
7 0,954 7 10,84
8 0,964 8 10,62
9 0,971 9 10,47

10 0,977 10 10,34

V

0.6
<

0 ,2 1 An « n if e n h?1

r -

0 40 80 120 160.16 U

31-36 481
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Continuation de la tabla 38

Esquema de la barra y
de su solicitaciôn

Coeftciente de reducciôn
de la lougitud v Coeficiente de estabilidad V

63 n =  0,5
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Continuaciôn de la tabla 38

Esquema de la barra y 
de su solicitaciôn

Coeficiente de 'reducciôn 
de la loDgilud v Coeficiente de estabilidad rj

64

mr m m2-oo ^

/77r-op m 2 - m  p

65

mf-m m2m0

[ _ _____L

✓j — 0 ffi 2**̂
s e p

0,5 <  v <  2 
Algunos datos concretos

sxl

12 16 m

Sol
m' =  U ’ m* ==Ë j

y » =
(.Si +  st)EJ 
**• •

0,7 < v <  oo 
Algunos datos concretos

y n =
v */3

(Ji +  Si)EJ 
****

2,4424 <  ;/ <  39,48

0 < */ <  20,14
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Continuaciàn de la tabla 38

Esquema de la barra y
de su solicitaciôn

Coeficiente de reducciôn * . . . . .  .
de la longitud v Coeficiente de estabilidad »?

66

n =
rxrj*

($1 +  s2) E J  
*** **♦*

67

n - 0

H 3 F
»W3

(■fi +  s 3) E J  
• ** *•#*

68

4\p, m .m m n - i o

J
sJ

m l = ËJ
S2l

nu -------
* EJ

0,5 <  v < 1 
Los valores concretos de v 
pueden tomarse de! dia- 
grama construido para el 
esquema 50.

si
Si =  mt =  m =  —  , 

entonces 

V

05 As __ ihtottL-l-J
0 2 4 6 8 m

tu _P

1 <  v < o o  
Los valores concretos pue* 
den tomarse del diagrama 
construido para el esquema 
63 (caso de n =  0)

si
Si mx =  m2 = m  =  — , 

EJ

0,5 < v <  1 
Algunos datos concretos

o
0,9

0J
0.5

0  8 16 24 3 2  n

r irJ3n =
( s x +  s 2) E J  

♦ ♦

9,8696 <  r/ <  39,48

0 <  t) < 9,8696

9,8696 < t) <  39,48
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Continuaciôn de la tabla 38

Esquéma de la barra y
de su solicitaciôn

Coeficiente de reducciôn
de la longitud v Coeficiente de estabilidad rj

6 9

£ 3
m.-O m—ar>T 00 x*

iVfr. mf ~ o o  m 2- 0  pm , -  oo

T  /

_  _  *i‘ .
m i~ Ë Ï ’

*LEJ

70

m ^ - r r w m ^  n -oo

y
sJ

mx — —  ; 
1 EJ

$21
m' =  ü ’

71
m t ~ m ;  n = O ’ f n n- o o  ^  p

l

mf~oo',n-Q‘ mn^m p

U  '

m -  Sl! ■
mi~ Ë ,V
OT,=

n =

V  .
E J '

' ( * + * ) £ /
•••

0,7 <  v <  2 
Algunos datos concretos

1/

V
V*

V>
:o,6

S£7/0

0 4 

n •=

8 12 16 n

V tP
(•fi +  s*)EJ 

• ****

0,5 <  v <  0,7
Los valores concretos del 
v pueden tomarse del dia- 
grama construido para el 
esquema 54

V J*n =
(st +  s2)EJ 

•••

1 <  v < 2  
Algunos datos cpncretos

V»
KO

0 2 4 6 8 m

2,4424 <  7 <  20,14

20,14 <  tf<  39,48

2,4424 <  ti <  9,8696



Continuaciôn de la tabla 38

Esquema de la barra y
de su solicitaciôn

Coeficiente de reducciôn
de la longitud v Coeficiente de estabilidad rj

72

;m„̂ 02 ^  , P

•i m.-0\n=oo;m -m

7_ÏF

73

m * m \ n = 0 ;  m ^ Q  p

T
'— / y

j,/ _
m1 =

1 E J

s2l
m2 =  —  ; 

E J  9

wn =
(*i +  Jj) E J

*** «et*

74

mf̂ m2-0

’W

£7
tf2/
£7

nu =  —  ; 
1 £7

m« =

0,7 <  v <  1
Los valores concretos de 
v pueden tomarse del 
diagrama construido para 
el esquema 52 conside-

. Sllrando que m1 =  —  ;
E J

s2l
m' = â ;

n =
{s1 +s£EJ  
• *♦**

2 <  v < oo 
Algunos datos concretos

V
\ ■—

Asfntota

0 2 4 6 8 m

1
Es necesario que sehaga 
la comprobaciôn de la es
tabilidad segün la formula

^ c l,=  - — /ri +  rt
*«•

Por el valor calculado se 
toma el valor mfnimo de
•̂ crlt

9,8696 < rj <  20,14

0 <  rj < 2,4424

9,8696
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Contimaciôn de la tabla 38
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Continuaciôn de la tabla 38

Esquema de la barra y
de su solicitaciôn

Coeficiente de reducciôn
de la loogitud v Coeficicnte de estabilidad rj

77 Cuando el numéro de 
los vanos

n — 2

I Q ' r T r "
T / T  T  /T  /T 2,6

I l 1 * 1 ■ ■ 1
r es el coeficiente de ri- 
gidez del apoyo trasla-

1,8

1,0dado elâsticamente 0 8  1 6  2 4

n =  4

2,6

1,8

1,0
i

0 8 16 24 c

riz

“  ~ËJ

78
Los valores de v pueden 
tomarse del diagrama cons- 
truido para el esquema 52,
siendo m =  —

2 EJ
(s es el coeficiente de rigi- 
dez del apoyo giratorio 
elâstico)



Continuaciôn de la tabla 38

Esquema de la barra y 
de su solicitaciôn

Coeficiente de reducciôn 
de la longitud v Coeficiente de estabilidad rj

79 Los valores de v pueden 
tomarse del diagrama cons- 
truido para el esquema

1 •7̂ si
54, siendo m =  —

2 EJ
(s es el coeficiente de ri
gidez del apoyo giratorio 
elâstico)

-

* J  y son Ios momentos de, inercia màximo y minimo de la secciôn transversal» respec- 
tivamente.

** Se supone que hay varios tramos de igual longitud, siendo iguales las diferencias entre 
los momentos de inercia de los tramos vecinos.

*** y rt son los coeficientes de rigidez de los apoyos trasladados elàsticamente izquierdo 
y dereeho.

si y st son los coeficientes de rigidez de los apoyos giratorios elàsticos izquierdo
y dereeho.

***** c es cl coeficiente de rigidez de la base eléstica (coeficiente de reaccién del suelo) 
igual a la relaciôn de la reacciôn de la base a su asentaniiento.

Tabla 39
Cargas ciiticas para la banda y algunas vigas de doble T* ** *** * *****
Tipos de los apoyos:

Empotramiento en los 
pianos horizontal y 
vertical

M
//

1 Articulaciôn en el
» piano horizontal, em- ____ !

______ !/
b

potramiento en el
1 vertical

Empotramiento en el 
piano horizontal, ar- 
ticulaciôn en el verti
cal

Articulaciôn en el 
piano horizontal, 
gufas en el vertical

Articulaciones en los 
pianos horizontal y 
vertical

Esquema Carga crltica

\------------------ 1
nS

MerU~ l i
El piano de acciôn del par conserva, al perder 
la estabilidad, la orientaciôn invariable en el sis- 
tema de ejes môviles enlazados rfgidamente con 
la secciôn de tope en traslaciôn

* S =  VEJ GJtt siendo EJ la rigidez mfnima en la flexion; GJ, la rigidez 
en la torsiôn.
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Continuaciôn de la tabla 39

Esquema Carga crltica

f

■̂ crit :

cuando a =  0

4,013 f a \
H ' - T "

_  4,0135 
PcrIt "  jï~~

Si la altura de la banda en voladizo varia segün la
n ______

ley h =/r0 1---- y-  , siendo h0 la altura de la
banda cerca de la base y z, la coordenada corrien- 
te a lo largo de la banda, entonces

_  rnS n \ 1 \ 1,333 | 2 [ 4
cr!t“  l2 m | 2,4 | 2,81 | 3,21 | 3,61

_  kS 
jPcrIt“  ~[2

El coeficiente k se toma de la tabla.
I2 2 GJt

Ademâs,* = — ---------, siendo D la rigidez
h2 D

de una de las alas del doble T durante la flexion 
en su piano
X | 0,1 1 1 | 2 ! 3 | 4 1 6 1 10 1 24 1 40
k |44,3 |l5,7 112,2 |l0,7 |9,76 |8,69 |7,58 |6,19 | 5,64 

4,013
Cuandox > 40 k*

( ■ - t f
IA
?

* / r
^crit—

5,565

O^Ocrit !
12,855

Si la altura de la banda en voladizo varia segun

< /

la ley h =  h0 1 — , siendo h0 la altura de la

banda cerca de la base y z la coordenada corriente
mS

a lo largo de la banda, entonces faOcrit =  “rr/2
n | 1 1 1,333 1 2 | 4
m | 9,6 | 10,4 | 11,2 | 12,8
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Continuaciôn de la tabla 39

Esquema Carga critica

_  26,55*
l  2 Jcrit /•

q0 en el empotramiento

I - H Ü . L Ü . J

/
(tfOcrit

15,955
/*

/
•^crit

nS
T

M

siendo h la altura de la viga y Z), la rigidez de una 
de las alas del doble T durante la flexiôn en su 
piano

Mcril “  2R ±

1 f ( E J + g j ,y2 P lU *  T
± n - 5 T  J

El signo inferior détermina el valor critico del mo- 
mento dirigido contrariamente al mostrado en 
el esquema ___________

a : /  |! 0,051

kS
~fi

0,1 | 0,15| 0,2 | 0,25
k I 111,6 | 56,01 | 37,88 | 29,11 I 24,1

a : l \1 0,3 | 0,35| 0,4 | 0,45 | 0,5
k 1 21,01 | 19,04 17,82 | 17,15 | 16,94

16,93
/* (*
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Continuaciôn de la tabla 39

Esquema Carga crftica

irr—Tâï ^

-------X - ...... J

A:5
^cHt- /a

/2
Cuando /  =  —

2C /t
Z)

siendo h la altura de la

viga y Z), la rigidez de una de las alas del doble T 
durante la flexiôn en su piano, los valores de k 
serân

X | 0 ,41 4 | 8 1 16 [32 | 64 | 160 | 400 
k | 86,41 31,9| 25,6| 21,8 | 19,éj 18,3| 17,5| 17,2

(tfOcrlt =
28,315

/*

i nm m a
( ^ ) c r l t  ^2

l2 2 GJt
cuando y =  —  • ------ , siendo h la altura de

h2 D
la viga y Z), la rigidez de una de las alas del doble 
T durante la flexiôn en su piano, los valores de 
k serân

X 1 0,41 4 | 8 | 16 | 32 | 641 128 |400 
A: | 143 | 53 | 42,ô| 36,3| 32,6 130,5 | 29,4| 28,6

Si durante el volqueo la carga permanece parale- 
la a la direcciôn inicial, entonces

EJ (7T2 -  fl2)2

e2 (n* +  ei — \
l  o j J

Si durante el volqueo la carga permanece dirigida 
hacia el centro inicial de curvatura, entonces

(*7̂ )crU
n2EJ
~R*~

! _  02

e2

^crit
2nS
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Continuaciàn de la tabla 39

Esquema Carga critica

^crit
44,55

/*

^crlt
ks
~F

Cuando x —
l2
h2

2 G Jt 
D

siendo h la altura de la

viga y Z), la rigidez de una de las alas del doble T 
flexionado en su piano, los valores de k serân
x | 0,4! 4 | 8 I 16 132 64 | 1281320
À: 1 268 188,8 | 65,5| 50,2| 40,2 34,1 | 30,7| 28,4

. a ( P
m

iAWJ * / *
a : /
T ”

0,1 | 0,2 | 0,3 | 0,4 | 0,5 
117 | 53,2 | 35,2 | 28,5 | 26,7

faOcrit
48,65

/*

, r -A  M  I I  1 t  I I

L 3- TT]
- f  / T

teOcrlt =

/* 2GJt
Cuando x =  ~  *--------» siendo h la altura de

h2 D
la viga y Z), la rigidez de una de las alas del doble 
T flexionado en su piano, los valores de k serân

X | 0,4| 4 [  8 1 161 3 2 1 96 [128 [ 400
k j 488 |161 1119 j 91,3 | 73,0| 58,0| 55,8 | 51,2

fl h
> *

h

* , t •

kS
■Pcrit—

a : l  | 0,1 | 0,2 | 0,3 | 0,4 | 0,5
* | 608 | 155 | 80,9 | 58,6 | 53,0
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Continuaciôn de la tabla 39

Esquema Carga critica

j _ u .  11

U

P
r h

1
77! 7̂7? j 7

t i i i i  t 1
*7) 57 j 777jw

«

>7775

faO crlt =
129,15

/*

fa*)crlt =
mEJ
~ W

La carga queda paralela a su direcciôn inicial 
G 1 n : 4 | n :2 | tt 11,063̂  | 1,1tt 11,24k 
m | 60,1 | 12,6 | 1,85 |l,54 | 1,40 | 1,00

kS

a :l\  0,1! 0,2[ °>3I M  ° >5' °>6! 0,71 0,8, 0,9 
k | 65,8j 34,7] 25,8| 22,8[22,9|25,7i32,9|50,7| 111

(̂ Ocrit “
39,65

kS
^crit

a :l  | 0,11 0,2[ 0,3j 0,4| 0,5| 0,6[ 0,7| 0,8| 0,9 
k | 77,5|41,5|31,5|28,9|30,5|37,l!53,9|l04 |376

(tfOcrit =
57,25

f

Pcrii  =
kS_
1*

a : / 0,11 0,2| 0,3[ 0.4j 0,51 0,6) 0,7| 0,8j 0,9
79,6|43,2l;33,7|31,9|35,li45,l|70,3|149 1625
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Coniimaciôn de la tabla 39

Esquema Carga cri tica

(flOcrlt
6 4 ,6 5

/2

■̂ crit
* 5

/2
fl : / ,  0,1! 0,21 0,3! 0,41 0,5j 0 ,6  0,71 0 ,8 | 0 ,9  

A: |l3 8  !6 7 ,l |4 7 ,0 |4 0 ,l |3 9 ,9 j4 6 ,2 j6 4 ,2 |ll9  |422

| | | r l1? | l - H
H  i H  l ii

I
/ /

(̂ Ocrit
8 4 ,8 5

/2

+
P

l

_  kS
^crlt- —f i

a : / | 0 ,1 | 0,2! 0,3! 0 ,4 | 0 ,5 | 0 ,6 | 0 ,7 | 0 .8 | 0 .9  

k (l45 (67,6147,1140,7;41,8 |50 ,5 |75 ,0 l 150 [630

ïrfnx
i

(^O crit =
8 6 ,4 5

/2

Los desplazamientos verticales de las secciones de 
apoyo son imposibles:

_  *5
^crh— y*

a : /  ! 0,1 j 0 ,2  | 0 ,3 [  0 ,4 [  0 ,5

k  j 393 | 114 | 63,1 | 4 7 ,2 1 43,2

4r\J <7 IlHj
*

b 1------'---di-1\

Los desplazamientos verticales de las secciones 
de apoyo se suponen imposibles

9 8 ,7 5
(tfOcrit “
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Continuation de la tabla 39

Esquema Carga crftica

_  kS 
Petit— ~fi

a:l\ 0,li 0,2| 0.31 0,4! 0,5| 0,6| 0,7| 0,8| 0,9 
k 1399 |l 18 |67,8 j 52,6 j50,2157,7| 82,2| 161 |621

H L L L L i toO  cril
120,65

/2
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Coeflcientes de la tensiôn admisible convencional a  la  compresiôn <p

Esbel
Matcrial

0 10 20 30 40 50 60 70 80

Acero
Ct. 0 
Ct. 2 
Ct. 3

1,00 0,99 0,97 0,95 0,92 0,89 0,86 0,81 0,75

Ct. 4 
Ct. 5 1,0 0,98 0,95 0,92 0,89 0,86 0,82 0,76 0,70
HJI-1
HJI-2
(15XCHfl)

1,00 0,98 0,95 0,93 0,90 0,83 0,78 0,71 0,63

c n n
Fundiciôn

1,00 0,97 0,95 0,91 0,87 0,83 0,79 0,72 0,65

CH 12-28 
CH 15-18 
CH 15-30

1,00 0,97 0,91 0,81 0,69 0,57 0,44 0,34 0,26

CH 15-32 
CH 15-36 
CH 18-36 
CH 21-40 
CH 21-44 
CH 24-44 
CH 28-48

1,00 0,95 0,87 0,75 0,60 0,43 0,32 0,23 0,18

Aleaciôn a 
base de alu- 
minio

AMr 1,00 0,973 0,945 0,917 0,87 0,77 0,685 0,603 0,53
AMr 6 1,00 0,973 0,946 0,89 0,77 0,64 0,542 0,458 0,387
ABT 1 1,00

1,00
0,996 0,992 0,90 0,78 0,66 0,557 0,463 0,387

A16T 0,999 0,998 0,835 0,70 0,568 0,455 0,353 0,269

Elementos de 1,00 0,99 0,96 0,91 0,85 0,78 0,72 0,65 0,58
piedra y de 
piedra armada

Hormigôn
armado

1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 0,83 0,73 0,64

Hormigôn
denso

1,00 1,00 0,96 0,90 0,84 0,76 0,70 0,63 0,57

Hormigôn
liviano

1,00 1,00 0,95 0,86 0,73 , 0,68 0,59 0,52 0,46

Madera (pino 
abeto)

1,00 0,99 0,97 0,93 0,87 0,80 0,71 0,61 I 0,49
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Tabla 40

tez X

90 100 110 120 130 | 140 150 160 170 ' 1801 190 200

0,69 0,60 0,52 0,45 0,40 0,36 0,32 0,29 0,26 0,23 0,21 0,19

0,62 0,51 0,43 0,38 0,32 0,28 0,26 0,24 0,21 0,19 0,17 0,16

0,54 0,45 0,39 0,33 0,29 0,26 0,23 0,21 0,19 0,17 0,15 0,14

0,55 0,43 0,35 0,30 0,26 0,23 0,21 0,19 0,17 0,15 0,14 0,13

0,20 0,16

0,14 0,12

0,465 0,415 0,365 0,327 0,296 0,265 0,235
0,322 0,28 0,243 0,213 0,183 0,162 0,148 — — — — —
0,312
0,212

0,252
0,172

0,21
0,142

0,175
0,119

0,15
0,101

0,129
0,087

0,113
0,076 "

0,53 0,48 0,43 0,38 0,35 0,32 0,29 — — — — —

0,57 0,52

0,51 0,45

0,38 0,31 0,25 j0,22 0,18 0,16 0,14 0,12 0,11 0,10 0,09 0,08

32*
499





501

M
(l)

 =
 

(1
- 

ch
 k

l -
 k

l s
h 

kl
)

k*
ch

 k
l



Co
nt

in
ua

tio
n 

de
 l

a 
ta

bl
a 

41

• s
+

" r
i
N

Aî
J3

|<N
•dvi

.N
N <N

I
3  |

x

*

3  |*
.g

3  \<*

. |n  

3b

3 3

3

I

I
•Ai

1

t

c ri <oM ).—

> |
JS 3

cr
W

N

5

3
d
8

d

S
»

N
5;

1

JL.__

s
•«

à

502



«s<*>

•S

3 J 5
S SU M

*IS
3

+

§

OO

-O

I

+

OO

■* l<N
coOU

**
S5

il
3

*

3

8
3<*>

N-*
fl<D

S

-2
S

<3
V
N

3  •§
g  |

O
II

<3
A
N
3
SSU

3
SI

<3 «

Hr
•O

r f f r

+
3
OCJ

N•i*
CU

5

N!
A

N i ' c

lÆHtf.. i f-

503



Co
ni

in
ua

ci
ôn

 d
e 

la
 t

ab
la

 4
1

504

co
s k

l





Capi'tulo 19

OSCILACIONES ELÀSTICAS

§ 101. Clasificaciéo de las oscilaciones mecânicas

Todos los procesos oscilatorios con que se encuentra en la ffsica y la técnica pue- 
den clasificarse de acuerdo con una ley, segün la cualciertamagnitud que caracteriza 
el proceso oscilatorio cambia en el tiempo. Tal clasificaciôn puede llamarse cine- 
màîica en el sentido amplio de esta palabra. Las oscilaciones pueden ser periôdi
cas y aperiôdicas. Adeniâs, existe unaclase intermedia amplia de las llamadas 
oscilaciones casi periôdicas.

Las oscilaciones periôdicas se describen por una funciôn periôdica, cuyo valor 
se repite dentro de cierto lapso determinado T denominado perlodo de las oscila
ciones, es decir,

f ( t+  T ) = m
para cualquier valor de la variable t.

Las funciones se llaman aperiôdicas cuando no satisfacen esta condiciôn.
Las funciones casi periôdicas se determinan mediante la condiciôn

l / i ( '+ t ) - / i ( O I <  «

para cualquier t, siendo r y e las magnitudes constantes determinadas. Es evi- 
dente que si e es muy pequeno en comparaciôn con el valor medio del môdulo 
de la funciôn / 3(/) durante el tiempo /, la funciôn casi periôdica se aproximarâ a la 
periôdica, en el lacual t serâ casi el perlodo.

Las oscilaciones periôdicas més difundidas son las armônicas o sinusoïdales.
Las oscilaciones aperiôdicas son mucho mâs variadas que las periôdicas. Taies 

oscilaciones son, por régla general, oscilaciones sinusoïdales amortiguadas (fig.

313, a) o crecientes (fig. 313, b). Las oscilaciones amortiguadas pueden repre- 
sentarse matemâticamente mediante la expresiôn

x =  A-^cos(cot +  <p)9 (19.1)

siendo A, <p, ô y cù las magnitudes constantes y /, el tiempo.
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Las oscilaciones armônicas crecientes se describen matemâticamente anâlo- 
gamente a (19.1), sustituyendo el signo de St por el contrario (positivo).

Hablando en rigor, no es muy lôgico denominar las oscilaciones armônicas' 
(o sinusoïdales) amortiguadas, porque éstas no pueden decrecer. Sin embargo, 
en la prâctica se utiliza esta denominaciôn.

La clasificaciôn de los procesos oscilatorios por los indicios externos no es 
suficiente, a causa de lo cual ésta tiene que ser completada por la clasificaciôn de 
las oscilaciones por los indicios fisicos principales de los sistemas 
oscilatorios examinados.

Investigando los movimientos de oscilaciôn de los sistemas 
elâsticos es importante saber qué numéro de parâmetros indepen- 
dientes détermina la posiciôn del sistema en cada momento dado 
de tiempo. El numéro de taies parâmetros se llama numéro degrados 
de libertad.

En los casos mâs simples la posiciôn del sistema puede deter- 
minarse por una sola magnitud. Taies sistemas se denominan sis
temas de un grado de libertad. El sistema oscilatorio que consta del 
peso Q suspendido de un muelle (fig. 314), siendo construido de tal 
manera que son posibles solamente desplazamientos verticales del 
peso, es sistema de un grado de libertad. Su posiciôn en cualquier 
momento de tiempo puede determinarse mediante un parâmetro, 
o sea, el desplazamiento por la vertical.

Una viga impondérable que porta dos masas (fig. 315) puede servir de ejemplo 
del sistema de dos grados de libertad. En este caso los desplazamientos de las masas 
mxy nt2 con respecto a la posiciôn de equilibrio pueden ser los parâmetros indepen- 
dientes que determinan la posiciôn del sistema en cualquier momento de tiempo. 
Aumentando el numéro de masas concentradas de la viga oscilante pasamos, en 
el caso limite, a una viga con la masa distribuida por toda la longitud, es decir, 
a un sistema oscilatorio (fig. 316) de numéro infinito de grados de libertad.

La clasificaciôn de las oscilaciones mecânicas puede ser realizada también por 
otros indicios. En particular, se suele distingué los cuatro siguientes tipos de 
oscilaciones: oscilaciones propias, oscilaciones forzadas, oscilaciones paramétras 
y autooscilaciones.

Se entienden por oscilaciones propias (o libres) las que surgen en un sistema 
aislado a causa de la excitaciôn exterior (“empujes”) provoccmdo desviaciones 
iniciales de los puntos del sistema con respecto a la po
siciôn de equilibrio, y  que continüan después gracias a la m2
presencia de las fuerzas elâsticos inter iores que restablecen 
el equilibrio. La energia necesaria que asegura el proceso 
de oscilaciones llega del exterior en el momento inicial pjg 315
de excitaciôn de las oscilaciones. El perfodo de las oscila
ciones (tiempo de una oscilaciôn compléta) o la frecuencia de las oscila
ciones (magnitud redproca del perfodo) dépende del propio sistema. La frecuen
cia de las oscilaciones es bien determinada para el sistema dado y se denomina 
recuencia propia de las oscilaciones del sistema. Las oscilaciones propias son prâc-

0

Fig. 314

'/yS/y—
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ticamente siempre amortiguadas a causa de las pérdidas de energia en el sistema, 
aunque durante el anâlisis de las oscilaciones propias muchasveces se prescinde de 
estas pérdidas.

Se entiertden por forzadas las oscilaciones del sistema elàstico que ocurren bajo 
la acciôn sobre el sistema (durante todo el proceso de las oscilaciones) de las fuerzas 
perturbadoras exteriores dadas que varlan periôdicamente. El carâcter del proceso 
oscilatorio se détermina no sôlo por las propiedades del sistema, sino dépende 
esencialmente también de la fuerza exterior. Como ejemplo de oscilaciones forzadas 
pueden citarse las oscilaciones transversales de una viga (fig. 317) engendradas 
por la masa no equilibrada del rotor de un motor eléctrico en funcionamiento 
montado sobre ésta.

Las oscilaciones forzadas suceden con la frecuencia de la fuerza perturbadora 
y se mantienen a Costa del suministro continuo de la energia desde afuera. Al coin- 
cidir la frecuencia de las fuerzas perturbadoras con la frecuencia de las oscilaciones 
propias del sistema empieza el fenômeno de resonancia que se caracteriza por un 
àumento brusco de la amplitud de las oscilaciones forzadas, peligroso para el 
trabajo del sistema oscilatorio mecânico en cuestiôn.

Se llaman paramètricas las oscilaciones del sistema elàstico, en el proceso de 
las cuales varian periôdicamente los parâmetros fisicos del sistema, o sea, las mag
nitudes que caracterizan la masa o la rigidez del sistema. En este caso las fuerzas 
exteriores no influyen directamente sobre el movimiento oscilatorio, sino cambian 
os parâmetros fisicos del sistema. Las oscilaciones transversales de una masa sobre 
una barra giratoria de secciôn no circular que tiene un momento ecuatorial de 
inercia diferente respecto a los ejes mutuamente perpendiculares es un ejemplo 
de las oscilaciones paramètricas.

Se entiende por autooscilaciones del sistema elàstico las oscilaciones sin amorti- 
guamiento sostenidas por taies fuerzas exteriores, cuyo carâcter de influencia se 
détermina por el propio proceso de oscilaciôn.

Las autooscilaciones surgen en el sistema cuando faltan las influencias periô- 
dicas exteriores. El carâcter de las oscilaciones se détermina exclusivamente por la 
estructura del sistema. La fuente de energia que compensa las pérdidas de energia 
en el sistema durante el proceso de su oscilaciôn constituye una parte inaliénable 
del sistema. De tal manera, las autooscilaciones se diferencian de las oscilaciones 
propias que son amortiguadas, porque no se amortiguan. Por otra parte, las auto
oscilaciones difieren de las oscilaciones forzadas y paramètricas originadas por las 
fuerzas exteriores, cuyo carâcter de acciôn en ambos casos es dado, por ser auto- 
excifadas, ya que el proceso de las oscilaciones en este caso se gobierna por las 
propias oscilaciones.

Citemos como ejemplo de autooscilaciones la vibracîôn de las partes del aviôn 
(fiameo) cuando la fuente de la energia complementaria que sostiene las oscilaciones 
dd sistema es la energia de la corriente de aire, al igual que la tremolaciôn de la 
bandera en d  vieato.

So aoostumbra también hacer la clasificaciôn de las oscilaciones segiin el tipo 
de las deformadooes de los elementos elâsticos de la estructura. En particular, 
con ariçglo a los Maternas de barras se distinguen oscilaciones longitudinales, trans
versales y  de torsiôn.

Durante tas oscilaciones longitudinales los desplazamientos de todos los puntos 
de la barra eiàstica estàn orientados a lo largo del eje de la barra. Tiene lugar la 
deformaciôn de alargamiento o acortamiento de la barra, es decir, las oscilaciones 
ongitudinales pueden llamarse oscilaciones de tracciôn-compresiôn.
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Durante las oscilaciones transversales (de flexiôn) las componentes principales de 
los desplazamientos (fléchas) estàn dirigidas perpendicularmente al eje de la barra.

Durante las oscilaciones de torsiôn tienen lugar las deformaciones variables de 
torsiôn. Son posibles también las oscilaciones de flexiôn y torsiôn combinadas, 
o sea, taies que tienen simultâQeamente la flexiôn y torsiôn variables.

S 102. Oscilaciones libres de sistemas de un grado 
de Ubertad

Como ejemplo de sistema oscilatorio mâs simple de un grado de libertad puede 
considerarse un peso suspendido del muelle vertical (fig. 318).

Obtendremos la ecuaciôn diferencial de las oscilaciones del peso Q tomando 
la suma de las proyecciones de todas las fuerzas (incluidas las fuerzas de inercia
segun el principio de D’Alembert) sobre el eje vertical en la 
siguiente forma:

Q +  ex -  |f i  -  ® =  0.

De aqui
Q ••— jc ex =  0 
g

o bien

Q+cx

0 - f >

x +  o>'x =  0, (19.2) Fig- 318

siendo x el desplazamiento vertical del peso de la posiciôn de equilibrio estâtico; 
.. d2x
x =  —  ; t, el tiempo; c9 la rigidez del muelle; gy la aceleraciôn de la gravedad; 

• dt2
co, la frecuencia angular de las oscilaciones propias

cb8 cg g 
Q “  êst ;

(19.3)

ôcsi =  — es el alargamiento del muelle durante la acciôn estâtica del peso Q. 
c

La soluciôn de la ecuaciôn (19.2) serâ

x =  A cos cot +  B sen cot9 (19.4)

siendo A y B las constantes de integraciôn que dependen de las condiciones iniciales.
Si se dan la coordenada inicial del peso x0 y la velocidad inicial v0 =  x cuando 

/ =  0, entonces determinamos a partir de (19.4)

A =  x0- B =  - -  . (19.5)CO
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Suponiendo que

xQ =  a sen a y — =  a cos a, (19.6)
œ

podemos prcsentar la soluciôn (19.4) asi:

x =  a sen (cot 4- a), 

siendo a la amplitud de las oscilaciones determinada mediante la fôrmula

x l + A .
r œ2

La magnitud cot +  a se denomina fase de las oscilaciones, y la magnitud a, desfa- 
saje. A base de (19.6) a puede determinarse a partir de la condiciôn

tg a
x0co
v0 ’

La frecuencid angular de las oscilaciones (numéro de oscilaciones hecho du
rante 2n s) a base de (19.3) serâ

o bien

(19.7)

siendo m =  — la masa del peso suspendido.
g

Conociendo la frecuencia circular se puede determinar el periodo de las osci
laciones

T (19.8)

El nûmero de oscilaciones por segundo, es decir, la frecuencia por segundo 
expresada en hertzios se détermina mediante la fôrmula

/
£
T

co 
2n
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Durante las oscilaciones del peso suspendido de un extremo del muelle que 
représenta una barra de longitud / con una rigidez de la secciôn transversal a la 
tracciôn EF y una rigidez

EF
c —

l

la frecuencia de las oscilaciones propias se determinarâ, segün (19.7), mediante la 
fôrmula

CD — (19.10)

Tomandoen consideraciôn que— =  m, podemos escribir:
g

CD = (19.11)

De las fôrmulas (19.10) y (19.11) se ve que la frecuencia de las oscilaciones 
propias del sistema aumenta, siendo invariable la masa, con el aumento de la 
rigidez, y disminuye con el aumento de la masa, siendo invariable la rigidez. La rela- 
ciôn entre las frecuencias de las oscilaciones propias de los pesos sujetados a los 
extiemos de dos barras diferentes es inversamente proporcional a la rafz cuadrada 
de la relaciôn de los alargamientos estâticos de dichas barras.

Un sistema oscilatorio que consta deundisco macizo sujetado al extremo infe- 
rior del ârbol empotrado por el extremo superior (fig. 319) también es un ejemplo 
del sistema de un grado de libertad. Si se aplica al disco en su 
piano y se retira de repente un par de fuerzas, surgen las osci- 
lariones libres de torsiôn del ârbol junto con el disco. Desig- 
nemos la rigidez del ârbol a la torsiôn (momento torsion al que 
origina la torsiôn del ârbol en un radiân) por c:

; '£4 |  ^

C = GJ f
l

Gitd4
/•Ü2 *

(19.12)

siendo G el môdulo de elasticidad durante el deslizamiento; 
dy el diâmetro del ârbol; /, la longitud del ârbol.

Haciendo uso del principio de D’Alembert (prescindimos 
de la inercia de la masa de la barra), obtendremos la ecuaciôn 
diferencial de las oscilaciones de torsiôn del disco igualando el

Fig. 319

momento torsional cç> que actûa en el ârbol durante su torsiôn en un ângulo <p al 
momento de las fuerzas de inercia de la masa del disco:

d2<p
J - ^  +  c ç = 0 t (19.13)

sfendo /  el momento de inercia del disco con respecto al eje de la barra perpendi 
cular a) piano del disco.
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Para un disco de espesor constante h hecho de un material con el peso especifico 
y se tendrâ

nD*hy QD2

siendo D el diâmetio del disco; Q, el peso del disco. 
Para un disco de espesor variable h(p)

DI 2

J = ~ ~ ^  Mp)ypadp.

Designando

“ ' “ T*

volveiemos a escribir la ecuaciôn (19.13) en la forma

d2(p + oV  = o.

La soluciôn general de esta ecuaciôn serâ

(p = A cos coi 4* Æsen cot.

El période de las oscilaciones del sistema examinado

Para la barra de diâmetro constante d se tiene contando con (19

(19.14)

(19.15)

(19.16)

(19.17)

(19.18)

(19.19)

(19.20)

y la frecuencia de las oscilaciones por segundo
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En la tabla 42 se dan las frecuencias de las osdlaciones propias de los sistemas 
de un giado de libertad.

§ 103. Osdlaciones forzadas de los sistemas de un grado 
de libertad cuando la excitadôn es arménica

Obtendremos la ecuadôn de las osdlaciones foizadas de! sistema de un grado 
de libertad (fig. 318) si tomamos en consideradôn en (19.2), ademâs de las fuerzas 

Q ••
de inercia — jc y las fuerzas deelastiddad queactuan sobre el peso Q, la infiuen- 

8
cia de la fuerza periôdica peiturbadora Pcospt:

Q ••
—  JC +  ex =  P cos pt. 
8

Designando

(19.22)

c8 t (19.23)
II (19.24)

si end o p  la frecuenda angu ar de la fuer2a pertuibadora, reduciremos la ecuadôn 
(19.22) a la forma

jc +  oPx =  q cos pt. (19.25)

Cuando p es pequenoen comparaciôn con cot se puede despreciar el téimino x y 
considérai que liene lugar sôlo la deformaciôn estética, cuyo valor màximo

<1 (19.26)

Para deteiminar la deformaciôn dinàmica es necesario solucionar la ecuaciôn 
(19.25). Su soludôn se compondrâ de la suma de la soluciôn general de la ecuadôn 
homogénea (cuando q cos pt =  0)

jc =  A cos cot +  B sen cot (19.27)

y la soluciôn particular de la ecuaciôn (19.25)

jc =  Ccosp/. (19.28)

Al sustituir (19.28) en (19.25) hallamos

C Q (19.29)

33-36

CO1 — p 1
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Entonces la soludôn general de la ecuaciôn (19.25) serâ

q
x — A cos co /+  B sen cot -f —-----cospt. (19.30)

o r  — p 2

Los dos primeros sumandos de! segundo miembro de (19.30) caracterizan las 
oscilaciones libres que, por régla general, se amortiguan con rapidez; el ültimo

caracteriza las oscilaciones forzadas estacionarias con frecuencia angular p |  con

2 n P \ Çperfodo Tt =  — o frecuencia /  =  — Hz I y amplitud C ------------ . La ampli-
p 2 n ) co2—p 2

tud de las oscilaciones forzadas dépende esencialmente de la coirelaciôn de las 
frecuencias de las oscilaciones propias co y forzadas p y puede caracterizarse me- 
diante el JJamado coeficiente del crecimiento de las oscilaciones o coeficiente de am- 
plificaciôn dinàmica

o bien

siendo

C q q co2 1
0>*-p*'a>* co*-/»* p 1

co2

(19.31)

(19.32)

p
Como se ve de (19.31), cuando la razôn — es pequefia, P -> 1 y C ^est. Pero

co

cuando la frecuencia de las oscilaciones forzadas p  -► co, es decir, — -► 1, cnton-
co

ces C -* oo. Cuando p — co tiene lugar el estado 
de resonancia. La frecuencia correspond iente de la 
fuerza perturbadora p =  pCTjt se denomina crltica.

El diagrama de la dependencia \P\ =  â<̂ °

en la fig. 320 que représenta la llamada curva de 
amplitud de la resonancia o la caracteristica ampli- 
tud-frecuencia ofrece la posibilidad de analizar el 
comportamiento del sistema oscilatorio en funcion 
de la razôn de las frecuencias libres co y forzadas p.

§104. Oscilaciones libres del sistema de un grado 
de libertad teniendo en cuenta la resistencia proporcional 
a la velocidad
La ecuaciôn de las oscilaciones libres del sistema de un grado de libertad 

(fig. 321, a), cuando se cuenta con la resistencia proporcional a la velocidad 
de movimiento del peso oscilatorio, la obtendremos a partir del examen de las
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condiciones de su equilibrio dinâmico:

Q ------x — ax =  Q +  ex
g

o bien
x +  2nx 4- co2x =  0, (19.33)

siendo a el coeficiente de proporcionalidad; ax, la fuerza de resistencia.
En la ecuaciôn (19.33)

« °g *gco2 =  ; 2/i =  — . (19.34)
Designemos

(01 =  (O* -  na. (19.35)
La soluciôn de la ecuaciôn (19.33)
serâ
x=e~~n/(A scnco^-^ Bcosœ^), (19.36) 
siendo e =  2,718.

El perfodo de las oscilaciones
amortiguadas del sistema en cuestiôn

2n 2nT -------= ------------ ,
Vœ2- n 2

(19.37) Fig. 321

siendo n el coeficiente que caracteriza la capacidad de amortiguaciôn del sistema 
oscilatorio. De (19.36) se desprende que a causa del factor e~nt la amplitud de las 
oscilaciones disminuye con el tiempo, o sea, las oscilaciones van decreciendo. 
Las constantes de integraciôn A y B en la soluciôn (19.36) se determinan a par
tir de las condiciones iniciales. Asf, suponiendo que cuando t 
x — x0 hallamos

B =  x0; A =  — (x0 +  nx0). 
œ1

En este caso la soluciôn (19.36) puede presentarse en la forma

= 0, * =  *0;

x =  e , |cos œxt 4- — sen œxt j j 

En el caso particular cuando A =  0, es decir, cuando

— sen coxt +  x0 I cos coxt + (19.38)

x0 nx<>
H----- — ",co1 œx

la ecuaciôn (19.38) tendrâ el aspecto
x =  x0e~nt cos <oxt.

Esta ecuaciôn esta representada grâficamente en la fig. 321, b. La disminuciôn 
de la amplitud sigue la progresiôn geométrica. En efecto, cuando / =  0; t =  T; 
t =  2T, etc. las amplitudes tienen, respectivamente, los siguientes valores:

a0 =  *oî «î =  x0e~nT; a2 =  xô2nT, etc.

a±
<*2

<*k 

ak+1
=  e,nT
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de donde

= n T =  ô. (19.39)ln —  =  ln e"T
ak+i

La magnitud <5 se denomina decremento logaritmico de las oscilaciones y es, por 
régla general, la caracteristica principal de la amortiguaciôn de las oscilaciones 
o la caracterfstica de las propiedades amortiguadores del sistema oscilatorio *).

§ 105. Oscilaciones forzadas de los sistemas de un grado 
de libertad teniendo en cuenta la resistencia proporcional 
a la velocidad

Segün los datos de los pârrafos anteriores la ecuaciôn diferencial de las 
oscilaciones forzadas del sistema mostrado en la fig. 321, a, al actuar la fuerza 
exterior perturbadora P sen pt, tiene que escribirse en la forma definitiva asi:

siendo, igual que antes,

x  +  2nx +  cû2x  =  q  sen p t .

o cg Pg(o* =  — ; q =  — .
Q Q

(19.40)

(19.41)

La soluciôn general de la ecuaciôn (19.40) ha de constar de la suma de la solu- 
ciôn de la ecuaciôn homogénea (19.33)

jc =  e~nt (A sen coxt +  B cos (ùxt ),

siendo cox =  Yco2  — n2 , y la soluciôn particular de la ecuaciôn (19.40)

x  =  K  sen pt +  L  cos p/.

Una vez sustituida (19.42) en (19.40), hallamos

q(co2  — p 2) 2 qpn
K  = L — —

{<o 2 -  p 2) 2 +  4 p V  ( c û 2  -  p 2 ) 2  +  4p h i 2

Entonces la soluciôn general de la ecuaciôn (19.40) sera 

x  =  e~nt (A sen œxt +  B  cos corf) —

2 pqn

(19.42)

(19.43)

(co2 — p 2)2 +  4p2n2
q(œ2  -  p 2) 

cos pt +  —— — - - - - -  sen pt. 
((co2 — p 2)2 +  4p2/r

(19.44)

Como las oscilaciones libres, caracterizadas por el término que contiene 
cl factor e~nt, van amortiguândose con el tiempo, las oscilaciones forzadas del 
sistema, para oscilaciones estacionarias, se caracterizarân por medio de los dos

*) Los métodos de determinaciôn de las caracteristicas de amortiguaciôn 
de los sistemas oscilatorios y los datos sobre las propiedades amortiguadoras 
de los materiales de construcciôn se exponen en el manual de G. S. Pisarenko, 
A. P. Yâkovlev y V. V. Matvéev “ Propiedades de vibroabsorciôn de los mate
riales de construcciôn”, “ Naukova dumka”, Kiev, 1971.
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ültimos términos del segundo miembro de la soluciôn (19.44) proporcionales 
a q. El perfodo de las oscilaciones no amortiguadas serà

2 n 

P ’
Si se introduce la siguiente sustituciôn:

2qpn
(co2  — p 2)2-}~ 4p2n2

91sen a;

q(o>2 -  P2) M 
(co2 -  p 2)2 + 4 p 2n2  COSOff

(19.45)

(19.46)

la soluciôn para las oscilaciones forzadas puede representarse asi:

x  =  91 (cos a sen pt — sen a cos pt) =  91 sen (pt — a), (19.47)

determinândose la amplitud 91 y el ângulo de desfasaje a a base de (19.45) y 
(19.46) mediante las siguientes fôrmulas correspondientes :

91 = ________<j_________
ÿ (co2  — p 2 ) 2  -j- 4p 2n2

tg a  =
2 pn 

(ù2  — p 2

(19.48)

(19.49)

Cuando co >  p  el ângulo a serâ positivo y menor que — , es decir, 0 <  a <  - -  .

n
Cuando co <  p  se obtendrâ que — <  a <  n, es decir, las oscilaciones forzadas

retardan de la fuerza perturbadora mayor que en — . Cuando p  =  co, tg a =  oo,

es decir, el sistema oscilatorio ocupa su posiciôn media en el momento en que 
la fuerza perturbadora tiene el valor mâximo.

Teniendo en cuenta que

hallamos que

g p a cga r  — —
QQ ’

gP Q - L - ô
Qcg

— oi 
c

(19.50)

(19.51)

siendo SÇ(it la deformaciôn dcl muelle durante la aplicaciôn estâtica del valor 
de amplitud de la fuerza perturbadora.

Tomando en consideraciôn (19.51), podemos representar la expresiôn para 
la amplitud de las oscilaciones forzadas 91 (19.48) en la siguiente forma:

91 *est

4p 2n2  

co4

(19.52)
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siendo y =  — el coeficiente que dépende de la capacidad amortiguante del 
co

sistema oscilatorio.
Cuando Tx >  T  51 -> <5cst; cuando Tx -+ T  51 —► oo.

El coeficiente de crecimiento de la amplitud P en el caso examinado es 
igual a

o bien, contando con (19.52),

(19.53)

Las curvas de amplitud de resonancia p =  f x ( — I para diferentes valores de
\<o J

y pueden verse en la fig. 322, y el diagrama que expresa la dependencia a =  

=  / a , en la fig. 323.

§ 106. Velocidad crîtica de rotacién del ârbol
El numéro de revoluciones, con el cual los ârboles giratorios, al producirse 

la resonancia, se ponen dinâmicamente inestables creando la posibilidad de 
apariciôn de oscilaciones inadmisiblernente grandes, se denomina critico. Se 
puede demostrar que tal numéro critico de revoluciones del ârbol es el numéro

de revoluciones por segundo que corresponde a la 
frecuencia propia de sus oscilaciones transversales.

Veamos la rotation de un disco puesto sobre el 
ârbol (fig. 324, a), El centro de gravedad del disco 
C prâcticamente siempre no coincide con el eje de 
rotation en un cierto valor e, La fuerza centrffuga que 
actüa sobre el eje durante la rotaciôn del disco de 
peso Q con velocidad angular p  serâ

T =  —p 2  (w 4- e), 
g

siendo w la flécha del ârbol en el 
del disco.

lugar del encaje
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La reacciôn del ârbol en el lugar de aplicaciôn de la fuerza T

P  =  cw,

siendo c su rigidez a la flexiôn. En el caso de una secciôn constante de rigidez 
EJ con la ubicaciôn del disco con el centro del ârbol apoyado articuladamente, 

48 EJ

De la condiciôn de equilibrio se ve que P =  T. Sustituyendo en vez de T y P  
sus expresiones hallaremos

o bien

— (w +  é)p2 =  cw 
8

w =

p %

e

' - i
Q

(19.54)

Teniendo en cuenta que la frecuencia propia de las oscilaciones transversales 
del ârbol

w2 =  -  , (19.55)

la ecuaciôn (19.54) puede presentarse asf:

"  =  — î —  . (19.56)
OJr

De (19.56) se desprende que la velocidad critica para la cual w oo serâ

Pcrit =  = (19.57)

Cuando Pcrit >  el centro de gravedad del disco estarâ ubicado entré la linea 
que une los apoyos y el eje flexionado del ârbol (fig. 324, b), y la ecuaciôn para 
determinar la flécha se escribirâ asf:

de donde

— (w — e)p2  =  cw, 
8

w (19.58)

De (19.58) se desprende que con el aumento de p la flécha w e, es decir, siendo 
muy grandes las velocidades, el centro de gravedad del disco alcanza la Ifnea 
que une los apoyos, y el ârbol flexionado da vueltas alrededor del centro de 
gravedad del disco C.
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§ 107. Oscilaciones. libres de los sistemas 
elasticos con varios grados de libertad

Al examinar las oscilaciones de los sistemas elâsticos con varios grados de 
libertad las ecuaciones diferenciales del movimiento se obtienen en muchos casos 
igual que para el caso del sistema de un grado de libertad, haciendo uso del 
principio de D ’Alembert. Asi, para el sistema de dos grados de libertad mostrado 
en la fig. 325, a que consta de dos masas ml y m2  y dos muelles con rigideces cx

&
H 7'>777Tr;>?r77?r.

■J c2
■'VVW- ^2 1 ib7?rrr?y/7}>>>\ )>h Cj(Xt-X,.,) Cji] (Xi+i ~Kt)

b
-OT/it, •/Hpip

Fig. 325

y c% considerando que las masas pueden desplazarse — cuando falta la fricciôn — 
solamente en la direcciôn horizontal a lo largo del eje * y designando los des- 
plazamientos de las masas m1  y m2  por x x y *2, respectivamente, se tendra que 
sobre la masa ml actuan las fuerzas de tensiôn de los muelles — cxxx y c2(*2 — Ai),
al igual que la fuerza de inercia La ecuaciôn del movimiento de la masa
mx serâ

o bien
-C i* i + c2 (x2  — x J  — =* 0

+  cxxx — c2(*2 — Xi) =  0. (19.59)

El esquema de las fuerzas que actuan sobre la /-ésima masa en el caso general 
se muestra en la fig. 325, b.

Sobre la masa m2, ademâs de las fuerzas de inercia, actua solamente la fuerza 
de tensiôn del segundo muelle — c2(*2 — *x) y la ecuaciôn de su movimiento serâ

m2 x2 +  ca(*a — jq) =  0. (19.60)

Se podria obtener las ecuaciones de movimiento (19.59) y (19.60) de un modo 
poco diferente. Efectivamente, puede considerarse que se tienen dos muelles 
unidos entre si (fig. 325, c) sujetos a la acciôn de las fuerzas de inercia —mxxu  
y — m*jca aplicadas en los puntos 1 y 2. Enfonces el primer muelle se carga con 
la fuerza —tt*i*i — #12*2» y el segundo, con la fuerza —/w2Jc2. El desplazamiento 
de la primera masa serâ igual al alargamiento del primer muelle:

*1 =
—/Wl*i “  77*2*2 

Cl

y el desplazamiento de la segunda masa

77la*2  — 77*1*1 — 77*2*2
*2 =  * 1 ------------ ---- ---------------------

c% cx
77*2*2

c%

Transformando las ultimas ecuaciones obtendremos un sistema de ecuaciones 
diferenciales équivalentes a (19.59) y (19.60):

XxCx +  77*1*! +  77*2*2 =

X 2 CXC2 +  ^2(77*!*! +  77*2*2) +  7̂7*2*2 =  0.
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£1 método mâs general de composiciôn de las ecuaciones diferenciales es el 
método conocido de la mecânica teôrica y fundado en la utilizaciôn de las ecua
ciones de Lagrange de segundo género que, siendo ausentes las fuerzas de resis- 
tencia y las fuerzas exteriores perturbadoras, tienen el aspecto

d I d T \  dT  _  dU
àt \  d i t )  dxt dxt ’

(19.63)

(i — l t 2,
siendo T y U la energia cinitica y potencial del sistema, respectivamente. 

Con arreglo al sistema dado en la fig. 323, a se tendrâ
• 2 amiXi m,,x 2

l ' =  ~ H i  >

cjA  Ca(*a ~  *i)a 
2 +  2

dU dU
=  V i  -  c2(xi -  jfj); —  =  ct(x2 -  jc,). 

dx2

La ecuaciôn (19.63) tendrâ el aspecto

mxxx +  cxxx -  c2 (x2  -  xx) =  0;

m2 x 2  +  c2 (x2  — *1) =  0.

Las ecuaciones obtenidas a partir de las ecuaciones de Lagramge coincidieron 
totalmente con las obtenidas a base del principio de D ’Alembert. Tal coinci- 
denciâ tiene lugar siempre.

La soluciôn de las ecuaciones (19.64) la buscamos en la forma siguiente:

(19.64)

*i =  sen(o)/ +  a); 

x 2  = X2  sen (œt +  a),
(19.65)

siendo Xl 9  X2 9  co y a las constantes que tienen que elegirse de tal manera que se 
satisfagan las ecuaciones (19.64). Sustituyendo las soluciones de (19.65) en las 
ecuaciones (19.64) hallamos

Xx(cx +  c2  — mxco2) — X2 c2  =  0; 

— Xxc2  +  Aa(c2 — m2 (û2) =  0.
(19.66)

En dichas ecuaciones las incôgnitas son Xl 9  y co. La frècuencia co la determi- 
namos de (19.66) suponiendo que Xx #  0 y X2  ^  0. Esto es posible cuando la 
déterminante del sistema homogéneo con respecto a Xx y X2  sera igual a cero:

ci +  c2  — mx(o2  — c2

c2  — m2 co2
=  0
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o bien

De aquf

(û __ (Cl ~4~ C2 C2 | 2 . cic 2  ACD2 H------------   0.
m1 m2

2 \  mx |f 4 V ma J mxi

Respectivamente, pueden determinarse dos frecuencias propias:

CÛt

-V i[H r  + i ) - Y W a ?

~ ï è ( H ^ +^ )+ïF L  ^ n t i  m i  J  J/ ** \ m x n h )

f l ) 2 _ Ct C2

m j m 1m 2

cl Y  _ C1C2
m j m 1m 2

(19.67)

El proceso oscilatorio de dos frecuencias puede representarse, de acuerdo 
con (19.67), asi:

*i == sen (cûit +  ax) -f Aia sen (œ2t -f a2);

x 2  =  ^  sen f a t  -f «i) +  ^ 2 2  sen (<u2/ +  03)
(19.68)

El primer indice de A muestra el numéro de la coordenada, el segundo, el 
numéro del sumando en el renglôn o el numéro de la frecuencia. De (19.66) 
se tiene

At cx -f c2  — mYcû\ Aa ^  c2

^1 ca c% — m2û)2

o bien, de acuerdo con el sistema de indices aceptado

Aai Ci -f- c2 — mjcui
=  r  = ---------- ; ------------ ;A n  C®

_  2̂2 C2 
AT22 -  T -  -  2 •

Xi2 c2 — m,co2

Entonces las ecuaciones (19.68) pueden escribirse del modo siguiente: 

xx =  An  sen {(Oxt +  at) +  A12 sen ( < o t t  +  a2); J 

x 2  = x n h i  (<*V + ai) + Xtŝusen ( o > 2 t  + a,). J (19.69)

Los valores de Au , Au, ax y a2  se determinan a partir de las condiciones iniciales. 
Asi, por ejemplo, considerando que cuando 1 = 0

*i(0) =  0; JTj(O) =  0;

*i(0) =  0; xa(0) =  v0.
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de (19.69) hallamos
lu  senoe j +  sen a* =  0 ; 

fciAii sen a, +  xnh» sen a* =  0 ;
Axxcox cos ax +  X12œ2 cos cc2 =  0 ;

XaAi®i cos ax +  XmAx2cû2 cos ofj =  v0.
De aquf, como se conocen wu <o2, Xn y f e ,  hallamos

_ v« 1 . , __ vo 1«1 — 0fa — 0, A n------ -- * ^12------- * •
û*l Xil ““ *22 w2 *22 — *21

Eligiendo las condiciones iniciales de tal manera que Aia sea igual a cero obte- 
nemos oscilaciones de una frecuencia descritas mediante un armônico:

*u — h i  sen (°V +  a 1);
* 2 1  =  sen (<bx/ +  ax).

Las oscilaciones descritas por medio de un armônico se denominan primeras 
oscilaciones normales.

Es évidente que, a condiciôn de que Xn =  0, las oscilaciones pasan con
forme a la segunda forma. Las segundas oscilaciones normales se describirân 
mediante las formulas

*12 =  Xu sen (ûV +  «2);
*22 =  *22̂ 12 sen (co2t +  aa).

El numéro de las formas normales de las oscilaciones y el numéro de las 
frecuencias propias, igual al primero coinciden con el numéro de grados de 
libertad del sistema oscilatorio.

En la tabla 42 se dan las frecuencias propias de las oscilaciones de sistemas 
de dos grados de libertad.

Los sistemas oscilatorios caracterlsticos de muchos grados de libertad son 
ârboles elâsticos con discos encajados (fig. 326, a). Veamos las oscilaciones 
torsionales de dicho ârbol.

Supongamos que Jl9 J2, / 3, ...,/„  son los momentos de inercia de masas 
de los discos respecto al eje del ârbol (p2t 3̂, ..., <pn» los ângulos de giro de 
los discos durante las oscilaciones; clf c2, c3, cn, las rigideces durante la tor
sion de diferentes tramos del ârbol:

siendo Jp el momento polar de inercia del ârea de la secciôn del ârbol y li9 la 
longitud del tramo correspondiente.

Entonces los valores de los momentos torsionales que surgen en las secciones 
de diferentes tramos del ârbol durante el giro recfproco de los discos serân, res- 
pectivamente, — (p2); c2(ç>2 — 0a), etc. (fig. 326, b). Las energfas cinética 
y potencial del sistema con n grados de libertad (prescindiendo del momento 
de inercia de masa del ârbol giratorio en comparaciôn con los momentos de 
inercia de los discos) pueden presentarse asf:

i = n r &

t - S ' * - :
i = l  L

i**n M \0T i<pi

/-1

(19.70)
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siendo
^ i o r  i ci(Vi <Pi+i)«

Sustituyendo (19.70) en las ecuaciones de Lagrange (19.63) obtendremos el 
siguiente sistema de ecuaciones diferenciales de las oscilaciones libres de torsiôn 
del ârbol con n grados de libertad:

JiVi +  ci(?i -  p2) =  0;

(19.71)

"F ^2(^2 ^3) £i(Pi P2) ~  0»

J*<Pz +  c*(<p3 -  <PÙ — c2(ç >2 -  ^ 3)  =  0 ;

Jn-xV n - 1 +  — P/i) “

-  C n _ 2(< p n _ 2 -  ?„_!) =  0;

■*>#i -  ^n-l(^n-l “  P/i) =  0.
Al sumar estas ecuaciones se tendrâ

Ji<Pi +  ^2 ^ 2  +  ... -F Jnç>n =  0 ,
de donde

Ji<Pi +  / 2Pa +  — +  Jnq>n =  const, 
es decir, el momento de la cantidad de movimiento del sistema alrededor del 
eje del ârbol, cuando las oscilaciones son libres, es constante. Generalmente, 
el momento de la cantidad de movimiento se toma igual a cero, excluyendo asi 
del examen cualquier movimiento del ârbol como sôlido, y se analiza solamente 
el movimiento oscilatorio originado por la torsiôn del ârbol.

La soluciôn de las ecuaciones (19.71) la buscamos en la forma de 
<Pi =  cos (cot +  a);

a
C,(9>rf2J C£<P2-P3>

<Pz = A2  cos (1lût -h a);

<pn =  A ncos (cot +  a ) . ,

Jn-I Jn

(19.72)

b
Fig. 326

Sustituyendo (19.72) en (19.71) se tendrâ
J ^ c o 2  — C i(A i — A2) =  0 ;

Ĵ Â co2 4- Ci(Ai A%) ^(^2 A3) =  0

(1
J  ;
i -  C( r [ f C2  riTLr  L

T fÏÏïïrm rR - L11 (1

W r
1 CVi

i .  ,
h'X

1 ^ iË

Fig. 327

/nA/|Cüa "h cw_i(An_i An) — 0.

(19.73)
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Simplificando en estas ecuaciones Xlt ...,An obtendremos la ecuaciôn de fre- 
cuencia.

Asf, en el caso de très discos (fig. 327) el sistema de las ecuaciones tendra 
el siguiente aspecto:

Jihco% — -  y  =  0;

J2 X2 CÙ2  4~ — 2.2) — 2̂(̂ 2 A3)=

Z s W  +  c2(X2 -  A3) =  0.
Sumando estas ecuaciones se tiene

J\A\ 4“ J2̂ 2 4“ J3̂-3 =  0.

(19.74)

(19.74a)

De la primera y tercera ecuaciôn del sistema (19.74) deducimos que

Xx —
—CiA*

Aa =
-C2A2

J x(û 2 — Cx " J^Û)2 — Ca

Sustituyendo (19.75) en (19.74a) se tendrâ

ClC 2

3 1or — +  Jy/1/3 *̂2*̂3 +  » .
4- ------------- w2 4-

4 -  (/1 +  J 2 +  J J  =  0-

(19.75)

(19.76)
2 2Resolviendo esta ecuaciôn respecto a or se obtendrân dos raices coi y 0 2  

que corresponden a dos tipos principales de las oscilaciones. Sustituyendo luego 
cof y co2 en la ecuaciôn (19.75) obtendremos las relaciones de las amplitudes

— y — para dos tipos principales de las oscilaciones, determinando asi el 
A2 As

estado del sistema durante las oscilaciones. Los dos tipos senalados de las osci
laciones para un sistema oscilatorio de très masas se representan en la fig. 327 
mediante los diagramas I y II para las formas de las oscilaciones de uno y dos 
nodos, respectivamente.

En calidad de otro ejemplo del sistema con muchos grados de libertad vea- 
mos las oscilaciones transversales de una viga elâstica que porta una sérié de 
masas concentradas puntuales (fig. 328). Las fléchas en los lugares de aplicaciôn 
de las masas mlf pueden expresarse por medio de las fuerzas de
inerciaen la siguiente forma canônica:

=  - m i * A i  ~  m2 w2 ôu  -  ... -  mnwnôln; 

w2 =  -n iiw A x  -  m2w2ô22 -  ... ~  tnnwnô2n\ (19.77)

H'/. =  - m i * A i  ~  -  ... “  frinwnôtmt
siendo (véase el § 69) mt ms mj  mn

A * * * " * 4 ,
Fig. 328

(los indices ik de â expresan los desplazamientos en direcciôn de / originados 
por la fuerza unitaria que actüa en direcciôn de k)\ M,(z), A/*(z) son los momentos
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flectores originados respectivamente por las fucrzas unitarias Pj =  — m(Wi =  1 ;
Pk=  -  mkwk =  1.

Es cômodo determinar los cocficientes mediante la fôrmula de Verescha- 
guin (§71):

**  =  s EJ ’

siendo Q el ârea del diagrama de Af* (o una parte de él); M i  la ordenada del 
diagrama de M* situada frente al centro de gravedad del ârea del diagrama de Q.

Para el sistema de un grado de libertad a base de (19.77) se obtendrâ la ecua- 
ciôn de una incôgnita

Wl =
Esta ecuaciôn es équivalente a la conocida

porque
mw -f- cw =  0,

c =
* T ’

Para el sistema con dos grados de libertad las funciones incôgnitas de la flécha 
wx y w2  se expresarân, segün (19.77) asf

w1  =  — — m2 w2 â12;

w2 =  — m ^ ô 21 — m 2w2ô 22.

En el caso general durante la soluciôn de las ecuaciones (19.77) se debe 
dcducir la funciôn de la flécha en la siguiente forma:

Wi = Ai sen (cot +  a).
Al sustituir (19.78) en (19.77), résulta:

Ai(/Wi<5n co2 — 1) +  A2 mÿ$1 2 co2  +  ... +  A„mnSlnco2 = 0 ;

AiWi^2iû}2 +  A ^ m ^ c o 2 — 1) +  ... +  Anm„ôa„co2 =  0 ;

A j ^ i û ) 2 -f +  ... +  An(mn3,mco2  -  1 )>  0.
Cuando hay oscilaciones la amplitud At no se convierte en cero si la détermi

nante compuesta de los coeficientes del sistema de las ecuaciones (19.79) para At 
es igual a cero:

mi<$nû)2 — 1 m2 ô1 2 co2...

m ^ c o 2 m2 S2 2 co2  — 1...
=  0. (19.80)

« A 2 ® 2 - « A » ® 2 -  1
Escribiendo esta déterminante en la forma desarrollada se tendrâ

1 — a±ico2  +  atfo* — a2 co* -f ... +  (— 1 )nancQ** =  0, (19.81)
siendo ai los coeficientes de diferentes potencias de la frecuencia angular a . 

A partir de (19.81) se pueden deducir las expresiones para las frecuencias
W l 9  C02>..., Cûn  (û?i >  Cû2 >  ... >  C û n ) .

(19.78)

(19.79)
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La soluciôn general del sistema de las ecuaciones (19.79) serâ

wt = Xn sen ((oxt +  ax) +  X{ 2  sen (co2t +  a2) +  ... +  Xin sen (œnt +  <x„) 
o bien

wx =  Xll sen f a t  +  «i) +  X1 2  sen (co2t +  <x2) +  ... +  Xln sen (cont +  «„); 

w2  =  Agi sen f a t  +  «!> +  X^ sen f a t  +  a2) +  ... +  X2n sen f a t  +  a„);

wn =  Xnl sen f a t  +  «x) +  X„ 2  sen (co2t +  a2) +  .... +  Am sen (a>nt +  a„).

En el caso particular del sistema con dos grados de libertad las ecuaciones 
(19.79) y (19.80) tendrân la siguiente forma:

Ai(mi<$nO)a — 1) +  X2m2S12(o2 =  0; 

X^SnCo2 +  X2(m2ô22to2 — 1) =  0; 

m j u c o 2 — 1 m 2ô 12 o)2

Wi<521cu2 m2ô22œ2 — 1
=  0

o bien
û)4(£h<$m — <5i2)^i^2 — <o2 (S1 1 m1 +  S2 2 m2) + 1 = 0 .

Hallando la soluciôn de la ültima ecuaciôn se obtendrân las expresiones para las 
frecuencias ca1  y œ2:

®1= Y ----------Ui+<5î2 -  +  1 /'  2(5n Ôm-ôl2)m t L "»i Kl mJ  «1

(û2 Y ---------------- 2----- [«Jh + ^ î —2 — Y [^11+^22 —  ] —4(<5xA*—<5i2)2 —
r 2 (ôn ôi2 -ô îà m i  L » i  I  \  " 1 1)  «1

§ 108. Oscilaciones longitudinales y de torsiôn de las barras

Cuando las oscilaciones de la barra son longitudinales, todas sus partfculas 
se mueven paralelamente al eje. Al deducir la ecuaciôn diferencial de las oscila
ciones longitudinales de la barra veamos la condiciôn 
de equilibrio dinâmico de un tramo de ésta de lon- 
gitud dz (fig. 329, a) limitado por las secciones a 
y b. Designando el desplazamiento de la secciôn a

du
por //, y de la secciôn 6, por u +  dz, hemos de

dz
hallar los esfuerzos que actüan en las secciones a y 

b ^teniendo en cuenta que el alargamiento unitario

du

a c

- F F

y
= . \

1
1

rdu d (du\ T

N̂ EFk +ëMrzl
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La fuerza de inercia del elemento de la barra de longitud dz, siendo m  la 
masa total de la barra, y /, su longitud, serâ

m d2u

Entonces, haciendo uso del principio de D ’Alembert, ya podremos escribir 
la condiciôn de equilibrio dinâmico del elemento de la barra en la siguiente forma:

o bien
Nb -  Na -  P\

m d*u 
dz = — • — dz. 

/  dt2

Reduciendo en dz y sustituyendo por p (densidad del material), repre-
IF

sentamos la ecuaciôn diferencial de las oscilaciones longitudinales de la barra 
en la siguiente forma:

d*u d*u
E  —  = p —  

dz* dr*
(19.82)

Designando — =  a2, escribiremos la ecuaciôn (19.82) asl: 
P

d*u__ d*u 
d t2  dz2

(19.83)

La soluciôn de la ecuaciôn (19.33) la buscamos, siguiendo el método de Fourier, 
en la forma de

siendo
u =  2T71, (19.84)

2  =  T  =  M t).

Diferenciando la ecuaciôn (19.84) respecto a z  y / se tendrâ 

d 2u  _  d 2T  d*u_ _  (PZ  
d t 2 ^ d t 2  * d z 2 dz2

(19.85)

Al sustituir (19.85) en (19.83), se tiene

o bien

d 2T  . d2Z  
Z  —  = a?T —  

d t 2  dz2

1 ° 2  d *Z  
T*  dt2 = 'z ’ ~dl2 ‘

Igualando el primer y el segundo miembro de la ültima ecuaciôn a una mis- 
ma magnitud co2  se obtendràn dos ecuaciones corrientes de segundo orden :



(19.88)

L as so luciones particulares d e estas ecuaciones serân , respectivam entc,

T =  cos a)t\ sen cot\

co co
Z  =  cos — z\ sen — z.

a a

Para obtener la solution general de la ecuaciôn (19.86) compuesta por solu
ciones particulares (19.88) es necesario que se tomen en consideraciôn las condi- 
ciones de frontera de la barra. Por ejemplo, si ambos extremos estân libres, en
fonces tienen que satisfacerse las siguientes condiciones:

(19.89)

Al sustituir las soluciones (19.88) en (19.86) y (19.87) nos convencemos de que
co

se debe eliminar la soluciôn sen — z de la ecuaciôn (19.87), puesto que no co-
a

rresponde a la primera conditiôn (19.89).
Para garantizar la segunda condiciôn (19.89) es necesario que se cumpla 

la igualdad

sen -  / =  0. (19.90)
a

La obtenida ecuaciôn de la frecuencia serâ satisfecha cuando

a
siendo i =  1,2,  3 ...

La frecuencia del tono fondamental de las oscilaciones la tcndremos cuando 
/ =  1:

El perfodo de las oscilaciones correspondiente

(19.91)

Ti (19.92)

La forma de este modo de oscilaciones se muestra en la fig. 329, b mediante 
la curva 7, para la cual

^  COiZ
Z i =  Cx cos —

a
= Cx cos

7X Z

7 ’
La forma del segundo modo de oscilaciones, para el cual

co2l
—  =  2 71
a

Z 2 =  C2 cos
27I Z

puede verse en la fig. 329, b (curva //).
El aspecto general de la soluciôn particular de la ecuaciôn (19.83) para la 

j-ésima forma de las oscilaciones serâ

inz ( 
u =  cos —  I A

inat inat\
i cos —  +  Bi sen —  I (19.93)

3 4 -3 6 529



Imponiendo semejantes soluciones particulares se puede presentar cualquier 
osciladôn longitudinal de la barra asl:

■—  S
/=» 1 ,2 ,3 ...

inz [ inat inat
cos —  I At cos —— h Bi sen

mat\
T ) ' (19.94)

eligiendo las constantes arbitrarias A\ y 2?j a partir de las condiciones iniciales.
Por ejemplo, supongamos que cuando t =  0 =  /(z); («Or-o =  /i(z).

Entonces de (19.94), siendo / =  0, deducimos

V  A lnZ
=  2 j  a ‘ cos y  ;/= i 1

/(*)

/—00 ._, . ^  ma inz
/i(*) =  2 j — Bt cos

/ - i  1 /

de donde, utilizando el método de Fourier, hallamos que
/

2 f «7TZ
=  J  \/(z )c o s  —  dz;

0
/

2 f I7TZ
=  :—  \/ iW c o s  —  dz. 

ma J /

Las oscilaciones torsionales de la barra (por ejemplo, cilindrica) son fâcil- 
mente caracterizadas trazando una linea ondulada sobre la superficie desarrollada 
de dicha barra (fig. 330, a). Denotemos por tp el ângulo de torsiôn de la secciôn 
que se encuentra a una distancia z con respecto a la secciôn inmôvil, y por <p +

dtp
H----- dzy el ângulo de torsiôn de la secciôn con coordenada z +  dz (fig. 330, b).

dz
dtp

Entonces el ângulo de torsiôn relativo del elemento de longitud dz serâ — ,
dz

y  los momentos torsionales (véase el § 46) en las secciones de la barra con la

a.

dz

^  »

A
dz

Fig. 330

rigidez a la torsiôn GJp que limitan su longitud elemental dz por la izquierda 
y la derecha serân, respectivamente:



Igualando la résultante de estos momentos torsionales al momento de iner-
a vcia de rotaciôn pJ„ —  dz del elemento de longitud dz9 siendo p la densidad 

y d t2

del material, obtenemos la ecuaciôn diferencial de las oscilaciones torsionales 
de la barra:

d2(p d2(p
G J  ri —  dz =  pJn —  dz. 

p dz2  y ? dt2

Simplificando Jp y dz9 résulta:

d2<p d2<p 
G —-  =  p — . 

dz2  * dt2
(19.95)

Denotando — por aa, se puede presentar la ecuaciôn (19.95) en la siguiente 
P

forma:

dt2

=  aù
dhp
dz2

(19.96)

La soluciôn de una ecuaciôn de este tipo se examinô anteriormente para el caso 
de las oscilaciones longitudinales de la barra.

En la tabla 43 se dan las ecuaciones de frecuencia y formas propias de osci
laciones longitudinales y torsionales de las barras para diferentes condiciones 
de frontera.

§ 109. Oscilaciones transversales de barras prismâticas
Obtendremos la ecuaciôn diferencial de las oscilaciones transversales de la 

barra a partir del examen de las condiciones de equilibrio dinâmico del elemento 
dz (fig. 331) separado de una barra sujetada arbitrariamente.

Proyectando todas las fuerzas que actuan sobre el elemento en cuestiôn 
(incluidas, de acuerdo con el principio de D ’Alembert, las fuerzas de inercia) 
sobre el eje vertical w9 se tendrâ:

Q -  q\dz

de donde

dQ
Q -  t -  dz =  0, 

dz

dQ
î ,  =  " â T '

(19.97)

1 k \f B z

H
__

_  Z d z

0

siendo Q la fuerza cortante; qh la 
intensidad de las fuerzas de inercia 
de masa

\

d2w
*  =  pF â ï (19.98)

d z

O.
d z

Fig. 331

(F es el ârea de la secciôn transversal ; p 9 la densidad del material; w9 el despla- 
zamiento transversal; t, el tiempo).

Sustituyendo (19.98) en (19.97) hallaremos la ecuaciôn del movimiento de 
avance del elemento de la barra oscilatoria:

d2w dQ
pF  —  =  -  —  
H dt2  dz

(19.99)
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Con el fin de obtener la ecuaciôn del movimiento giratorio del elemento 
de la barra en el piano wz sumemos el ângulo de giro de la secciôn 0  originado 
por la flexion con el ângulo de deslizamiento y determinado por la acciôn de la 
fuerza cor tante:

dw
—  =  0 +  y. (19.100)
dz

Debido a la relaciôn conocida entre el momento flector M  y el ângulo de 
giro B (§ 54)

M =  EJ  —  
dz

(19.101)

y entre la fuerza cortante G y el ângulo de deslizamiento y para el sistema de coor- 
denadas aceptado en nuestro caso (§66)

Q = -  kyFG (19.102)

(k es el coeficiente que toma en consideraciôn la forma de la secciôn de la barra), 
la expresiôn para Q de acuerdo con (19.100)—(19.102) puede presentarse asf:

(dw A
Q ----- kF G \ f c -  6  • (19.103)

Puesto que el momento de inercia de rotaciôn de la masa del elemento exa- 
minado es igual a

d2B 
d t2

d2 0  ( d2ô
—  \ y 2pdFdz = pJ —  dz, 
dt* Y  d t2

la ecuaciôn del movimiento giratorio del elemento a base del principio de 
D ’Alembert puede escribirse en la siguiente forma:

dM  d2B
Q d z -  - d z = - p j  —  dz

o eliminando dz y sustituyendo (19.101), résulta:

(dw  \  d* 6  m
kG F { T z - 9)

Diferenciando esta ecuaciôn respecto a z  se tendrâ

( d * w  d Q \  d*0  d* d
kGFl ----------— +  EJ  —  -  p j --------- ---  0.

\ d z 2 d z  )  d z 3 d z d t 2

Sustituyendo (19.103) en (19.99) se obtendrâ

(19.104)

d2w
P F - - M F =  0. (19.105)

Al eliminar de (19.104) y (19.105) el ângulo 0 se obtendrâ la ecuaciôn diferencial 
de las oscilaciones tran versa les libres de la barra

frw ( E \  
EJ —  -  p j  1 +  —  

dz* F [ kG)
d*w d2w p2J  d*w

--------  + p F —  +  ----------=  0.
dz2 d t 2  d t2  kG dt*

(19.106)
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Suponiendo despreciables las fuerzâs de inercia de rotation del elemento 
y la influencia de la fuerza cortante sobre la flécha, se puede presentar la ecuaciôn
(19.106) en siguiente forma:

d*w d2w
(19.107)

La solutiôn periôdica mâs simple de la ecuaciôn (19.107) es la llamada oscilaciôn 
fondamental, en la cual la funciôn de la flécha de la barra oscilatoria varia en el 
tiempo segün la ley armônica

w =  $p(z)sen (<mt +  a). (19.108)

La funciôn <p(z) que establecc la ley de distribuciôn de las desviacioncs mâxi- 
mas de los puntos del eje de la barra se denomina forma de la oscilaciôn fonda
mental o forma propia.

Para obtener las ecuaciones de las formas propias sustituimos (19.108) en
(19.107), y simplificando sen (cot +  a) se obtendrâ

H
-s 1 *- «h -s II p (19.109)

donde

EJ
(19.110)

La solutiôn general de la ecuaciôn (19.109) es, por tanto,

<p(z) =  A cos kz + B sen kz -f C ch kz 4- D sh kz (19.111)

o bien, siendo expresada por medio de las funciones de Krilov, cuyos valores 
se dan en el Apéndice 3, se escribe asi:

<p(z) =  C^Sikz) +  C2 T(kz) +  CzU(kz) +  CAV(kz).

Aqui, A, B , C, D (o Cl 9  C2f C3, C4) son las constantes de intégration deter- 
minadas a partir de las condiciones de sujétion de la barra. Asi, por ejemplo, 
para la sujeciôn articulada (fig. 332) las condiciones en los extremos serân las 
siguientes :

cuando z — 0 ç>(0 ) =  0; <p"(0) =  0;

cuando z  =  / ç?(/) =  0; <p"(l) =  0.

Partiendo de estas condiciones y de (19.111) 
se tendrà

A +  C =  0; B sen kl H- D sh kl =  0;
—A +  C =  0; —B sen k l +  D sh£ / =  0,

de donde
A =  C =  D =  0,

B sen kl =  0. Fg. 332
Pero como B  ^  0, por consiguiente, sen kl =  0. De la  ecuaciôn de frecuencia 
obtenida se halla

k f  = in 

( / =  1 ,2 ,3 ,...) ..
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De la igualdad

k î
pFcoi 2mcûi

EJ = ~ÊJ 

determinaremos la frecuencia propia circular

el periodo
2 n 2 l 2  I f  m

^  a>i i2n 11 EJ

r -  L -  —  1 [ E L
~  T  ~  2Î2  )/ ~ m '

(19.112)

(19.113)

y la frecuencia de las oscilaciones, Hz,

/  =

La ecuaciôn de las formas propias de las oscilaciones de la barra serâ

(19.114)
in z

<Pi(z) =  B  sen —  .

Las très primeras formas propias de las oscilaciones de la viga sobre dos apoyos 
se muestran en la fig. 332.

La soluciôn general de la ecuaciôn diferencial (19.107) con arreglo a la viga 
examinada sobre dos apoyos puede escribirse en la siguiente forma:

w(z, t) =  J ]  (at cos co^ +  bi sen coj) sen —  , (19.115)
/= 1 *

eligiendo at y a partir de las condiciones iniciales (cuando f =  0).
Las ecuaciones de frecuencia y sus rafces, al igual que las ecuaciones de 

formas propias de las oscilaciones transversales de barras para diferentes sujeciones 
de sus extremos se dan en la tabla 44. Las raices de las ecuaciones de frecuencia 
de las oscilaciones transversales de barras sobre apoyos elâsticos pueden verse 
en la tabla 45; de las barras con masas concentradas, en la tabla 46. En la tabla 
47 se dan los valores de algunas intégrales que se utilizan en el câlculo de las 
oscilaciones transversales de las barras.

Si la barra oscilatoria expérimenta la acciôn de la fuerza longitudinal de 
compresiôn N, la ecuaciôn diferencial de la lfnea elâstica serâ

d2w
E J —  =  M (z) -  Nw. 

dz2

Después de doble diferenciaciôn y sustituciôn segûn el principio de D’Alembert
d2M  d2w
-----  =  — pF  —  se obtendrâ là ecuaciôn diferencial de las oscilaciones
dz2  dz2

transversales libres de la barra

d * w  d 2\v 0 2w
E J ------ h N -------h pF  —  :

d z *  d z 2 p  d t 2
0.
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<p(z) =  A cos kxz +  B sen kxz +  Cch k 2z +  D sh k 2 z ,
donde

L a frecuencia propia de las oscilaciones se determ inarâ en  este caso  m ediante
la expresiôn

La magnitud k  se deduce mediante la fôrmula (19.110).
Las expresiones para las frecuencias propias de las oscilaciones transversales 

de las barras cargadas con fuerzas longitudinales se dan en la tabla 48.

§ 110. Prindplo de conservaciôn 
de la energfia durante las oscilaciones

Del principio de conservaciôn de la energfa durante las oscilaciones se des- 
prende que la suma de la energfa cinética y potencial de un sistema oscilatorio 
mecânico en cualquier momento de tiempo permanece constante (prescindimos 
de las pérdidas energéticas), es decir,

T  + U =  const. (19.116)

En particular, con arreglo al sistema de un grado de libertad (fig. 333), 
para el cual

la ecuaciôn (19.116) toma la forma:

=  const, (19.117)

siendo c la rigidez del muelle.
El segundo miembro de la ecuaciôn (19.117) dépende de las condiciones 

iniciales. Suponiendo, por ejemplo, que cuando t =  0 el desplazamiento (*),«,<> =  
=  x 0  y la velocidad inicial ( ^ - 0 =  x 0  =  0, se tendrâ

ex6
T *

(19.118)

es decir, durante las oscilaciones la suma de /a energfa cinética y potencial se 
queda igual a la energfa inicial de deformaciôn del muelle alargado a un valor x0.
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Del anâlisis de la ecuaciôn (19.118) se ve que en el momento en que el peso 
oscilante se encuentra en la posiciôn media (x  =  0), la energfa del sistema se 
détermina por la energfa cinética

^•2  2
Qx m&x c x 0

2 g "  2
(19.119)

La ecuaciôn (19.119) puede utilizarse para determinar la frecuencia de las 
oscilaciones. Efectivamente, considerando que

x =  x 0  cos e û t  ; x m àx =  x 0 c û ,

después de sustituir los valores de x  y xm&x en (19.119) se tendrâ

Qxoco2  ex o

2 g ~
de donde

y

lo que coïncide con la formula (19.3) obtenida anteriormente.
Hagamos notar que, partiendo de la ecuaciôn (19.117) que expresa el prin

cipe de conservaciôn de la energia durante las oscilaciones, es fâcil obtener la 
ecuaciôn diferencial del movimiento del peso oscilante. Para esto basta con 
diferenciar la ecuaciôn (19.117) respecto al tiempo /yhacer la correspondiente 
simplification.

§ 111. Algunos métodos aproximativos de detennlnaciôn 
de las frecuenclas propias de las oscilaciones 
de sistemas elàsticos
Método de Rayleigh. La frecuencia de las oscilaciones se détermina partiendo 

del examen del balance de energfa del sistema y haciendo ciertas suposiciones 
respecto a la deformaciôn del sistema elâstico oscilatorio. En particular, con el 

propôsito de tomar en consideraciôn la masa del muelle en el 
sistema oscilatorio de un grado de libertad (fig. 333) se hace la 
suposiciôn de que la masa del muelle es pequena en comparaciôh 
con la masa del peso suspendido G, la forma de las oscilaciones 
no depende esencialmente de la masa del muelle y que se 
puede admitir con bastante précision que el desplazamiento de 
cualquier secciôn transversal de éste a una distancia tj del ex- 
tremo sujetado es tal como si el muelle fuera impondérable y es 

xrj
Fig. 333 3̂ua  ̂ a — (/ es la longitud del muelle).

La energfa cinética del elemento del muelle de longitud drjy siendo q el peso 
de la unidad de longitud de éste sera

q f i l  dx \ 2
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y  la  energia cinética total d e tod o  m uelle se expresarâ m ediante la intégral

Tm
{dx\2 qj_ 
U J  3 •

Este valor de la energia cinética del niuclic se debe sumar a la energia cinética 
dcl peso

* - s e r -
Entonces la energia cinética total serâ

r e  +  r m =  -

La expresiôn de la energia potencial se queda como antes, o sea

Ahora la condiciôn de conservaciôn de la energia del sistema oscilatorio puede 
presentarse en la siguiente forma:

Comparando esta ecuaciôn con (19.118) encontramos que para evaluar la 
influencia de la masa del muelle en la frecuencia de oscilaciones propias hay que 
afiadir al peso de la cargaun tercio del peso del muelle. Asi, pues, la frecuencia 
circular se détermina mediante la formula

CÛ = (19.121)

Veamos las oscilaciones del peso situado en el centro de la viga (fig. 334). 
Siguiendo el método de Rayleigh se supone que el peso de la viga ql es pequeno 
en comparaciôn con el peso Q y que la curva de la flécha de la viga durante las 
oscilaciones tiene la misma forma que la curva 
de la flécha estâtica. Denotando por /  el des- 
plazamiento del peso Q durante las oscilacio
nes, se tendrâ la expresiôn del desplazamiento 
transversal de cualquier elemento de la viga 
de longitud dz y peso qdz que se encuentra 
a una distancia z  del apoyo (fig. 266):

J L
7-

w = f -
3zl2 — 4z®

m

(19.122) Fig. 334

La energia cinética de la propia viga
//2

 ̂ q r r d f  3z /2 -  4z3l2 17 ql fd f= 1 2 g ) \ d t  P  J d Z ~ ~ 3 5  ' 2 g  [di17 ql fd f\2
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La energia cinética del peso

=  Ç  (dl \ 2
2 g [ d t ) '

La cnergfa cinética total del sistema serâ

r =  t 0  +  r v =

17 f 
( 2 +  ~ q l

35 (d f \  2

2 g
(19.123)

Haciendo uso de la exprès iôn conocida para la energia potencial de la defor- 
maciôn de üexiôn

/
M 2dz
2 EJ

y también tomando en consideraciôn que

d2w
M  =  EJ -

dz2

donde para el caso examinado segun (19.122)

d h v ____24
dz2  P fZ'

résulta finalmente:
1 / 2

ÇEJf l A  Y* 24 EJ  „

La condiciôn de conservaciôn de la energia durante las oscilaciones tomarâ 
ahora la forma:

T + U  =
35 (d f \ 2  24EJ

2 g
( d / \ i  24EJ
( ï  + 1 T

Diferenciando esta ultima ecuaciôn respecto al tiempo /, se tendrâ después de 
la simplificaciôn

d2f  48 EJ
Ht* + ~ F

g
17

Q + f 5 gl

/ =  o (19.124)

o bien, introduciendo la nociôn de la flécha reducida <$rcd,

<*red =

17
Q +  35  yFl 

48 EJ
(19.125)
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ya se puede presentar la ecuaciôn diferencial de las oscilaciones del peso sobre 
la viga, contando coq la masa de ésta, asi:

^ o .

De aquf la frecuencia circular de las oscilaciones del peso se determinarâ de acuer- 
do con (19.120) mediante la fôrmula

c û  = (19.126)

De (19.125) se desprende que para tomar en consideraciôn la masa de la 
viga durante la determinaciôn de la frecuencia de oscilaciones propias del peso

17
situado en el centro de la viga basta con agregar al peso de esta ültima — =

17 /
=  0,483 del peso de la viga. La magnitud — q — se conoce con el nombre de

35 g
masa reducida de la viga.

Utilicemos ahora el método de Rayleigh para determinar la frecuencia de 
las oscilaciones transversales de la barra con masas concentradas (fig. 328). En 
este caso se supone que la energfa cinética del sistema se détermina solameute por 
el desplazamiento de avance de las masas, mientras que la energfa potencial se 
détermina solamente por la flexiôn de la barra. Suponiendo que todas las masas 
oscilan cofàsicamente con igual frecuencia, podemos describir el desplazamiento 
de una secciôn de la viga con abscisa z  en funciôn del tiempo mediante una ley 
sinusoïdal

<p(z, /) =  \v(z) sen (cot -f- a),

siendo w(z) la funciôn que détermina la forma de las oscilaciones. 
La velocidad del desplazamiento del eje de la viga serâ

dcp(z,t)
v(z, t) =  —-—  =  cow(z) cos {cot +  a), 

ot

« 'm âx  =

El valor mâximo de la energfa cinética de n masas es igual a

r =
t I—H
1 r i  « 2 

-  2 j
L i - i

(19.127)

siendo Wj el valor de la amplitud de la flécha en el lugar de /-ésima masa con- 
centrada.

La energfa potencial mâxima de deformaciôn de la viga

(19.128)
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Igualando los segundos miembros de las ecuaciones (19.127) y (19.128) y 
resolviendo la ecuaciôn obtenida respecto a cû2 se tiene:

w * o  *0
i=ti
S  f»lW*

1 =  1

(19.129)

En el caso de distribuciôn continua de la masa la fônmila de Rayleigh para 
la determinaciôn aproximada del cuadrado de la frecuencia circular (19.129) 
toma el siguiente aspecto:

sien do
Fy

m =  — •
8

(19.130)

Si la forma verdadera de las oscilaciones w(z) es conocida, la fôrmula (19.129) 
ofrece el valor exacto de la frecuencia. De ordinario, la funciôn de la flécha w(z) 
no se conoce con anticipaciôn y, siguiendo el método de Rayleigh, hay que pro- 
ponérsela.

El método de Ritz no es sino el desarollo del método de Rayleigh. En la 
ecuaciôn de la linea elâstica del sistema oscilatorio se introducen ciertos parâ- 
metros, cuyo valor se elige de tal manera que la frecuencia del tono fundamental 
sea minima. Asi, por ejemplo, siendo transversales las oscilaciones de la barra, 
la funciôn de la flécha se elige en forma de la sérié

w(z) =  aywjiz) +  a2 w2 (z) +  ...» (19.131)

cada miembro de la cual tiene que satisfacer las condiciones de frontera, y los 
coeficientes de la sérié alt a2, ... tienen que elegirse a partir de la condiciôn
del mfnimo de frecuencia:

d
dai

(19.132)
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Al diferenciar esta ecuaciôn y dividir el resultado por j  mw2dz, se tendrâ,
o

contando coq (19.130):

£  iHST~ “,H  *-0' 0
(19.133)

El numéro de esas ecuaciones serâ tal, como términos hay en la sérié (19.131). 
El sistema de ecuaciones obtenido es homogéneo respecto a los coeficientes a l 9

a2 * ••• an•
lgualando la déterminante de este sistema a cero se obtendrâ la ecuaciôn 

de frecuencia. Dicho método ofrece la posibilidad de hallar no sôlo la frecuencia 
màs baja de las oscilaciones propias, sino también los valores de las frecuencias 
mâs altas, aunque con menor exactitud.

Método de Bûbnov-Galerkin. Apliquemos este método, por ejemplo, para 
resolver el problema sobre las oscilaciones transversales de una barra de secciôn 
variable descritas mediante la ecuaciôn diferencial

Ô2 r 
â ?  [

d2 w1 d2w
EJ(z)—  -  m —  =  0. 

dz2J dt2

(19.134)

La soluciôn de dicha ecuaciôn puede hallarse mediante la sustituciôn

w = Z(z)-T(t),

utilizando la cual se obtendrâ la ecuaciôn diferencial para determinar la funciôn 
de la flécha Z(z):

d 2  T d2Z  i
^ [ E m ^ r m a ) *z = o - (19-135)

Segun el método de Bubnov-Galerkin la curva verdadera de la flécha expresada 
mediante la funciôn Z(z) se sustituye por cierta funciôn aproximada y/(z) que satis- 
face las condiciones de frontera del problema. La funciôn y/(z) tiene que ser 
ortogonal al operador diferencial inicial. Con este fin formamos la intégral

dz2

— m(ù2 v (z )\ y/(z)dz =  0. (19.136)

De aquf, en particular, puede obtenerse la formula de Rayleigh
/

^ [EJ(z) y/"(z)]''iy(z)dz 
o

ÛT = (19.137)

^ myf2 (z)dz

Si se présenta y/(z) en forma de una sérié

y/{z) =  a ^ i z )  +  a2 y 2 (z) +  ... (19.138)
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y se considéra cada uno de los sumandos y/x(z) como un posibledesplazamiento, 
entonces en vez de (19.136) se obtendrâ la relaciôn expresando la igualdad a cero 
del trabajo Virtual:

Se puede escribir tantas igualdades de este tipo, como sumandos tiene la expre- 
siôn (19.138) aceptada para y/(z).

Cada una de las ecuaciones (19.139) es homôgénea y contiene los coefi- 
cientes incôgnitos a i 9  atJ a3, ... de primera potencia. Jgualando a cero la déter
minante del sistema de las ecuaciones (19.139) se obtendrâ la ecuaciôn de fre- 
cuencia partiendo de la cual puede ser determinada la frecuencia angulardelas 
oscilaciones propias.

Frecuencias propias de las oscilaciones de sistemas con 
uno y dos grados de libertad
m t la masa del peso; c, la rigidez del elemento elâstico; /, lalongitud delà barra; 
G9 el môdulo de elasticidad del deslizamiento; EF, la rigidez de la secciôn trans
versal de la barra en la tracciôn; GJpy 1 a rigidez de la secciôn transversal de la barra 
en la torsiôn; EJ,  la rigidez de la secciôn transversal de la barra en la flexiôn

/

(19.139)
o

Tabla 42

Esquema del sistema 
oscilatorio

Nüraero 
de gra
dos de 
libertad

Frecuencia propia f ,  Hz

1

m

1

2tt f  SrtmD* 

n9 el numéro de las espiras del muelle

1
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Continuaciôn de la labia 42
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Continuaciôn de là tabla 42
INümero

Esquema del sistema I de gra-
oscilatorio I dos de

llibertad
Frecuencia propia/, Hz

a
l

l 1 / 3 EJXJ%
2 nab ]j m(aJ2  +  bJJ

cuando J 1  =  / 2 == J

cuando = J2  = J  y a =  b
l_
2

/ =  J _  1 / — 3Æ —
nab y ma(3a +  4b)

cuando a = b = — 
2

J n \  1 ml*

i i  r 3ëji
^  2  nab y mab

cuando a = b
/_
2

V 3 EJ
~mP

i y  3e j

nb y m(3a +  4b)
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Continiiaciôn de la tabla 42

Esquema del aistema 
oscilatorio

Numéro 
de gra- 
dos de 

libertad
Frecuencia propia / ,  Hz

Edi Edo tti

’f ’- « " p  « y
«

cuando Jx = J2  = J

i ir 3 e j xj 2

2nb \  m(aJ2  +  bJx 

J2  = J

m(a +  b)

2

T l / f S > + f i ± 5 | 2 I 7 ^ ï .
I  {m2  mx J mxntJ

= L ] [ L \ ( C-1 ±S:> +  * ) T
2n ] j  2 { nh ro j  T

T  1f  ffL±_£2 _  f i ' i 2 +  4 1
y V tnx m2J

cuando cx = c2  = c y mx = m2  — m

/».• - - a
3 =F KS c

m

Cf ttij Cj m2- Cjj
I W D m n m l « - - m »

CiJ l î 3 +
/WjL / r)

^ ± £ ? ]2 _ 4 V ÿ + ^ + 5 5 ]  _ 
\  {  m 1  m 2  )  m 1  m 2 J

rJIK— - - ) T

m2 1 2+4- lJ ™i”h 1
cuando cx = c2  — c y m1  = m2  = m

Fc ■+■ 2c3 
m
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Continuaciôn de la tabla 24

Esquema del sistema 
oscilatorio

Numéro 
de gra- 
dos de 

libertad
Frecuencia propia / ,  Hz

Ml Cf fflg G2

g v w v o w w o fl* ~ t  f  ï  {[(S + mj + É + »,)]:
1 -  ( -  + - ) r + 4 — )1 lm2 OTaJJ m|  J

C l , C2 , +  c2'|
—  +  — +  Tmi m3 m a J

T 1/ f3. + 3  + 3±3t2 _ ^ ± ü . l
I  m 3 m a  J  m i/w 2m 3 J

cuando Cj =  c2 =  c y mx =  m2 =  m3 =  m

3c
m

-F (F F F 1 =

Jl t J2  son los momentos de inercia de las 
masas de los discos respecto al eje del ârbol 
cuando c1  = c2  = c y = J 2  = J

3 T  y 5 B C
2 J
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Continuaciôn de la tabla 42

Esquema dcl sistema 
oscilatorio

Numéro 
de gra
des de 

libertad
Frecuencia propia f t Hz

¥ 4 4 ^
2

W ,H [(T '  + T ’)t
, ]f (Ci  + CS c2 +c3)2  CjCa+CiCa+CsCjl

±|/ l / ,  + / J - 4 v ,  J-

=F 1/ (Cl + c° -  c° + C*)2 +  4 —  1 
1 l  A ^ 2  J J\J 2 *

/ i ,  J% son los momentos de inercia de la 
masa de los discos respecto al eje del ârbol 
cuando cx = c2  — c y — J2  = J

M 4 ®
2

" sf  l{[fê + ̂ ) + (I + l)]’:

Tf i ( M ) - ( i +^)r+4i i
Jlt / 2, / 3 son los momentos de inercia de las 
masas de los discos respecto al eje del ârbol 
cuando cx =  c2 — c y =  / 3 =  / 3 =  /

f l ' 2  2n \  J
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Continuaciôn de la tabla 42

Esquema dcl sistema 
oscilatorio

Numéro 
de gra- 
dos de 

libertad
Frecuencia propia /, Hz

Jlm' i h

2 A , - ‘ V  1 » k +  • > „ " 'T
2,1 If 2(<511<5„ -  <&)«, l  « i

T  f  (*n  +  <*22 ~ j 2 ~  Mfajfu ~

ôik es la flécha del eje de la viga en la secciôn i 
debida a la fuerza unitaria aplicada en la 
secciôn/:;

&ik =  fai

♦1
a  p  r

Z 1
2 1 I [6 E J(  / 2

^ = 5 , | / s r . ( 1 + r f T
1 t ] / i  +  -  + - ^ 7 )

\  3/o 9/0V

x0 es el radio de giro del peso respecto a su 
centro de gravedad; 
cuando / >  i0

,  1 lf3 £ 7 C  3/0 \

,  1 1 /3 E / / ’ 4/*1 
m/»( +  3 J
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Tabla 44
E cuadones de frecuencia y  form as propias de las o sd la d o n es
transversales de barras de secciôn constante

Esquema de la 
sujeciôn de la barra

pFEJ

/

pFEJ

p F E J

Ecuaciôn de 
frecuencia

Rafces de la ecuaciôn 
de frecuencia *

i kti

cos k l-c h  k l =  1 1 0
2 4,730
3 7,853
4 10,996
5 14,137

7r
* >  3 T ( 2 « - l )

sen k l =  0 1 3,142
2 6,283
3 9,425
4 12,566
i in

cos kl • ch kl=  — l 1 4,730
2 7,853
3 10,996
4 14,137

i > 2

cos kl • ch Ar/= — 1 1 1,875
2 4,694
3 7,855
4 10,996

n
1 >  3 ^ ( 2 / - l )

tg k l  =  th k l 1 3,927
2 7,069
3 10,210
4 13,352

n
i - ( 4 / 4 - 1 )

4
t g k l=  th kl 1 0

2 3,927
3 7,069
4 10,210
5 13,352 

4 / - 3
/ > 1 ------  7T

4

* Las frecuencias propias se determinan mediante

=  ( w  1 [ë±= |  rw
1 2ni2 y pF 2n j  m

Forma propia de las 
oscllaciones

<p(z)=(ch k l—COS kl) X 
x (sh kz  +  sen kz) — 
— (sh kl — sen kl) x 

x  (ch kz  4- cos kz)

<p(z) =  sen kz

(p(z) =  (sh kl — sen kl) x 
x  (ch kz — cos kz) —
— (ch kl — cos kl) x 

x  (sh kz  — sen kz)

ç>(z) =  (sh kl +  sen kl) x 
x (ch kz  — cos kz) —
— (ch kl +  cos kl) x 

x  (sh kz  — sen kz)

<p(z) =  (sh kl 4- sen kl) x 
x (ch kz  — cos kz) — 
— (ch kl 4- cos kl) x 

x (sh kz  — sen kz)

<p(z) =  (ch kl 4- cos kl) x 
x (sh kz  +  sen kz) —
— (sh kl 4- sen kl) x 

x (ch kz  4- cos kz)

la fôrmula
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R alces de la s  ecuaciones de frecuencia de la s  oscilaciones
transversales de barras de secciôn constante sobre apoyos elàsticos *

Tabla 45

Esquema de la sujeciôn de la barra Diagrama para determinar los coeficientes kl

pFEJ
J J ___

pFEJ

r *

Asihtota para 1 
M-3,9265 ~

0 100 200  cl3
El

EJ

k2l
7

5
3,9266*

3

A sih to ta  para
Kl ~4en

0 250  500  c/£
EJ

* Las frecuencias propias se determinan médian te la fôrmula

(ko* y  e j

lui* ]/ pF
k*
2n
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Continuaciôn de la tabla 45

Esquema de la sujeciôQ de la barra Diagrama para determinar los cocficientes kl

P F E J

___ /

V

4

3 ,14  
3

0 10 20 Çl
EJ

11 1 
A s  

1-

\
fntoï
•>ara

\ \ 
fa
k l ~

i

3 , 9 12 6 6

1— 1------
A sin k

para
>fa 
i kl=

1
--7,0(385

r \
6 — — — — — L-t) 
0 10 20

I t

i i i i
■ A sln to ta  ■ I 
\  I pa ra  k l= 3 .9 2

f — 1----H \

t
t  ^

)scil
sim

aefc
ètrk

m es
'ÆtS

L
P -IL
0  2 0 0  4 0 0  Ç l?

’ EJ



Tabla 46
Rafices de las ecuadones de frecoenda de la s oscifaciones
transversales de barras de seccfôn constante con m asas concentradas m *

Esquema de la barra Diagrama para determinar los cocficientes kl

b

p F EJ 
1___

/

m
■m

0 5 10 $

♦ Las frecuendas propias se determinan mediante la formula

,  W l / £
J 2nl2 (/ p F '
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Continuaciôn de la tabla 46

Esquema de la barra Diagrama para determinar los coeficientes kl

m pFEJ m

,2 q
M
2,5

),5

0,5

1 (=1+121 
O s c i l a d o n e s 1 2 j  j 
k. s i m é t r l c a s  y

/

4 -’S- 
pFI

Tabla 47

Valores de algunas intégrales que se utllizan en los câlculos de las osciladones 
transversales de las barras (<Pi es la t-ésima forma propia de las osciladones)

Esquema de la 
sujeciôn de la barra i

/

T  5
0 0

/
1 ^ ( v'j)*dx 

0

/

j  ( v / Ÿ d x  

0

1 0,6366 0 ,5 4,9343 48,705
2 0 0 ,5 19,739 779,28
3 0,2122 0 ,5 44,413 3 945,1
4 0 0 ,5 78,955 12 468
5 0,1273 0 ,5 123,37 30 440

1 0,8445 1,0359 12,775 518,52

1-----------------1
2 0 0,9984 45,977 3 797,1

H V. 3 0,3637 1,0000 98,920 14 619
4 0 1,0000 171,58 39 940
5 0,2314 1,0000 264,01 89 138

i/ 1 0,6147 0,4996 5,5724 118,80
/>■■■■• | 2 - 0 ,0 5 8 6 0 ,5010 21,451 1 250,40

THTr, " 3 0 ,2364 0 ,5000 47,017 5 433 ,0
4 - 0 ,0 3 1 0 0 ,5000 82,462 15 892

. 5 0 ,1464 0 ,5000 127,79 36 998

1 1,0667 1,8556 8,6299 22,933
2 0 ,4252 0,9639 20,176 467,97
3 0,2549 1,0014 77,763 3 808,5
4 0,1819 1,0000 152,83 14 619
5 0 ,1415 1,0000 205,52 39 940
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Frecuendas propias de las osdladones transversales de barras de secdôn 
constante cargadas con fuerzas longitudinales

Tabla 48

Esquema de la barra Frecuencia propia de las oscilaciones

pFEJ N

J ______
f i

0,562
~1*~

5 N l* \  
U E j )

qi* )
SEJ J

pFEJ

I
f l

n  i*
77*

NI* \
iW E J  J



Capitulo 20

RESISTENCIA DE LOS MATERIALES A LA ACCIÔN 
DE TENSIONES CÎCLICAS

§ 112. Fenômeno de fatiga de los materiales

Se entiende por fatiga de los materiales (en particular, de los metales) el fenô- 
meno de destrucciôn al altemar reiteradamente las cargas. La capacidad de los 
materiales de contrarrestar la destrucciôn durante la acciôn de tensiones cfclicas 
se denomina resistencia a la fatiga del material.

La destrucciôn por fatiga tiene lugar cuando existe una de las siguientes 
particularidades de solicitaciôn :

1) durante la solicitaciôn repetida de un signo que varia, por ejemplo, periô- 
dicamente de cero a mâximo (fig. 335, a)\

2) durante la solicitaciôn repetida que varia periôdicamente no sôlo por 
la magnitud, sino también por el signo (solicitaciôn de signo variable), cuando 
sobre la resistencia a la fatiga del material influyen al mismo tiempo tanto la 
repeticiôn como la variaciôn cfclica de la solicitaciôn. En este caso se distinguen 
la solicitaciôn simétrica (fig. 335, b) y disimétrica (fig. 335, c, d).

Para la destrucciôn a causa de la 
fatiga no es suficiente que las tensiones 
sean cfclicas. Es necesario también que las 
tensiones tengan una magnitud deter- 
minada. La tensiôn màxima que el material 
es capaz de contrarrestar sin destruirsey 
siendo como se quiera grande el numéro de 
repeticiones de las cargas, se denomina 
limite de resistencia a la fatiga o limite 
de fatiga.

0i,A y \ z \
\

a h

^ V \ A

A y \ / \
d

Fig. 335 Fig. 336

La fractura por fatiga del métal tiene un aspecto caracteristico (fig. 336). 
Sobre «ella se pueden distingua, generalmente, dos zonas: una de ellas (A) es 
lisa, esmerilada que se formô a causa del desarrollo paulatino de la grieta; la 
otra (B) es de grano grueso formada durante la  rotura definitiva de la secciôn 
de la pieza debilitada por la desarrollada grieta de fatiga. La zona B  de los mate- 
riales fragiles tiene una estructura macrocristalina, de los materiales ductiles- 
una estructura fibrosa.

558



El mecanismo de formaciôn de las grietas durante la tensiôn dclica es bastante 
complicado y no puede considerarse totalmente estudiado. De los postulados 
indiscutibles de la tcoria de la fatiga pueden sefialarse los siguientes:

1) los procesos que se operan en el material durante la solicitaciôn alternativa 
tienen un cardcter local muy acentuado;

2) las tensiones tangenciales que originan deslizamientos plâsticos y la 
destrucciôn por medio del cizallamiento, ejercen influencia definitiva sobre el 
fenômeno de la fatiga antes de la formaciôn de la primera grieta. El desarrollo 
de las grietas de fatiga se acelera cuando existen las tensiones de trace iôn tanto 
para los materiales plâsticos, como, sobre todo, para los frâgiles (del tipo de la 
fundiciôn), en los cuales la apariciôn de las grietas de desprendimiento aumenta 
esencial mente la sensibilidad a las tensiones de tracciôn.

El limite de resistencia a la fatiga se détermina experimentalmente en las 
mâquinas de ensayo correspondientes, ensayando una sérié de probetas del mate
rial dado en cantidad no menor de 6—12. El limite de resistencia a la fatiga 
dépende de varios factores, entre ellos de la forma y las dimensiones de la probeta 
o pieza, del modo de su elaboraciôn, del estado de la superficie, del tipo del 
estado tensional (tracciôn-compresiôn, torsiôn, flexiôn), de la ley del cambio 
de la carga en el tiempo durante el ensayo, de la temperatura, etc.

En la mayoria de los casos las tensiones alternativas, que originan la destruc
ciôn a causa de la fatiga, son funciones del tiempo a  =  f ( t )  con perfodo igual 
a T .L a totalidad de los valores de las tensiones durante un perfodo se denomina 
ciclo de tensiones (fig. 337, à). Sobre la magnitud del limite de resistencia a la fatiga 
influyen las tensiones mâximas (pmA%) y rnfnimas (/7mfn) del ciclo. La caracterfstica 
principal del ciclo es el coeficiente de asimetria del ciclo

Pmin r = ---------
Pm&x

Se distingue también la tensiôn media del ciclo (fig. 337, b)

Pm&x Pmin 
Pm Z

(20.1)

(20.2)

P 31 =
Pm&x Pmin 

2
(20.3)
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La tensiôn media del ciclo puede ser tanto positiva como negativa; la amplitud 
del ciclo se détermina por el valor absoluto (sin tomar en consideraciôn el signo). 

De acuerdo con (20.2) y (20.3) es évidente que

Pmàx Pm Pa> Pmin Pm P a*

El mâs peligroso es el llamado ciclo simètrico (cuando pm^x =  — p min y 
Pm =  0):

Pmàx

El limite de fatiga durante el ciclo simètrico se dénota por p_x.
Durante el ciclo de pulsaciôn, cuando p m|n =  0:

0
r = -----  =  0,

Pmàx

y el limite de resistencia a la fatiga se dénota por p0. Si la carga es constante, 
cuando p mâx =  p min =  p .

P

En el caso mâs general, cuando el coeficiente de asimetria es r, el limite 
de fatiga se dénota por pr. En el caso particular, por ejemplo, cuando r =  — 0,5, 
el limite de fatiga se dénota por /?_0f6. Los ciclos que tienen iguales caracteristicas r 
se llaman semejantes. La caractenstica del ciclo, o el coeficiente de asimetria, 
puede variar de — oo a +  oo (véase la tabla 49).

No se debe perder de vista que en los casos en que se trata de la fatiga durante 
la tracciôn-compresiôn o la flexiôn, en vezdelas designaciones /?a,/?m, p0i p mi x, 
Pmin* etc. es necesario utilizar las designaciones <ra,crm, Oo,crmâx,a min, etc., respec- 
tivamente, y en el caso de estudiar la resistencia de los materiales a la acciôn 
de las tensiones tangenciales ciclicas (durante la torsion ciclica) se deben utilizar 
las denotaciones Ta, rm, r0, r mâx, rmin, etc.

§ 113. Métodos de déterminaciôn del limite 
de resistencia a la fatiga. Diagramas de la fatiga

Durante el ensayo del material a la fatiga se utilizan, generalmente, probetas 
cilindricas lisas de 7—10 mm de diâmetro.

Segün sea el tipo de las tensiones alternativas que actüan en la probe ta 
(tracciôn-compresiôn, flexiôn alternativa, torsion alternativa), al igual que la 
caractenstica del ciclo (coeficiente de asimetria r) los valores del limite de resis
tencia a la fatiga serân diferentes. Por eso, planteando la tarea de obtener el 
limite de resistencia a la fatiga del material se debe sefialar de antemano para qué 
tipo de la deformaciôn (flexiôn, torsiôn, etc.) y también para qué carâcter del 
cambio de las tensiones durante el ciclo, es decir, para qué valor de r se debe 
determinar el limite de resistencia a la fatiga.

De acuerdo con la tarea planteada se escoge la mâquina de ensayo. Para el 
ensayo a la fatiga durante la flexiôn se utilizan mâquinas (fig. 338), en las cuales 
las tensiones simétricas ciclicas en la probeta ensayada surgen a Costa de la rota- 
ciôn de esta probeta, cargada con el peso sujetado al extremo mediante un cojinete 
de bolas. El numéro de revoluciones por minuto de taies mâquinas es, ordinaria-
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mente, de cerca de 3000 (50 Hz). Las mâquinas modernas de fatiga, en particular, 
las mâquinas con vibradores magnetoestrictivos para el ensayo durante la tracciôn- 
compresiôn, permiten realizar los ensayos con frecuencias del orden de 10 000— 
20 000 Hz.

Motor Probeta

Durante el ensayo de una partida de probetas con el propôsito de determinar 
el limite de resistencia a la fatiga es necesario asegurar diferentes tensiones en 
probetas distintas para poner de manifiesto las regularidades del cambio del 
numéro de ciclos hasta la destrucciôn para taies o cuales niveles de tensiones.

La interpretaciôn de los datos experimentales obtenidos se efectua mediante 
la construcciôn de curvas de la fatiga , llamadas muchas veces curvas de Vôhler 
(fig. 339).

La curva de la fatiga se construye por puntos en las coordenadas siguientes: 
la tensiôn mâxima del ciclo p m£x(<TméiK °  Tmâx) “  el numéro de ciclos hasta la 
destrucciôn N. A cada punto le corresponde una probeta destruida que trabajô N  
ciclos con p méLX dada.

Conforme disminuye la tensiôn, las probetas resisten hasta la destrucciôn 
cada vez mâs ciclos, y la curva de la fatiga pm&x =  f(N )  parece como si se acercara 
a cierta asintota paralela al eje de abscisas N. El numéro de ciclos, para el cual

la curva de la fatiga empieza a coincidir prâcticamente con 1 a asintota, puede 
tomarse por base del ensayo a la fatiga, es decir, por tal numéro de ciclos, cuya 
superaciôn para la tensiôn dada no tiene que llevar prâcticamente a la descompo- 
siciôn de la probeta. En fin, se entiende por base del ensayo a la fatiga el numéro 
màximo de solicitaciones ciclicas, cuya considérable superaciôn no debe llevar a 
las destrucciones de fatiga de la probeta ensayada para la tensiôn dada.

Para los metales ferrosos (acero, fundiciôn, etc.) por base del ensayo se 
toman en la prâctica de ingenieria 10 millones de ciclos; para los metales no 
ferrosos (cobre, alumino, etc.) la base del ensayo es 5 — 10 veces mayor que para 
los ferrosos.

En algunos casos, sobre todo para los metales no ferrosos, la curva de la 
fatiga en las coordenadas N, p  trata de aproximarse lentamente a la asintota, 
por eso la base del ensayo se tiene que elegir mucho mayor. En taies casos, en 
general, es dificil hablar del verdadero, o fisico, limite de fatiga, porque éste 
prâcticamente no existe. Se habla del limite convencional de fatiga, compren-
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diendo con eso la tensiôn mâxima que no lleva a la destrucciôn al realizar un 
numéro determinado, dado de antemano, de ciclos tomado por base del ensayo.

Ademâs de la construcciôn de los diagramas primarios de la fatiga en las 
coordenadas N, <rmàx para la tracciôn-compresiôn o en las coordenadas N> rmàx 
para la torsiôn, éstos se construyen también en las coordenadas semilogaritmicas 
log N t o*màx (fig. 340) o log N , Tmàx. En este caso el limite de fatiga se caracterizarâ 
por la ordenada del tramo horizontal de la curva de la fatiga.

Como demuestran los numerosos ensayos a la fatiga, para algunos materiales 
pueden notarse las siguientes relaciones entre los limites de resistencia a la fatiga 
para el ciclo simétrico obtenidas durante laflexiôn a f_ i, torsiôn t_ x y  tracciôn- 
compresiôn a L i  sobre probetas lisas. Para el acero <r!_i =  0,7 a L i ; para la fundi- 
c iôncr-i =  0,65 a f_ i ,  =  0,8 cr —i;  para los aceros y aleaciones ligeras r_x =  
=  0,55 Se notô también que para el acero existen las siguientes relaciones 
entre los limites de resistencia a la fatiga y la resistencia provisional a la trac- 
ciôn: aL± =  0,28 <7p; =  0,4 erp; r_ x =  0,22<rp. Para los metales no ferro-
sos a  - i  =  (0,24 — 0,5) ap.

Diagrama de las tensiones limites. Paracaracterizar la resistividad del niaterial 
a las tensiones ciclicas para diferente asimetria del ciclo se construye el llamado 
diagrama de las tensiones limites (fig. 341) en las coordenadas o-m$x, 0 min —c m 
(diagrama de Smith).

Las ordenadas de la curva CAB  del diagrama corresponden a los valores 
de los limites de fatiga (valores mâximos de la tensiôn) para diferente asimetria 
del ciclo, que se toman de los diagramas primarios de la fatiga.

La tangente del àngulo de inclinaciôn del rayo trazado desde el origen de 
coordenadas hasta la intersecciôn con la curva limite CAB y que forma un àngulo p 
con el eje de abscisas am serâ

tg p =  ^ . (20.4)
^mâx 4" &min  ̂ “I" r

Los diagramas de las tensiones limites en la parte superior se acotan, de 
ordinario, por el limite dè resistencia o el limite de fluencia del material. El aspecto 
aproximado del diagrama de las tensiones limites acotado por el limite de fluen
cia r f para el caso de torsiôn ciclica puede verse en la fig. 342.
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Los diagramas de las tensiones limites pueden ser construidos también en 
las coordenadas — em (diagrama de Haigh), En este caso (fig. 343) la tangent 
del ângulo P formado por el rayo trazado del origen de coordenadas con la 
curva limite se expresarâ asf:

. p r̂r.âx °nifntg P =  ----- =   ;--------
' °mln

1 -  r 
1 + r

(20.5)

Para evaluar la resistencia del material a las tensiones ciclicas durante el 
estado tensional complejo, por ejemplo, durante la acciôn combinada de la torsiôn 
cfclica y la flexiôn, se utilizan las mâquinas de fatiga correspondientes que per- 
miten obtener el estado tensional que nos interesa. En la fig. 344 pueden verse 
los resultados de los ensayos con probetas lisas para diferente combinaciôn de 
las tensiones altemativas normales (a) y tangenciales (r), siendo simétrico el 
ciclo. Por <t_x y r_x estén denotados los limites de resistencia a la fatiga solamente 
durante la flexiôn y la torsiôn, respectivamente; cra y t j( son las amplitudes 
limites durante la acciôn simulténea de la flexiôn y la torsiôn. Los datos experi
mentales se agrupan cercg de la curva que con suficiente grado de exactitud puede 
ser aproximada para los aceros de construcciones mediante un arco circular (fig. 344, 
curva 1) definido por la ecuaciôn

(20.6)

Para los aceros y Jas fundiciones de alta resistencia los datos experimentales 
se sitüan més cerca de los arcos elipticos (fig. 344, curva 2).

En el caso de ciclo simétrico, observados el sincronismo y el caràcter cofâsico 
de las tensiones, la condiciôn de resistencia expresada por medio de las amplitudes 
de las tensiones principales de acuerdo con la tercera teoria de resistencia se 
escribirâ asi:

(ff])a “  (*a)a =  G-l> (20.7)

y por la cuarta teoria de resistencia

[(* l)a  -  ( ^ ) a l a +  K ^ a  ~  (* •> .]*  +  K*s>a “  =  2 * 1  (2 0 .8 )

Durante el estado tensional complejo caracterizado por la acciôn combinada 
de la flexiôn cfclica y la torsiôn, la condiciôn de resistencia (20.8), tomando en 
consideraciôn la  relaciôn «  K3r_l9 tendrà el siguiente aspecto:

(» .» )
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Dicha condiciôn coïncide con la expresiôn (20.6) que se desprende de los datos 
experimentales.

§ 114. Influencia de los factores de construcciôn 
y tecnolôgicos sobre el limite de resistencia a la fatiga 
del mateiial

Influencia de la concentraciôn de tensiones. Lo que mâs influye sobre el 
limite de resistencia a la fatiga es la concentraciôn de tensiones, cuyo grado 
se caracteriza mediante el coeficiente teôrico de concentraciôn oc (véase el § 27). 
Como demuestran los experimentos, el limite de fatiga de las probetas con concen- 
tradores de tensiones p_lc résulta mayor que el calculado por medio del coeficiente 
teôrico de concentraciôn oc, es decir,

Por eso junto con el coeficiente teôrico de concentraciôn se introduce la nociôn 
de coeficiente de concentraciôn efectivo o real k. Estos coeficientes se denotan 
asi : para las tensiones normales

ko

para las tensiones tangenciales

siendo <r_! y t_x los limites de resistencia a la fatiga obtenidos durante la acciôn 
de las tensiones normales y tangenciales ciclicas sobre probetas lisas; a_lc y r_lc, 
los limites de resistencia a la fatiga de las probetas con concentradores de tensiones.

Prâcticamente resultô mâs cômodo deducir el coeficiente efectivo de concen
traciôn por medio del llamado coeficiente de sensibilidad del material a la concen
traciôn de tensiones

Q =
k -  1
a -  1

(20. 10)

que dépende del material, al igual que de los coeficientes qa ; k a\ oc0 durante 
las tensiones normales, o bien qz\ k x>\ ocr, durante las tangenciales.

Para determinar el coeficiente de sensibilidad q en la literatura hay diagramas 
(fig. 345 ). Conociendo q y el coeficiente teôrico de concentraciôn de tensiones oc 
se puede deducir segun (20.10) el coeficiente efectivo de concentraciôn k  mediante 
la formula

k  =  1 +  q ( a -  1). (20.11)

Para el material sensible a la concentraciôn de tensiones, cuando q -► 1, 
k  -> oc. Para el material no sensible a la concentraciôn de tensiones, cuando 
q 0, k  -* 1

La influencia de la concentraciôn de las tensiones durante el estado tensional 
complejo se évalua a base del ensayo de probetas con concentradores y obtenciôn 
de los diagramas correspondientes (fig. 346) que son anélogos a los diagramas
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dados para probetas iisas (fig. 344) y se describen por medio 
eliptica

de la dependencia

(20.12)

siendo a_lc9 t_ 1c los limites de fatiga durante el ciclo simétrico para probetas 
con concentradores sôlo durante la flexiôn y sôlo durante la torsiôn, respecti-

01--------------- ------- -------
40 60 80 100 ob. ,

kgfjmfri

Fig. 345

vamente; crac y tûc son los valores de amplitud de las tensiones, cuando son 
simultâneos los cambios sincrônicos y cofâsicos de las tensiones para el estado 
tensional complejo y para diferentes combinaciones de las tensiones altemativas 
normales y tangenciales.

Influencia de las dimensiones (factor de escala). Los experimentos demuestran 
que con el aumento de las dimensiones de la probeta el limite de resistencia a 
la fatiga disminuye. Esta disminuciôn se toma en consideraciôn, generalmente, 
por medio de cierto coefïciente denotado, por ejemplo, con arreglo a las tensiones 
normales asl:

(.o-ùd
ea — . x *

(^-l) d o
(20.13)

siendo (g__x)^q el limite de resistencia a la fatiga de la probeta de laboratorio 
lisa de diâmetro d0 = 1 — 10 mm; (cr^d, el limite de resistencia a la fatiga de 
la probeta en cuestiôn de diâmetro d  >  d0. Puesto que (cr^d  <  (^_iV0, por 
supuesto, el coefïciente de influencia de las dimensiones absolutas ea <  1.

Cuando existe un concentrador, la influencia de la escala se évalua anâlo- 
gamente a lo que se hizo para probetas Usas por medio del coefïciente eac :

( ° - l c ) f / (20.14)

siendo (<r_ic)d y (^_icVo ôs limites de resistencia a la fatiga de la pieza y la 
probeta de laboratorio, respectivamente. En la fig. 347 pueden verse las curvas 
de la dependencia e =  f(d ). La curva 1 corresponde a la pieza de acero al carbono 
sin concentrador; la curva 2, a la pieza de acero aleado (<rp =  100-r-120kgf/mm2) 
sin concentrador y de acero al carbono con concentrador; la curva 2, a la 
pieza de acero aleado con concentrador; la curva 4, a cualquier acero, siendo muy
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grande la concentraciôn de tensiones (por ejemplo, para el concentrador del 
tïpo de ranura).

La disminuciôn del limite de fatiga con el aumento de las dimensiones es 
scbre todo muy bien expresada para los materiales heterogéneos. Asf, por ejemplo, 
a medida que aumentan las dimensiones de la probeta de fundiciôn gris de 
5 a 10 mm a 50 mm, la disminuciôn de ap y a_x puede alcanzar de 60 a 70%.

1,0 

0,8 

0,6 
0 4

10 20 30 40 60 100 200
d./nm

Pig. 347

Para el acero al carbono el aumento del diâmetro de la probeta de 7 mm 
a 150 mm conduce a la reducciôn del limite de resistencia a la fatiga en un 
45%, aproximadamente.

Ademâs del coeficiente efectivo de concentraciôn (£0)</ se introduce para 
la probeta el concepto de coeficiente efectivo de concentraciôn de tensiones para 
la pieza (ka)p, que toma en consideraciôn simultâneamente tanto las dimensiones 
como la concentraciôn:

(*o)p = (20.15)

Si (k0)d se détermina sobre probetas de un diâmetro bastante grande (cuando 
el aumento ulterior del diâmetro influye poco sobre (fc0)</)» entonces

. _  (g -l)rf___=  (M d
° P M d  O l-u)d M d

(20.16)

La influencia de los conccntradores de tensiôn dépende esencialmente del 
tipo del estado tensional. Por ejemplo, durante la torsiôn cfclica el coeficiente de 
concentraciôn résulta mas bajo que durante la flexiôn, siendo igual la forma 
del concentrador. Esto se ve, en particular, de las figs. 348 y 349, en que se

1 «
G 0,1 0,2 0,3

$=2id*30~50tnm

Fig. 348 Fig. 349



dan los valores de los coeficientes efectivos de concentraciôn para ârboles esca- 
lonados con arista hueca para la flexion y torsiôn, respectivamente. La correlaciôn 
antre k x y k a puede representarse mediante la formula

k t =  1 +  0,6 (,k0 -  1).
En lafig. 350 se dan los diagramas que caracterizan los coeficientes efectivos 

de concentraciôn de tensiones durante la tracciôn—compresiôn. De los diagramas
(figs. 348 y 350) se ve que los valores de 
los coeficientes efectivos durante la trac
ciôn—compresiôn rebasan un poco taies 
coeficientes durante la flexion. Los datos 
mâs amplios sobre los coeficientes de con
centraciôn y de sensibilidad a la concen
traciôn de tensiones se dan en el Apen- 
DICE 2.

Influencia del estado de la superficie* 
El estado de la superficie de la pieza o la 
probeta influyeconsiderablemente sobre el 
limite de resistencia a la fatiga. La expli- 
caciôn consiste en que en una superficie 
casi siempre hay defectos relacionados con 
la calidad del tratamiento mecânico de 
ésta, al igual que con la corrosiôn bajo la
influencia del medio ambiente. Por eso las grietas de fatiga empiezan, como 
régla, en la superficie, y la calidad mala de ésta lleva a la disminuciôn del limite 
de fatiga.

La influencia de la calidad del tratamiento mecânico de la superficie sobre 
la resistencia a la fatiga se puede evaluar por medio de cierto coeficiente p <  1, 
que es igual a la relaciôn del limite de resistencia a la fatiga de la probeta ensa- 
yada con tratamiento determinado de la superficie al limite de resistencia a la 
fatiga de una probeta minuciosamente pulida. En la fig. 351 puede verse el coefi
ciente P en funciôn del limite de resistencia para diferentes tipos de tratamiento 
de la superficie de probetas de acero. La curva 1 corresponde a las probetas

pulidas; la curva 2, a las esmeriladas; la curva 3, a las probetas con torneado 
en fino; la curva 4, a las probetas con torneado en tosco; la curva 5, cuando 
existe la cascarilla. Del diagrama se ve que para el torneado en tosco el limite 
de resistencia a la fatiga disminuye en u n 40%,cuando hay cascarilla, en un 70% .

La influencia de la corrosiôn, en el proceso deensayo, sobre el limite de 
resistencia a la fatiga durante la flexion rotativa se muestra en forma de diagramas 
en la fig. 352, donde sobre el eje de ordenadas se eoloeô el valor del coeficiente
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que expresa la relaciôn del limite de resistencia a la fatiga de la probeta afectada 
por corrosion <r_ial limite de resistencia a la fatiga de la probeta pulida a_v  
y sobre el eje de las abscisas, la resistencia provisional del material de las probetas 
investigadas. La curva 1 caracteriza la influencia de la corrosiôn en agua dulce 
cuando hay concentradores de las tensiones; la curva 2 , en agua dulce sin concen- 
tradores y en agua marina cuando hay concentraciôn ; la curva 5, en agua marina 
sin concentraciôn.

Influencia de las pausas. Las pausas (interrupciones de carga) ejercen influen
cia sobre el limite de resistencia a la fatiga. A veces a Costa de las pausas el 
numéro de ciclos hasta la destrucciôn aumenta en un 15—20%. El crecimiento 
del numéro de ciclos es tanto mayor, cuanto mâs frecuentes son las pausas y 
mas larga es su duraciôn (el ültimo factor influye menos).

La influencia de las sobrecargas (cargas mayores que el limite de resistencia 
a la fatiga) sobre la magnitud del limite de resistencia a la fatiga dépende del 
carâcter de ellas. Durante las sobrecargas pequenas la resistencia a la fatiga 
aumenta hasta determinado numéro de ciclos, durante las sobrecargas grandes, 
disminuye después de determinado numéro de ciclos.

Influencia del entrenamiento. Si en la probeta se crean tensiones un poco 
por debajo del limite de resistencia a la fatiga, aumentândolas luego paulatinamen- 
te, entonces la resistencia del material a la fatiga puede elevarse esencialmente. 
Este fenômeno denominado entrenamiento del material se emplea ampliamente 
en la técnica. Un efecto especial puede lograrse al aumentar gradualmente la 
sobrecarga. En este caso se puede obtener la resistencia elevada con entrenamiento 
relativamente breve (del orden de 50 000 ciclos), pero con fuertes sobrecargas.

Influencia de la temperatura. En lo que se refiere a los materiales corrientes 
de construcciôn, la elevaciôn de la temperatura conduce a la disminuciôn del 
limite de resistencia a la fatiga, y la disminuciôn de la temperatura, al aumento 
de la resistencia a la fatiga de las probetas tanto Usas como con concentradores.

Para el acero, si la temperatura es mayor que 300°C, su ulterior aumento 
en cada 100°C reduce el limite de fatiga unos 15—20%. Sin embargo, para algunos 
aceros con el aumento de la temperatura de 20 a 300°C se observa cierto aumento 
del limite de fatiga. Dicho aumento esté relacionado, por lo visto, con los procesos 
fisico-quimicos que se operan en el material bajo la influencia simultânea de la 
temperatura y las tensiones ciclicas. Ordinariamente, la influencia de la concen
traciôn de las tensiones sobre la resistencia a la fatiga disminuye con el crecimiento 
de la temperatura.

Al bajar la temperatura de 20 a — 190°C el limite de resistencia a la fatiga 
de algunos aceros aumenta mâs que dos veces, aunque la resiliencia disminuye 
considerablemente.

§ 115. Câlculo a la resistencia durante las cargas 
repetidas ciclicamente

Para los tipos simples de la deformaciôn de la pieza que trabaja en ciclos 
simétricos, por ejemplo, durante la tracciôn—compresiôn o la flexion ciclicas y 
la tensiôn de signo variado <ra que actua realmente, el coeficiente de seguridad 
puede determinarse mediante la formula

(o'-ic)rf 
na i

siendo (cr_lc)̂ / el iimite de resistencia a la fatiga de la pieza durante la tracciôn— 
compresiôn o la flexion, que puede ser determinado a partir del limite de resistencia 
a la fatiga de probetas pulidas de laboratorio (a_i)d0, tomando en consideraciôn
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el coeficiente efectivo de concentraciôn (ka)d, el factor de escala ea, el estado de 
la superficie y el medio ambiente caracterizados, respectivamente, mediante los 
coeficientes /? y /3k por la fôrmula

(ff-lc )d  =
( ° - i ) d

En el caso de estado tensional complejo segün (20.9)

( ° - ic )d
(<*-ic)d\ 2 2

(M c U ^
o bien segun (20.6)

g\
+

Ta

(ff-lc)d (T-lc>d
=  1.

Entonces, teniendo en cuenta que

nt =

(g-ic )d  

(McX#

a base de (20.17) se tendrâ

_  _1_ _1 
=  -2  +  JL '

(20.17)

de donde el coeficiente de seguridad durante el estado tensional complejo se deter- 
minarâ mediante la fôrmula

n =
1fn l  ' »2+ nz

(20.18) 8

En el caso de determinaciôn del coefi
ciente de seguridad durante el ciclo asimé- 
trico o cualquier tipo de solicitaciôn ciclica 
(fiexiôn, tracciôn—compresiôn, torsiôn) se 
puede partir del diagrama esquematizado de 
las tensiones limites para probetas lisas (fig. 
353), representândolo en forma de una recta 
que pasa a través de los puntos A y B con

coordenadas Ot y , a0 y cuya ecua- 

ciôn es

. °o ~~ a- i
=  V-l H-----------------0t

—
2

\45

0°l<M

O'ICM

£

Fig. 353

2(7-1 -  ^0 )
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o bien

(20.19)<TmAj =  g-l +  (1 -  'l/a) Om,
siendo y/a el coeficiente de sensibilidad del material a la simetria del ciclo:

2(7_i — <7q

Va =  -------------
°0

(20.20)

Durante la acciôn de las tensiones tangenciales la ecuaciôn de la curva limite 
de las tensiones mâximas tendrd, por analogfa con (20.19), la siguiente forma:

Tmâi =  T-1 +  U -  (20.21)

Los valores de los coeficientes Va y Vx para aceros con diferente resistencia 
provisional se dan a continuaciôn :

<rp kgf/mma vo V»t

3 5-55 0 0
52-75 0,05 0
70-100 0,1 0,05

100-120 0,2 0,10
120-140 0,25 0,15

La amplitud limite de las tensiones para la probeta lisa puede ser expresada, 
a base de (20.19), mcdiante la fôrmula

°a °mâx ^-1 V a

La amplitud limite de las tensiones para la pieza (<7ak) j  serâ

( M d  =
g» g -l ~  VgOm 

(ko)P
(20.22)

y la ecuaciôn de la curva de las tensiones limites para la pieza (fig. 354) puede 
escribirse asi:

(gmâ,)</ =  M d  +  g,„ =  —  +  f 1 -  — 1 <rm. (20.23)(k0)P L (ka)P J

Para determinar el coeficiente de seguridad de la pieza, cuya tensiôn en el 
diagrama de las tensiones limites (fig. 355) se caracteriza por el punto M  con 
coordenadas <ra, <rm, es necesario hallar las coordenadas del punto N  situado 
en la intersecciôn del rayo que parte del origen de coordenadas con la curva de 
las tensiones limites para la pieza. Las coordenadas del punto N  se determinarân 
a partir del examen conjunto de las ecuaciones de la 
tensiones Ifmites para la pieza

(a"’ix’ k)' = ^  +  [ 1 - ( ^ ]  

y de la ecuaciôn del rayo

f °Vnâx t . n f°inâx-----------<Tm — tg p * <7m.

curva (lfnea) A N  de las 

<4 (20.24)
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(o,màx,k)</ =  G m àx

d enotando co n  rayas las coordenadas con ten tes.
L a ordenada del punto N  que se encuentra en la intersecciôn de las rectas AN

y  ON serâ la  m ism a, es decir,

o bien

°\nâx f ----------- É7m f

de donde hallamos la abscisa del punto N:

(*»)p - 1  + Vo
(ko) p

=  __________
(*<r)pg mi x  “  °m(^-<r)p +

Tomando en consideraciôn que <ra =  <rm&x — crm, se tendrâ

/ _______ü- i  ' °m t
m ~  ( U Pffa+  y/c am.

(20.26)

Sustituyendo este valor a'm en (20.25) y denotando esta ordenada ((Tmix) 
por (fffjch, se obtendrâ

(<T'k)j =
g- l <Tmix 

{k„)toa +  y/„am ‘

De este modo, la expresiôn definitiva para el coeficiente de seguridad se escribirâ 
asf:

(g>k ) d ________ g- i
g n.â* (fca )P ffa +  V a<Tm-

(20.27)
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Anâlogamente, durante la torsiôn

T-i
(*t)p Tm

(20.28)

Durante la resistencia compuesta y el ciclo no simétrico el coeficiente de 
seguridad puede deducirse mediante la fôrmula

n
Ma MT

'«5 + »î
hallando, respectivamente, na y nt por las fôrmulas (20.27) y (20.28).

La elecciôn del coeficiente de seguridad durante los càlculos a la acciôn de las 
tensiones repetidas clclicamente dépende de la exactitud de determinaciôn de los 
esfuerzos y las tensiones, de la homogeneidad del material, la calidad del trata- 
miento de la pieza y otros factores. Para la exactitud elevada de determinaciôn 
de las tensiones (en particular, utilizando la extensometda), siendo homogéneo 
el material y de alta calidad el tratamiento, se toma el coeficiente de seguridad 
n =  1 ,3 -1 ,4

Para la exactitud corriente de la determinaciôn de los esfuerzos y una homo
geneidad moderada del material n =  1,4 -i- 1,7. Si la precisiôn de la determinaciôn 
de los esfuerzos y las tensiones es rebajada, igual que para una homogeneidad 
rebajada del material n — 1, 7 -H 3,0

Detengâmonos en la sucesiôn del câlculo de proyecciôn a la resistencia, 
por ejemplo, del vâstago de un motor de pistôn, cuando estân dadas las cargas 
que actüan sobre la pieza disenada (Pmdxy -Pmin)î esta dado el material, es decir, 
se conocen a p, oy, cr_lt se conoce la tecnologfa del tratamiento delà pieza; 
se conoce el tipo del concentrador (supongamos que estâ dado el diâmetro del 
orificio transversal en la pieza S) y se necesita determinar las dimensiones de 
la pieza. Durante la soluciôn del problema planteado se establece, ante todo, 
la secciôn peligrosa de la pieza que, por cierto, serâ la secciôn en el lugar del 
concentrador. Puesto que las relaciones del diâmetro del orificio de éste y del 
diâmetro de la propi a pieza son desconocidas, debe elegirse el coeficiente teôrico 
de concentraciôn <xa y para el material dado, siendo conocida (<7p), hay que 
determinar el diagrama (fig. 345) con <xa dado el coeficiente de sensibilidad del 
material a la concentraciôn de tensiones qa9 y luego por la fôrmula

( k a)d  =  1 +  Qo&a -  1 )

haliar el valor del coeficiente efectivo de concentraciôn. Del diagrama (fig. 351) 
se encuentra el valor del coeficiente P que caracteriza la calidad del tratamiento 
de la superficie. Eligiendo el coeficiente e que toma en consideraciôn las dimen
siones, se détermina el coeficiente efectivo de concentraciôn de la pieza

(ka)d
60

Luego, tomando el coeficiente de seguridad nat por la fôrmula

(£<y)p Ga "h ^  Ô m
_____________ ________________
^   ̂ ^màx -̂ min
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se halla el ârea de la secciôn transversal de la pieza

F - - M  
° - i  L

(* .) p ' +  Wa

y su diâmetro

Una vez terminado el câlculo, es necesario comprobar la justeza del coefi- 
ciente elegido e por el diagrama (fig 347), y a conocido ahora el diâmetro de 
la pieza d. En el caso de divergencia grande del valor obtenido de £ con el tomado 
anteriormente, hace falta precisar el câlculo

En el caso del câlculo de comprobaciôn son conocidas la forma y las dimen- 
siones de la pieza (supongamos que se trata de una barra circular escalonada 
sujeta a carga axial altemativa con asimetria dada del ciclo); se dan el diâmetro 
mâximo d y  el radio del redondeo r en el lugar de conjugaciôn de diferentes 
diâmetros del ârbol; se conoce el material de la pieza (crp, oft o_{) y la calidad 
de su tratamiento mecânico. Es necesario determinar el esfuerzo admisible 
que puede tomar la pieza. Se debe resolver el problema planteado en la siguiente 
sucesiôn:

1. Determinar el coeficiente teôrico de concentraciôn <xa utilizando, por 
ejemplo, el diagrama dado en da fig. 350.

2. Por el diagrama (fig. 345) hallar el coeficiente de sensibilidad a la concen
traciôn de tensiones qa.

3. Determinar el coeficiente efectivo de concentraciôn

{ka)d =  1 +  a* -  1).

4. Por el diagrama (fig. 347) hallar el coeficiente de influencia de las dimen- 
siones absolutas e.

5. Por el diagrama (fig. 351) hallar el coeficiente que toma en consideraciôn 
la calidad del tratamiento de la superficie.

6. Determinar el coeficiente efectivo de concentraciôn de tensiones para 
la pieza

( U p =
(k„)d

7. Elegir el coeficiente de seguridad na.
8. Determinar la amplitud de las tensiones partiendo de la fôrmula

=  g-i
(ka)?o , +  ;

a =  _________ \_______

( U p + T , -

De ordinario, para los aceros de baja calidad =  0, entonces

=  a~x 
na{ka)P *
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9. Determinar el esfuerzo de amplitud admisible

J’a ^min
Tld2 (T_x
4 na(k9)P

10. Hallar el esfuerzo medio

Pm = P»
1 +  r 
1 -  r

11. Deducir las tensiones mâxima y mfnima del ciclo

Pm&x ~  P  a “b ^\n*

^mln =  PmÂx * r*
En fin, veamos la sucesiàn de la determinaciàn del coeficiente de seguridad 

para un ârbol tubular circular giratorio con orificio transversal ô para la lubrica- 
ciôn que expérimenta la flexion altemativa durante el ciclo simétrico con 
dado junto con la torsiôn altemativa con Aftor m£x, siendo conocida la asimetrfa 
del ciclo r. Estâ conocido el diâmetro exterior D y el interior d  del ârbol, su 
material (<rp, oy, t ^ ) ,  asf como la calidad del tratamiento mecénico de la 
superficie.

El problema se resolverâ en la siguiente sucesiôn:
1. Determinar las tensiones nominales en el ârbol a causa de la flexion 

y torsion (§46, 50):

^mâx
M m ix

w

=  0;

_ ̂ to r  màx .
Tmâx u /  9Wp
Tmln =  rrmâx*

_  Tmâx Tmin .
a ------------2 ’

Tmâx 4“ Tmln

2. Determinar el coeficiente de concentraciôn durante la flexiôn, cuando
ô

se conoce la razôn —  (fig. 173).

3. Determinar en el diagrama (fig. 345), una vez hallado a9 y conocida 
la tensiôn <rp, el coeficiente de sensibilidad a la concentraciôn de tensiones q9 y 
hallar el coeficiente efectivo de concentraciôn durante la flexiôn

k a =  1 +  qa{cca -  1).

4. Una vez elegido e en el diagrama (fig. 347) y /? en el diagrama (fig. 351), 
determinar el coeficiente efectivo de concentraciôn para la pieza
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5. Determinar el coefîciente de seguridad durante la flexion mediante la 
fôrmula

o--i _  g -i
+ V 'am (k<r)p

(porque para el caso dado om =  0).
6. Establecer el coefîciente de concentraciôn durante la torsion a„  al igual 

que, tomando qt «  q3, deducir el coelîcientc efectivo de concentraciôn durante 
la torsion

k t =  i +  ?.(«. - 1).

Tomando los mismos valores de e y p que durante la flexiôn, hallar el 
coefîciente efectivo de concentraciôn para la pieza durante la torsiôn

(*t)p= -~r •

7. Determinar el coefîciente de seguridad durante la torsiôn

n =  T- i
T (*t)pTa +  VfxTm

8. Deducir el coefîciente general de seguridad

_  n*nt

V«5 + »?
En el A p e n d iç e  1 se dan los datos sobre el limite de resistencia a la fatiga 

de los principales materiales de construcciôn.

Tabla 49

Caracteristfcas de los dclos de solicitaciôn 
alternat! va

— -^min

Denominaciôn del ciclo ^màx* ^min
pm ix ~~ ̂ mln 

2

„ M ^min 

pm ix

Constante positivo

Pmàx =  Pmin >  0
Pm Pm&x 

=  /*mln ^  ^

Pa ~  0

r =  +  1
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Continuaciôn de la tabla 49
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Continuaciôn de la tabla 49

Denominaciôn del ciclo pm&x' ^niin

^màx ^min 
pm 2

_ Pmâx ~ pmin 
P“ 2

r _ ^mlo 
^méi

De pulsaciôn negativ

7 \ 7 ^

ro

t
,

Pmài ~  ® 

Pmi» < »

1
Pm — P min 

Pa =  |Pmln*l

r =  — oo

Asiinétrico negativo 

P
v J

P mit < 0 

Pmin ^  ®
Pm < 0
P , Î4 o

+  1 < r < + o o

Coristante negativo

i

Pmàx=  Pmin

Pmâx =  Pmin =  

=  Pm < 0

P. =  o
r =  +  1



Capitulo 21

CÀLCULO POR CARGA DE IMPACTO

S 116. Câlculo por impacto dorante la acciôn axial 
de la carga
Se 6uele evaluar la influencia de la acciôn dinâmica de la carga sobre el valor 

de la deformaciôn o la tension por medio del coeficiente dinâmico

(21.1)
«'est

siendo Sest la deformaciôn del elemento elâstico (fig. 356, à) durante la apli- 
caciôn estâtica de la carga Q (durante el aumento graduai de la carga de cero 
hasta su valor finito); âd, la deformaciôn (fig. 356, b) durante la aplicaciôn de 
impacto de la carga (supongamos, al caer el peso Q de la altura H).

La deformaciôn dinâmica puede expresarse por medio de la estâtica emple- 
ando la fôrmula

— *d^esf
Establezcamos, por analogfa, la relaciôn entre la tension dinâmica y la estâtica:

Q
° d  ~  ^d ^est =  ^d • (21.2)

Para hacer uso de la fôrmula (21.2) es necesario conocer el coeficiente dinâ
mico k d.

Al deducir el coeficiente dinâmico se parte de la admisiôn de que la relaciôn 
entre los esfuerzos y  las deformaciones se mantiene igual tanto para la carga esta-

tica P ' St como para la dinâmica Pd9 es decir,

siendo c =  —  la rigidez de la barra.

a
'7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7

b

La deducciôn de la fôrmula para determinar el 
coeficiente dinâmico se basa en el principio de con- 
servaciôn de la energia. El cambio de la energfa po- 
tencial de la posiciôn del peso T  al caer desde la al
tura H  y recorrer el camino H  +  ôd serâ

Fig. 356 T = Q ( H + S d). (21.3)

La energia potencial de deformaciôn de la barra acumiilada durante el impacto 
puede ser expresada mediante la fôrmula



Escribiremos a base del principio de conservaciôn de la energfa que

T =  Ud
o bien

cô\
=  Q (H +  <5d). (21.5)

Tomando en consideraciôn que <5est =  —, podemos presentar la ecuaciôn (21.5)
c

en la forma:

De aqui determinaremos la deformaciôn dinâmica incôgnita

S i =  S " t  ±  Y  H.
Dejando, segtin el sentido ffsico del problema el signo mâs, podemos presentar 
la tiltima fôrmula del modo siguiente:

=  ^est (21.6)

Por consiguiente, se halla la expresiôn para el coeficiente dinâmico de acuerdo 
con (21.2):

kd =  1 + K1 +
2 H

^cst
(21.7)

Si se tiene en cuenta que H  =  —  (v es la velocidad del peso caido al principio
2^

del impacto), se tendrà

=  1 + (21.8)

2 H  T0 . Qv*
Puesto que —  =  —— , siendo T0 =  QH =  —  la energfa cinética del peso 

*est U e s t  Y

cafdo en el momento del impacto y Ue5t =  — QSest, la energfa potencial de

deformaciôn de la barra durante la aplicaciôn estâtica de la carga Q, el coefi
ciente dinâmico puede ser expresado también mediante la fôrmula

kd — 1 + (21.9)

Cuando H  =  0, k d=  2. Puesto que, por régla general, H  en la expresiôn
para k d podemos prescindir de uno en comparaciôn con el segundo sumando. 
Se obtendrâ, por tanto,

kd — (21.10)
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La tension dinâmica durante el impacto serâ, de acuerdo con (21.2),

+ 1̂ + ‘̂ ) W| +]/r
2 QHE 

IF

La carga dinâmica durante el impacto 

p à =  o a F =  kàae%xF - 4 * F  a -

(21.11)

(21.12)

Del anâlisis de la formula (21.11) se ve que durante la distribuciôn uniforme 
de las tensiones por el largo de la barra, es decir, cuando èsta tiene una secciôn 
constante, el valor de las tensiones dinâmicas dépende no sôlo del ârea de la secciôn 
transversal de la barra F, como sucede durante la acciôn de la carga estâtica 
en los sistemas estâticamente determinados, sino también de su longitud l y  del 
môdulo de elasticidad del tnaterial E . Ademâs, cuanto mayor es el volumen del 
material sometido al impacto de la barra elâstica9 menores serân las tensiones 
dinâmicas que surgen en él.

Por otro lado, la disminuciôn de las tensiones durante el impacto en una 
barra con rebajo puede ser lograda al reducir el volumen del elemento elâstico 
a costa de la reducciôn del ârea de la parte engrosada, aumentando asi la 
capacidad de deformaciôn de la barra. Se puede lograr el mismo propôsito 
tomando el material con un môdulo de elasticidad mâs bajo, igualando las âreas 
de la secciôn transversal por la longitud de la barra, aumentando la longitud 
de la barra e incluyendo resortes amortiguadores.

La masa de la barra que expérimenta el impacto puede tomarse en consi- 
deraciôn suponiendo que después del aplastamiento y disminuciôn de la velocidad 
del peso en la primera etapa de v a vlt que es igual a la velocidad de movi- 
miento de la secciôn superior de la barra al principio de la segunda etapa del 
impacto, la velocidad de las secciones subyacentes disminuye segün una ley 
lineal cayendo hasta cero en la secciôn inferior (fig. 357), es decir, la velocidad 

en cualquier secciôn de la barra a una distancia x  del extremo 
inferior serâ

c
1

Pi
Vù r—

TT.

/ J  1

L
Fig. 357 

o bien

v x  
v(x) =  Vi y  .

La energia cinética correspondiente de un tramo ele- 
mental de la barra de longitud dx en la secciôn exami- 
nada serâ

dTb =
y Fdx
~2V

y la energia cinética total de la barra golpeada puede ser 
expresada mediante la fôrmula

î

Tb

Tb

VF
2  g /• )

0

(2b.
2

VI

3 2 g ’

x 2  dx =
yFl vî
Ï 2 7

siendo Qb = yFl el peso muerto de la barra golpeada.
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A T = 9?L -  ( 1 ^  +  = I L l  -  vz (  i +  ^ 1 .  (21.13)
2g  \ 2 g  3-2g )  2 g [  3 Q ) ]

La misma pérdida de la energia puede expresarse asi :

Expresemos la pérdida de la energia por el aplastamiento del material en
el lugar del impacto del peso y la barra durante la primera etapa del golpe (cuando
la velocidad cambia de v =  ÿ2gH  a  vx) por medio de la formula

va)* =

Al igualar los segundos miembros de las fôrmulas (21.13) y (21.14) y resolviendo 
la ecuaciôn obtenida respecto a v1} se tendrâ

1 Qbi +  —  —- 
3 Q

(21.15)

Por tant o, la energia cinética que durante el impacto se transforma en energia 
de deformaciôn de la barra golpeada, serâ

T _  Q n  1 . 6b»'i 
2g 3 ' 2 g

(21.16)

Sustituyendo en (21.9) en vez de T0  el valor obtenido de Tt expresemos 
el coeficiente dinâmico mediante la fôrmula

o bien

~  1 +
T

k  d — 1 4- 1 +
Qv»

(21.17)

Qb

Tomando en consideraciôn que — =  H; HQ =  !T0, y
2g

=  P» volvamos a escribir la fôrmula (21.17) como

denotando también

/̂ d =  1 + (21.18)
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La tensiôn mâxima durante el impacto se determinarâ mediante la fôrmula

^d °est *est |  1 "F 1 +

l,- ( , + T')
o bien

=  °e s t 1 +  / 1 +
2EFH

- K Î )
Los valores del coefîciente que toma en consideraciôn la masa del elemento 

golpeado se dan, para algunos casos particulares, en la tabla 50.

S 117. Tensiôn durante el impacto torsional

En el caso de torsion de impacto efectuada, supongamos, segün el esquema 
que puede verse en la fig. 358, las tensiones dinâmicas mâximas en el ârbol rd 
se determinaràn mediante la fôrmula

T<W, =  (21.19)

donde
2 H

1 +  y - j -  ; (21.20)

<5Cst =  <pR =
M torl

GJp
R  =

QR2l

W

M u* QR
w v  w p ‘

En estas fôrmulas H  es la altura de la cafda del peso; Q , el peso de la carga 
que cae; R> el radio de la manivela; /, la longitud del ârbol; / p, Wpy el momento 
polar de inercia y el môdulo polar de la secciôn.

1 *0, , B ,

i 1— 1
Q

Fig. 359

Las tensiones dinâmicas que surgen en el ârbol al frenar bruscamente el 
volante que gira a gran velocidad (fig. 359) y que tiene la réserva J 0 de la energfa
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cinética, pueden hallarse también particndo del principio de conservaciôn de 
la energfa:

T9 = U dt (21.21)

siendo Ud la energfa potencial de deformaciôn del ârbol durante la torsiôn de 
impacto.

Teniendo en cuenta que

„  1 _ _  W or.d /
U i=  2 M'ot â ~  2GJ„ ’

(21.22)

y tomando en consideraciôn que

TàmAw
Afitor.d

o bien
m Ax W

7zd*
M tot.à =  r dm4x • Wp =  —  r d n i4 i.

se puede escribir que

l/d =
' 5 - . .  i fmix

16H7/p -2 2 G
(21.23)

Sustituyendo (21.23) en (21.21) y resolviendo la ecuaciôn obtenida respecto 
a la tensiôn dinâmica mâxima incôgnita, se tendrà

T<*mâx (21.24)

determinando la energfa cinética del volante de peso Q que gira con velocidad 
angular w por la fôrmula

T9  = J

T U j
QD*
1 7

(D es el diâmetro del volante).

§ 118. Câlculo por Impacto durante la flexiôn

Las tensiones dinâmkas méximas durante la flexiôn de impacto se deter- 
minaràn por medio de la fôrmula

siendo

- ' * F Î
0^,t es la flécha estâtica en el lugar del impacto que dépende del esquema de 
solicitaciôn y las condiciones de apoyo).
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En el caso de impacto en la mitad de la viga con rigidez a la flexiôn de la 
secdôn EJ  (fig. 360) se tendri

,  Q l *  9 L

' CSi 48EJ 9 ^ cstmàx y  4 ^ '

4 *

i
i
! ^  
i 
i 
i B

j V — ________-’ V77.
2

L

y las tensiones dinâ micas mâximas en este 
caso serân

96HEJI 
1 + ------ 1amâ i A W \  ' 1/ * ' Q \3 J ’

Designando QH  =  r 0, se tendrâ

mâx
Ql (  I f  96T0E J \

=  ü v [ 1+ \ 1 + - 0 F ) -  (2L25)Fig. 360

La condiciôn de resistencia en este caso se escribirâ asf: 1

Q (  96T0E J \  r ,
(21.26)

siendo

m - -
«d

(nd es el coeficiente de seguridad contando con la carga dinâmica; <rf, el limite 
de fluencia del material de la viga).

Se puede tomar en consideraciôn la masa de la viga golpeada utilizando 
la metodologia analizada durante el impacto longitudinal. Supongamos que al 
final de la primera etapa del impacto la velocidad de la viga en el lugar de la 
caida del peso es igual a vv  La energia cinética del peso, evidentemente, serâ 

Qvf
igual a ------. Supongamos también que durante el impacto y durante la apli-

^ • 8

caciôn dinâmica de la carga (en nuestro caso, en el centro de la luz de la viga) 
el eje flexionado de la viga puede definirse por una misma ecuaciôn

H» =  “  (3/* z -  4z3), 
P

siendo /  =  -------la flécha de la viga.
48£7

Denotando por Ĥmixel valor de la flécha mâxima en el centro de la viga, 
determinaremos el valor de la flécha en la secciôn situada a una distancia z  del 
extremo izquierdo de la viga mediante la fôrmula

h- = ^ ( 3 / * z - 4 z»),
r

y la velocidad del movimiento de dicha secciôn, a partir de la expresiôn

dw 
V = ~dt ^

- ^ 1  • -  (3/2z -  4z3). 
dt P
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La energia cinética del elemento de la viga dz que se encuentra a una dis
tancia z del extremo izquierdo de la viga serâ

v 2 g 2 g Y dt l3

— 4z3) |  dz,

y la energfa cinética de toda la viga se determinarà por medio de la fôrmula

T, _ 2' f
J  2 » l  dt !  ( • '  35 2t \  dt )
0

Puesto que al final de la primera etapa la velocidad en el centre de la viga 
es igual a vu  es decir,

dt =  Vl*
la energfa cinética de la viga al principio de la segunda etapa del golpe serâ

17 yFl 2
r v = — • —- v ? .  (21,27)

v 35 2g
Al expresar la pérdida de la energfa por el aplastamiento en el lugar de golpe 

durante la primera etapa en la forma de
2

o bien

VIL VA =
2g ^ 2* 35 2g )

(21.28)

_ | [ , - 2v, ,  +  , * ( 1 + ” Æ ) ] .  ( 3 , 3 )

y luego igualando los segundos miembros de las ecuaciones (21.28) y (21.29) 
y resolviendo la ecuaciôn obtenida respecto a vlf se tendrâ

Vi =
17 yFl

! +  - - •  —  
35 Q

(21.30)

La energfa cinética del sistema (viga—peso) que tiene que transformarse en 
energfa de deformaciôn de la viga durante el impacto, se determinarà por la 
fôrmula

T  Çvî , 17 y F / Qv2 
2g  +  35 ‘ 2g Vl 2g ‘

1
17 yFl 

l + Ï5 -Q

(21.31)

Qv2

Denotando



podemos escribir la fôrmula (21.31) de la siguiente manera:

T  =
17 yFl 

l  + « - Q

(21.32)

La tensiôn dinâmica mâxima de acuerdo con la formula (21.25), sustituyendo • 
Tq por T  y se determinarâ asi:

^dmàx
96TEJ \  

G2/8 j
o bien, contando con (21.32),

- z, ~ 9 L
^ m â x  d<7estmâx 4 yy 1 + 1 +  -

Q2/3

9 6 T.EJ
[ 17 yF l\

( 1 +  35 G ')

(21.33)

siendo

k d = \  + 1 +
96 T0EJ

(21.34)

Tabla 50
Values del coeflciente cc que toma en conslderaciôn la masa 
del elemento golpeado en la fôrmula para el coeflciente dinâmico

** ■ '+f  '1+ «■ » ■I+ F1+/<..,(!+«■ «
H  es la altura de la cafda del cuerpo que golpea; v, la velocidad del cuerpo 
que golpea en el momento del inicio del impacto; <5C9t,la  deformaciôn del ele
mento elâstico golpeado durante la aplicaciôn estâtica de la fuerza igual al peso

Geldel cuerpo que golpea; p =  — , siendo Gel el peso del elemento golpeado; 

Q, el peso del cuerpo que golpea; g , aceleraciôn de la gravedad.

Esquema del elemento elâstico y 
carâcter de su solicitaciôn
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Continuaciôn de la tabla 50

Esquema del elemcnto elistlco y 
carécter de >u solidtacion
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Continuaciôn de la tabla 50



Gapftulo 22

TENSIONES DE CONTACTO

§ 119. CoDceptos y fôrmulas principales para determinar
las tensiones y deformadones de contacto

Las tensiones y deformadones que surgen durante la presiôn mutua de dos 
cuerpos contiguos se denominan de contacto. El material en el lugar de contacto, 
sin poder deformarse libremente, se halla en el estado tensional volumétrico 
(fig. 361). Las tensiones de contacto tienen un carâcter puramente local y dismi- 
nuyen bastante râpidamente a medida de alejarse del lugar de contacto. Hay 
que prestar especial atenciôn a las tensiones de contacto durante el câlculo a la 
resistenda de taies piezas como son los cojinetes de bolas y rodillos, ruedas den- 
tadas, ruedas de vagones ferroviarios, rafles, etc.

Por primera vez la soluciôn correcta de los problemas principales sobre 
las tensiones y deformaciones de contacto fue realizada por medio de los métodos 
de la teorfa de la elasticidad en 1881 — 1882 por H. Hertz.

A continuadôn se dan algunas fôrmulas para la determinaciôn de las tensiones 
y deformaciones de contacto obtenidas al observar las siguientes suposiciones:

1) las tensiones en la zona de contacto no rebasan el limite de elastiddad;
2) las âreas de contacto son pequeôas en comparaciôn con las superficies 

de los cuerpos que estàn en contacto;
3) las fuerzas de presiôn distribuidas por la superficie de contacto son nor

males a dicha superficie.

Compresién de esferas. El radio de la zona circular a (fig. 362) que se 
forma en el lugar de contacto durante la presiôn mutua con la fuerza P  de dos 
esferas de radios Rx y R 2  y môdulos de elasticidad del material y £^, respec- 
tivamente, se détermina mediante la formula

(22.1)
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Las tensiones normales (de compresiôn) estân distribuidas en la zona de
contacto por la semiesfera. La tensiôn mâxima, que tiene lugar en el centro de
la zona de contacto, puede determinarse por la fôrmula

“  l<Wx

3

0,388f E iE j  (* i +  W  
(E i +  E 2)* J?* R \

(22.2)

Las dos démas tensiones principales en el centro de la zona son iguales a

° i  —  0,8 k mAx|.

Gracias al estado tensional volumétrico del material en el centro de la zona 
de contacto, cuando todas las très tensiones de compresiôn son prâcticamente 
iguales, el material en ese punto puede resistir, sin apariciôn de las deformaciones 
permanentes, unas presiones bastante grandes que son, por ejemplo, de acuerdo 
con la cuarta teoria de resistencia, iguales a tr^ x  =  5 a{. Parael acero que tiene 
crpr =  10 000 kgf/cm* crm4x alcanza 50 000 kgf/cm*.

El punto mâs peligroso en la zona de contacto estâ situado sobre el eje z 
a una profundidad igual a la mitad del radio de la zona de contacto, aproxima- 
damente. Las tensiones principales en este punto son iguales a

° i  =  ** =  “  0,18(7-màx; <r3 =  -  0,8<rm4x» (22.3)

determinàndose <7m*x por la fôrmula (22.2).
La tensiôn tangenèial mâxima en el punto peligroso

^ ,  =  ^ — = 0 , 3 1 ^ .  (22.4)

Las tensiones mâximas que surgen en la zona durante la presiôn de la esfera 
sobre la superficie esférica côncava de radio Rt (fig. 363) las obtendremos médian* 
te la fôrmula (22.2), sustituyendo en ella el signo de Ra por el inverso:

0,388 1 /4
r (A  +

(* a -  RiY  

* 1 $
(22.5)

Durante la presiôn de la esfera de radio =  R  sobre el piano (fig. 364), 
deduciremos las tensiones mediante la fôrmula (22.5) tomando en ella R% =  00:

0màT =  0,388
4 4

(£1 +  EJ*
1

Æ»’
(22.6)



Compresién de cilindros. Durante la compresiôn mutua por una carga 
distribuida uniformemente q de dos cilindros que se tocan con las génératrices 
paralelas (fig. 365), el ancho de la zona de contacto rectangular se détermina 
mediante la fôrmula

b =  2,15 (22.7)
1

+  * 7
La tensiôn mâxima que actüa en los puntos del eje de la zona de contacto se 
deduce mediante la fôrmula

1.27- |-  =  0.418 J /2 q—
E\E^ 

+  ^ 2

* i + R* 
RiR 2

(22.8)

El punto peligroso en la zona de contacto se encuentra sobre el eje z  a una profun~ 
didad igual a 0,4b. Las tensiones principales en este punto tienen los siguientes 
valores:

o-i =  -  0,180<rmàx;

02 — 0,288 o’mâx i (22.9)

0 2  =  -  0,780 <rmâx.
La tensiôn tangencial mâxima en el punto peligroso es

Tméx =  0,3 0*m£x* (22.10)
Cambiando en la fôrmula (22.8) el signo de R 2  por el inverso obtendremos 
la tensiôn en el caso de presiôn del cilindro sobre una superficie cilfndrica côncava

<rmàx =  0,418 / 2qï ]
El&2 R 2 — R \

Ei +  E2  R 1 R2

(22.11)

Durante la presiôn mutua del cilindro de radio Rt =  R y el piano, tomando 
en (22.8) R 2  =  00, se tendrâ

=  0,418
e 1  + e 2

(22.12)

Las formulas dadas mâs arriba fueron obtenidas para el coeficiente de Poisson 
fi = 0,3. Sin embargo, en los câlculos prâcticos son vâlidas también para otros 
valores de fi.

En el caso general de contacto de dos cuerpos de igual material compri- 
midos por la fuerza P  en direcciôn del eje z  (fig. 366) que se tocan por el piano 
ABf siendo los radios de curvatura del primer cuerpo px y p[; del segundo cuerpo
P2  y  P2 (suponemos que px <  pi\ p2  <  P2), los semiejes de la zona de contacto 
elfptica formada se determinan por medio de las fôrmulas

3

a =  a
3P(1 -  /*a)

/ 1 1
E  ! ------ 1---- — +  —  +  —

\  Pt Pi Pi P i )

3P(1 - P 2)

£ ( _ L  +  - L + .L  +  . i y
V Pl Pl P2 P2  )

(22.13)

(22.14)

siendo fi el coeficiente de Poisson.
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A continuaciôn se dan los valores de los coeficientes a y fi como funciones 
del àngulo auxiliar <|i calculado por la fôrmula

cos ^ P U  \P i PV\P* Pii_____
1 1 1 1

H------r 4- — H------r
P l P i P2 P2

(22.15)

Fig. 365 Fig. 366
siendo ç> el ângulo entre los pianos principales de curvatura de los cuerpos, en 
los cuales se encuentran los radios px y p2. Los signos en la fôrmula (22.15) 
se eligen de tal manera que cos <J> sea positivo.

+ 0 a fi <J>° a fi
20 3,778 0,408 60 1,486 0,717
30 2,731 0,493 65 1,378 0,759
35 2,397 0,530 70 1,284 0,802
40 2,136 0,567 75 1,202 0,846
45 1,926 0,604 80 1,128 0,893
50 1,754 0,641 85 1,061 0,944
55 1,611 0,678 90 1,000 1,000

La tensiôn mâxima en el centro de la zona de contacto

(22.16)
nab

£1 punto mâs peligroso estâ situado sobre el eje z  a cierta profundidad que 
b

dépende de la relaciôn------
a

La tensiôn tangencial mâxima no dépende de la relaciôn seâalada y es 
igual a

Tmâx =  0,32 crmAx. (22.17)
Como se desprende de las fôrmulas dadas, las tensiones de contacto dependen 

de las propiedades elâsticas del material y no son funciôn lineal de la carga, 
de modo que el ritmo de su crecimiento se atrasa del ritmo de aumento de 
la carga de compresiôn. La explicaciôn consiste en que con el aumento de la 
carga aumentan también las dimensiones de la zona de contacto. En la tabla 51 
se dan las fôrmulas de câlculo para determinar los parâmetros de contacto 
de dos cuerpos (coeficientes A y B  de la ecuaciôn de la elipse de contacto,
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dimensiones de la zona de cçmtacto, tensiôn de contacto mâxima amiiX y aproxi" 
xnaciôn mutua A). Con el fin de simplificar los càlculos por las fôrmulas dadas» 
en la tabla 52 se dan los valores de los coeficientes nat nbt np, nA que forman 
parte de ellas en dependencia de la relaciôn de A y B.

§ 120. Comprobaciôn de la reslstencia durante las tensiones de contacto
La comprobaciôn de la resistencia durante las tensiones de contacto se debe 

realizar segün la tercera o cuarta teoria de resistencia:
^ e q I I I  =  a l  “  a z  <  l ° ] t

oeq IV = y ~  [(«i -  où* + (ot -a ù *  + J < [o].
Poniendo en estas fôrmulas expresadas por medio de amàx en el centro
de la zona de contacto, escribiremos las condiciones de resistencia en la siguiente 
forma:

ffeq =  mamAx < [a] (22.18)
de donde

°màx ^  ^  I^lconC»//!
[a]

siendo [a]cont =  —  la tensiôn admisible para la tensiôn mâxima en el lugar 
m

de contacto. Los valores del coeficiente m en dependencia de la correlaciôn de
b

los semiejes de la zona eliptica — se dan a continuaciôn.
a

b m - °ê in m -  IV
a amàx amii

1 (cfrculo) 0,620 0,620
0,75 - 0,625 0,617
0,50 0,649 0,611
0,25 0,646 0,587
0 (banda) 0,600 0,557

Puede recomendarse la siguiente sucesiôn del câlculo a la resistencia de los 
elementos de la estructura en los lugares de contacto:

1. Determinar los radios principales de curvatura de los cuerpos que se 
tocan p it p[ 9 fa, p*L> al igual que el ângulo y/ entre sus pianos principales 
de curvatura.

2. Calcular por las fôrmulas (22.13) y (22.14), teniendo en cuenta (22.15), 
las dimensiones de los semiejes de la zona eliptica de contacto.

3. Mediante la fôrmula (22.16) determinar <rmàx, haciéndolo también por 
las fôrmulas (22.2) o (22.8) en el caso de zona de contacto circular o rectangular, 
respectivamente, sin determinar las dimensiones de la zona.

4. El câlculo a la resistencia puede realizarse por la fôrmula (22.18) hallando 
los valores de m por la tabla anterior. En este caso se recomienda partir de la 
cuarta teorfa de resistencia.

5. Para los cojinetes de bolas y de rodillos [ a ] COn i “  35 000 -i- 50 000 kgf/cma; 
para el acero para carriles, 8 000 -t- 10 000 kgf/cm*.

En la tabla 53 se dan las presiones mâximas admisibles en la zona de con* 
tacto durante el contacto inicial por la linea (m =  0,557) y la solicitaciôn estâ- 
tica. En el caso de contacto inicial en el punto, se debe aumentar el valor de 
Mcoot 1.3 +  1,4 vcces.
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Fôrmolas de calculo para determinar los parâmetros de contacto de dos cuerpos

Esquema del contacto

Coeficientes de la ecua- 
ciôn de la elipse de 

contacto

B

Dimension» de la zona de contacto

Dos cuerpos esféricos 

P'

Esfera y cavidad 
esférica

P a >  P i

Pi +  Pa Pj +  Pj
2PiP , 2PjP*

a =  b =  0,9086 X

* ] !  P +  1 = « \
r P i + p a \  Et )

Si Ex =  E2 =  E y
3

_  . —i —
P  R i + R 2

R 2 —  R \ R 2 —  R i

2RxR2
a = b =  0,9086 x

+ £ ( ? * ¥ )
Si Ei =  E2 =  E y

3

a =  6=1(109

Cuerpo esférico y un i
Plan° T ï

1
2 R

a = b =  0,9086 x
3

Sï Ei =  E2 =  E y
3

a = b =
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Tabla 51

Tenriôn mâxima, Aproxtanaciôn de los cucrpos que se tocan, J

0,5784 l  J 0,8255 V  p* Ri + R* (  l___+
r  * 1 * ,  v a

+
1 2.2

t*i = ( * 2  =  0,3, entonces 
3

■)

mâx T =  7 tTm4«;

mâx«r1 =  0,133 ami%

1,231
4" R  2 

R\Rn

0,5784

[ R 2  -  R J  Y

l*i ~  1 * 2  — 0,3,  entonces

/ i - ^ j  i - ^ \ «

v a  a  ;

0,8255 y p i  R*-Rl(1 *** + izd V 
F A A  \  A  A  /

mâx r  =  -  <rmàl ; mâx =  0,133 ,<rmix

“ KIt ^

0,5784 0,8255 +  L z J *  J

l*i = 1 * 2  =  0,3, entonces 

0,3883,388 

m â x r =

m â x ^  =  0,133 <rmàx

^ ï a n
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Esquema del contacte

Coeficientes de la ecua- 
ciôn de la elipte de 

contacte

A B

1 1 f 1— —  +
2 * 7 2 U i

* ï )

Dimension» de la zona de contacte

Cuerpo esférico y 
cilindro

Cuerpo esférico y ca 
nal cilindrico H i-

-* )

1

2 Ri

a =  1,145 na x

1/ R , R t / w S  l - A \

I'  2 Ex Et J

b  =  1,145/»* X

1 /  ( 1 -M Î 1 -M l\
1 2Rt +  R1\  E . Et )

a =  1,397/1,

b =  1,397/1*

Si £■ j =  £ 2 =  £  y

3

f_P_
E 2Rt + Ri

3

Ï
P R\R%
E  2/?2"i"i?i

a =  1,145 na x

I 2 Ht )

b  =1,145/»* x

] [ P  * 1 ** f 1- ^ !  , i - A \
I  2R t - R A  Et Et )

Si Et =  Et =  E  y
3

f P  PxP8

8 __________
y  p  RxR* 
y £  2Rt — /?,6 =  1,397 /»*



Continuation de la tabla 51

Tensiôn mixima, amâx Aproxiraacién de los cuerpos que te tocan, A

0,365/fp

0,655nà x
3

=  0>3, entonces 
0,245nP x

3

x r
3

0,977/1^

0,365nP x
3

0,655/1^ x
3 _______ _________________________________

x1/,,2̂ z^i/iz^+lz^V 
r r ^  V E * j

=  A*a =  0,3, entonces
3

0,245/i j. y - f i s f r 0,977/1^
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Esquema del contacto

Coeficientes de la ecua- 
ciôn de laelipse de 

contacto

A B

l

Dimensiones de la zona de contacto

Si Ex =  E 2  =  E  y

a =  1,397 na
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Continuacién de la tabla 51

Tensiôn mixima, * ^ Aproximaddn de los cuerpos que se tocan, A

0 ,3 65/ip X 0,655/iA x

— 0,3, entonces

0,245ftj> 1 J _ Y
*T +  R*)

3

0 ,977/i j
R * +  R»J

0,365nP x 0,655fij x

3 3
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Coeficientes de la ecua-
cién de la elipse de

Dimensiones de la zona de contactoEsqucma dcl contacto contacto

A B

Cilindros con ejes mu* 
tuamcntc perpendicu- 
lares

1
2 JT2

b  =  1,145/f* x

s

Si Ex =  Et = E  y

a =  1,397 na

P
~E

1 ï T T---- h ---- 1--------—
i?2 ^3

b  =  1 ,3 9 7 /i*

P
~E

— 1 i_JL
J?2 i î |

1
2 ^

a  =  l,145/ia x
3

b  =  1,145/1* x

x 1 j P  M ?  ( L É +
i - m \ 

^  /

Para =  

a  =  b  =  0 ,9086 X



Continuaciân de la tabla SI

Tensiôn màxima, atn^l Aproximaciôn de los cuerpos que se tocan, à

Mi = Mi = 0,3, entonces 

0,245 rip x
3

0,977 nÀ x

1

)

x

0,365 Ftp x
3

0,655 nA x
3

R% +  *1 /  1 -  Ml
Rî i V

+

=  * 2 =  R

0,5784
P

, 2 , 2 v 2
1 -  Ml  1 ~  Ml \

e 2 j

3
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Esquema del contacto

Coeâcientes de la ecua- 
ciôn de la elipse de 

contacto

B

Dimensiones de la zona de contacto

Cilindros con ejes pa- 
ralelos K i-

a =  1,397»,,

b =  1,397»*

Si Et =  £ a =  E  y

3

f—  RlR*
E  * „ + / ? !

S
y  p  Kl**
]/ E  Rl + R 1

Para Rt =

o

a = b — 1,109
PR

1 T

Semiancho de la banda de 
contacto

b =  1,128 x

f p  R^Rt fiV i h 4 |
/  7 ? !+ ^ ^  Et Et )  

Para R 1  =  

b =  0,798 x

l / > * / l - ^  1 - ^ j

* F - b r +TrJ
Si Et =  E2= E  y

I f  P R 1 Ri
b = U 5 2 2  ^ l Ï Ï R T + ' i

2_
*7

Para R, =

fPR
1Ë
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Continuaciàn de la tabla 51

Tensiôn m&xima, Aproximadôn de los cuerpos que se tocan, A

Px =  fi2  =  0,3, entonces 

8

=  Rn — R

0,5642 X

Ri +  R^ 
RiR*

1  1 -  /*î  ̂ 1 - ^ 1

=  R 2  =  R

0,798

P
1 r

1 — A*1 ^  1 —^2
^  %

fii  =  =  0,3, entonces

=  i?2- — R

0,591 y
PE
~1 r

+ ii r ( 1"ir +<H ]

£ [(-£  + «») *

0,5796 ~  j l̂n +  0 ,8 u J

0,57961Ë (lD + 0’814)
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Esqucma dcl contacto

Coeficientes de la ccua- 
ciôn de la elipse de 

contacto

B

Dimensiones de la zona de contacto

Cilindroy cavidad cilln 
drica con ejes para 
lelos

Dos cuerpos limitados 
por superficies curvili- 
neas que se han tocado 
antes de la deformaciôn 
en un punto

H k-
-k)

1
~2R

Semiancho de la banda de 
contacto

b =  1,128 x

f p I \ -A  1 - / 4  \

l  E t  E t  )

Si Ex — E2 =  E  y

] (  P RXR 2

b =  h522  ] / i Ê ~ ^ Ë ;

Semiancho de la banda de 
contacto 

b =  1,131 x

Si Ex =  E2  =  E y

f~PR
i ë

Semieje mayor de la elipse
3

+

+ 1ir )^ '
Semieje menor de la elipse

*-*'f7(i ir +
+

l - d  \ P
Et I  Z*

P es la carga; £ , el môdulode 
elasticidad; /*, el coeficiente de 
Poisson; 1 y 2, los fndices que 
corresponden al primer y se- 
gundo cuerpo; la suma de 
las curvaturas principales de las 
superficies de los cuerpos que 
se tocan en el lugar del con
tacto inicial



Corttinuaciôn de la tabla 5J

Tensidn màxima, a ^ Aproximaciôn de los cuerpos que sc tocan, i

0,5642

■̂2 ~  Rj
P

I l - w  t 1 — 

E l E t

tli =  lh  =  0,3, entonces

0,418 R* ~  -̂ 1 
R\R%

1,82 —  (1 - l n f>)  
IE

0,5642
7 k

1 “  \ -  À
Ei E2

Disminuciôn del tamano del diâme- 
tro del cilindro entre dos aristas que 
lo comprimen (contando con las de- 
formaciones de contacto y generales 
del cilindro)

/ix =  /ia =  0,3, entonces

siendo nP — -------
na nt,
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Valores numéricos de los coeflcientes na, not np, nÂ
Tabla 52

A

B
n a nb n P

nA

1,0000 1,000 1,0000 1,0000 1,0000
0,9623 1,013 0,9873 0,9999 0,9999
0,9240 1,027 0,9742 0,9997 0,9997
0,8852 1,042 0,9606 0,9992 0,9992
0,8459 1,058 0,9465 0,9985 0,9985
0,8059 1,076 0,9318 0,9974 0,9974
0,7652 1,095 0,9165 0,9960 0,9960
0,7238 1,117 0,9005 0,9942 0,9942
0,6816 1,141 0,8837 0,9919 0,9919
0,6384 1,168 0,8660 0,9890 0,9889
0,5942 1,198 0,8472 0,9853 0,9852
0,5489 1,233 0,8271 0,9805 0,9804
0,5022 1,274 0,8056 0,9746 0,9744
0,4540 1,322 0,7822 0,9669 0,9667
0,4040 1,381 0,7565 0,9571 0,9566
0,3518 1,456 0,7278 0,9440 0,9432
0,3410 1,473 0,7216 0,9409 0,9400
0,3301 1,491 0,7152 0,9376 0,9366
0,3191 1,511 0,7086 0,9340 0,9329
0,3080 1,532 0,7019 0,9302 0,9290
0,2967 1,554 0,6949 0,9262 0,9248
0,2853 1,578 0,6876 0,9219 0,9203
0,2738 1,603 0,6801 0,9172 0,9155
0,2620 1,631 0,6723 0,9121 0,9102
0,2501 1,660 0,6642 0,9067 0,9045
0,2380 1,693 0,6557 0,9008 0,8983
0,2257 1,729 0,6468 0,8944 0,8916
0,2132 1,768 0,6374 0,8873 0,8841
0,2004 1,812 0,6276 0,8766 0,8759
0,1873 1,861 0,6171 0,8710 0,8668
0,1739 1,916 0,6059 0,8614 0,8566
0,1603 1,979 0,5938 0,8507 0,8451
0,1462 2,053 0,5808 0,8386 0,8320
0,1317 2,141 0,5665 0,8246 0,8168
0,1166 2,248 0,5505 0,8082 0,7990
0,1010 2,381 0,5325 0,7887 0,7775
0,09287 2,463 0,5224 0,7774 0,7650
0,08456 2,557 0,5114 0,7647 0,7509
0,07600 2,669 0,4993 0,7504 0,7349
0,06715 2,805 0,4858 0,7338 0,7163
0,05797 2,975 0,4704 0,7144 0,6943
0,04838 3,199 0,4524 0,6909 0,6675
0,04639 3,253 0,4484 0,6856 0,6613
0,04439 3,311 0,4442 0,6799 0,6549
0,04237 3,373 0,4398 0,6740 0,6481
0,04032 3,441 0,4352 0,6678 0,6409
0,03823 3,514 0,4304 0,6612 0,6333
0,03613 3,594 0,4253 0,6542 0,6251
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Continuaciôn de la tabla 52

A_
B

na r*b tïp nA

0,03400 3,683 0,4199 0,6467 0,6164
0,03183 3,781 0,4142 0,6387 0,6071
0,02962 3,890 0,4080 0,6300 0,5970
0,02737 4,014 0,4014 0,6206 0,5860
0,02508 4,156 0,3942 0,6104 0,5741
0,02273 4,320 0,3864 0,5990 0,5608
0,02033 4,515 0,3777 0,5864 0,5460
0,01787 4,750 0,3680 0,5721 0,5292
0,01533 5,046 0,3568 0,5555 0,5096
0,01269 5,432 0,3436 0,5358 0,4864
0,009934 5,976 0,3273 0,5112 0,4574
0,007018 6,837 0,3058 0,4783 0,4186
0,003850 8,609 0,2722 0,4267 0,3579

Tabla 53
Presiones admisibles en la zona de contacto para el contacto inidal por la 
Ifinea y la solicitadén estât!ca

Marca del métal
Resistencia pro- 

visional, en 
kgf/mm1

Dureza Brinell
Presiôn mâxima admisible en la
zona de contacto en _ coni 

kgf/cm1

Acero
30 48-60 180 8500-10500
40 57-70 200 10000-13500
50 63-80 230 10500-14000
5or 65-85 240 11000-14500
15X 62-75 240 10500-16000
20X 70-85 240 12000-14500
15X<D 160-180 240 13500-16000

HIX15 — — 38000

Fundiciôn
CH21-40 96 180-207 8000-9000
CH24-44 100 187-217 9000-10000
CH28-48 110 170-241 10000-11000
CH32-52 120 170-241 11000-12000
CH35-56 130 197-255 12000-13000
CH38-60 140 197-255 13000-14000



Suplemento

NUEVE ANALOGlAS NUEVAS EN LA RESISTENCIA 
DE MATERIALES *

Veamos las nueve analôgfas nuevas que se basan en la identidad de las ecua- 
ciones diferenciales en los problemas de obtenciôn para las barras de fuerzas y 
desplazamientos longitudinales durante la tracciôn-compresiôn axial, de defor- 
maciones angulares y desplazamientos angulares durante la torsiôn, de déforma* 
ciones angulares y desplazamientos lineales de deslizamiento durante el desli- 
zamiento, de fuerzas transversales generalizadas y momentos flectores, ângulos 
de giro y fléchas durante la flexiôn.

A n a l o g Ia 1. Los problemas de determinaciôn de las fuerzas y  los despla
zamientos longitudinales durante la tracciôn-compresiôn de la barra son équivalentes 
a los problemas de determinaciôn de las fuerzas transversales generalizadas y  los 
momentos flectores durante^ la flexiôn de la viga reciproca. Las condiciones de 
equivalencia y reciprocidad son las siguientes:

n(x)
EF(x)
N(x)

EF(x)

-  q(x);

Q*(x);

(5.1)

(5.2)

u(x) M(x). (S.3)

En estas formulas /i(x) es la intensidad de la carga longitudinal distribuida; 
q(x), la intensidad de la carga transversal distribuida; N(x), la fuerza longitudinal ; 
EF(x), la rigidez durante la tracciôn-compresiôn; Q*(x), la fuerza transversal 
generalizada: Q*(x) = Q(x) + m(x)\ u(x)t el desplazamiento longitudinal; 
Af(x), el momento Hector; m(x)t la intensidad de la carga distribuida de momento.

A n a l o o Ia 2. Los problemas de determinaciôn de los esfuerzos y  despla
zamientos longitudinales durante la tracciôn-compresiôn axial de la barra son 
équivalentes a los problemas de obtenciôn de los ângulos de giro y  las fléchas durante 
la flexiôn de la viga reciproca. Las condiciones de equivalencia y reciprocidad 
son las siguientes:

n(x)
EF(x)
N(x)
EF(x)

M(x)
EJ(x)'

<*(*);

(S.4) 

(S. 5)

u(x) w(jc). (S.6)

Aqui EJ(x) es la rigidez en la flexiôn; a(x), el ângulo de giro; w(jc), la flécha.

* Vârvak P. M., Vârvak A. P. Cinco analôgfas nuevas en la resistencia de 
materiales. Problemas de resistencia, 1972, 1; Vârvak P. M., Vârvak A. P. Cuatro 
nuevas analôgfas en la resistencia de materiales. Problemas de resistencia, 1972,10.
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A n a l o g îa  3. Los probiemas de determinaciôn de las deformaciones angulares 
y  los desplazamientos lineales de deslizamiento durante el deslizamiento separado 
de la barra son équivalentes a los probiemas de determinaciôn de las fuerzas longi
tudinales y  los desplazamientos longitudinales durante la tracciôn-compresiôn de 
la barra reciproca. Las condiciones de equivalencia y reciprocidad son las siguien- 
tes:

q(x) k  n(x) 
GF(x) ^  EF(x)*

(S.7)

y(x)
N(x)
EF(x ) 9

(S.8)

v(x) ^  u(x). (S.9)

Aquf GF(x) es la rigidez durante el deslizamiento; k, el coeficiente que caracteriza 
la irregularidad de distribuciôn de las tensiones tangenciales por la altura de la 
secciôn; y(x), el deslizamiento unitario (deformaciôn angular); v(x), el despla- 
zamiento lineal de deslizamiento.

A n a l o g Ia 4 . Los probiemas de determinaciôn de las deformaciones angulares 
y  los desplazamientos lineales de deslizamiento durante el deslizamiento separado 
de la barra son équivalentes a los probiemas de determinaciôn de las deformaciones 
angulares y  los desplazamientos angulares durante la torsiôn de la barra reciproca. 
Las condiciones de equivalencia y de reciprocidad se definen por medio de las 
férrnulas :

q(x) k  m t(x) 
GF(x) GFx(x) *

(S. 10)

y(x) 0 {x)\ (S.ll)

v(jf) & <p(x). (S. 12)

En estas fôrmulas m t(x) es la intensidad de la carga torsional distribuida; GJ{(x), 
la rigidez en la torsiôn; 0 (x), la deformaciôn angular (ângulo relativo de torsiôn); 
çlx), el desplazamiento angular (ângulo de torsiôn).

ANALOGfA 5. Los probiemas de determinaciôn de los momentos torsionales 
y  los dngulos de torsiôn durante la torsiôn de la barra son équivalentes a los pro
biemas de determinaciôn de las fuerzas transversales generalizadas y  los momentos 
flectores durante la fiexiôn de la viga reciproca. Las condiciones de reciprocidad 
y equivalencia son las siguientes:

m‘w  ^  \ , 
G J t(x )

(S. 13)

G J  ,(*)
(S.14)

<p{x) î* M ( x ) . (S.15)

Aquf M {(x) es el momento torsional.
AnalogIa 6. Los probiemas de determinaciôn de las fuerzas y  los despla

zamientos longitudinales durante la tracciôn-compresiôn de la barra son équivalentes 
a los probiemas de determinaciôn de los, momentos torsionales y  los ângulos de 
torsiôn durante la torsiôn de la barra reciproca. Las condiciones de reciprocidad
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y equivalencia son las siguientes:

«(jt) m t(x) 
EF(x) GJ((x) ’

(S.16)

N(x) ^  M t(x) 
EF(x) G J  ,0*) ’

(S.17)

u(x) * *  <p(x). (S.18)

ANALOGfA 7. Los problemas de determinaciôn de las deformaciones angulares 
y los desplazamientos lineales de deslizamiento durante el deslizamiento separado 
de la barra son équivalentes a los problemas de determinaciôn de las fuerzas trans
versales generalizadas y los momentos flectores durante la flexiôn de la viga recl
proca. Las condiciones de equivalencia y reciprocidad son las siguientes:

<7W . s 
GF

(S.19)

v(jf) MO*); (S.20)

y(x) ï » Q*(x). (S.21)

A n a l o g Ia  8. Los problemas de determinaciôn de las deformaciones angulares 
y los desplazamientos lineales de deslizamiento durante el deslizamiento separado 
de la barra son équivalentes a los problemas de determinaciôn de los ângulos de 
giro y  las fléchas de la viga reclproca, Las condiciones de reciprocidad y equi
valencia se expresan por medio de las siguientes fôrmulas:

q(x) M (x)
——— k  « £ ------- ;
GF EJ

(S.22)

v(x) w(x); (S.23)

y(x) oc(x). (S.24)

A n a l o g Ia  9. Los problemas de determinaciôn de los momentos flectores y  
los ângulos de torsiôn durante la torsiôn son équivalentes a los problemas de deter- 
minaclôn de los ângulos de giro y  las fléchas de la viga reclproca durante laflexiôn. 
Las condiciones de reciprocidad y equivalencia son las siguientes:

ntt(x)
GJ{(x)

M x(x)
GJt(x)

<P(x)

M(x)
(S.25)

EJ(x) ’

«(*); (S.26)

w{x). (S.27)

Uustremos algunas analogias con ejemplos tomados de los artfculos sefia- 
lados.

E jemplo 1. Una barra prismâtica pesada se encuentra bajo la influencia 
de la fuerza de gravedad que no es sino la carga axial distribuida uniformemente 
de intensidad n(x) =  y F (fig. 367, a). Aquf F es el ârea de la secciôn transversal ; 
yy el peso volumétrico. Mostremos para este caso la aplicaciôn de la analogfa 1.



En la barra dada las condiciones de frontera son las siguientes: cuando x  =  0 
u — 0 y cuando x  =  / u =  0. De acuerdo con (S.3) la barra  recfproca tiene 
que elegirse de tal manera que los momentos flectores en los extremos sean 
iguales a cero. Esta condiciôn la satisface la viga sobre dos apoyos (fig. 367» b).

el môdulo de elasticidad. Ahora basta con construir para esta viga recfproca 
(ficticia) dos diagramas debidas a la carga ficticia, a saber: de las fuerzas cor tan
tes (fig. 367, c) y de los momentos flectores (fig. 367, d). El primer diagrama.

de acuerdo con (S.2), représenta el diagrama de las fuerzas longitudinales-------
EF

el segundo, el diagrama de los desplazamientos longitudinales.
E jem pl o  2. Una barra prismâtica pesada esté fijada cerca del extremo 

superior (fig. 368, a) y se halla bajo la influencia del peso muerto. Mostremos 
también con este ejemplo la aplicaciôn de la analogfa 1. Las condiciones de 
frontera aquf son las siguientes: cuando x  =  0 N  = 0, cuando x  = I u = 0

En este caso la viga recfproca tiene que elegirse de tal modo que la fuerza cortante 
en un extremo y el momento Hector en el otro sean iguales a cero. La viga corres- 
pondiente puede verse en la fig. 368,6. El diagrama de Q(x) (fig. 368, c) corres- 

N(x)
ponde al diagrama de — ■ - , y el diagrama de M(x) (fig. 368, d), al diagrama 

EF
de u(x).
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E je m p lo  3. Apliquemos para la barra mostrada en la fig. 369, a la ana- 
Jogia 2. Las condiciones de frontera en la viga recfproca, de acuerdo con (S.6), 
deben ser taies que las fléchas en los extremos sean iguales a cero. Estas condi
ciones las ssatisface la viga mostrada en la fig. 369, b. De acuerdo con (S.4)

Fig. 369
y M

—  =  —  représenta la carga de momento; por eso los diagramas de Q(x) 
E EJ

(fig. 369, c) y de M (x) (fig. 369, d) debidos a esta carga serân diagramas de
N(x)

los ângulos de inclinaciôn y de las fléchas, que a su vez son diagramas de __
EF

y de u(x).
E jem pl o  4. Un ârbol circular empotrado por ambos extremos se tuerce 

por los momentos torsionales distribuidos uniformemente de intensidad m t 
(fig. 370, a). Mostremos con este ejemplo la aplicaciôn de la analogfa 5. Las

9=01

777,777.

m(x)=mt
c\r\r\r\f\r\
v r-r-v-t ç—>-

Q(X)-gp} 
CJi

m t m f t u
*77,777,

Mt(x)

W *  <*

M(x)=POO

J Ü i k
M*

8 GJt

y i  4M

------\
.21 . /

\T

21

m

A 2 1

GJP G3t

4M

U

21 7À77,
GJ'p

QfMitôt

I&m17*

M-<p

mm lomi wm 
Il Gjp 11 GJp 34 GJp
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condiciones de frontera en la barra dada son las siguientes: cuando x  =  0 ç  =  
y cuando x  =  / <p =  0. De acuerdo con (S.15) en los extremos de la barra reci 
proca los momentos fkctores serân iguales a cero. La viga recfproca puede vers

en la fig. 370, b. La carga ficticia q(x) =  — — . De acuerdo con (S.14)
GJt

(S.15) el diagrama de Q(x) corresponde a — (fîg. 370, c) y el diagram
G J  f

de M (x ) 9 al diagrama de los ângulos de torsion <p(x) (fig. 370, d).
E je m pl o  5. Una barra escalonada se tuerce por dos momentos concentrado 

(fig. 371, a). La viga recfproca de secciôn transversal constante, que por sus di 
mensiones longitudinales y el esquema de solicitaciôn corresponde al àrbol inicial 
pero con valores reducidos de las longitudes, es decir, con escala diferente de lo 
tramos reducidos, puede verse en la fig. 371, b. Aquf Jp y Jp son los momento 
polares de inercia de lad secciones del àrbol a la izquierda y la derecha. Ahor; 
para resolver el problema queda construir dos diagramas de Q y M(fig. 371, c, d) 

De semejante manera pueden aplicarse también otras analogfas para résolve 
los problemas. Las citadas analogfas amplfan considerablemente las posibilidade 
de una utilizadôn eficaz del material del manual. Una sérié de datos que se refierei 
a un tipo del estado tensional—deformacional de la barra pueden utilizarse, po 
mcdio de las analogfas, durante el examen de otros tipos de las deformacione
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Propiedades fisico-mecanicas de los materiales
(para los célctdos aproxhnados)

trp es el limite de resistencia en la tracciôn (para la madera es a lo largo de las 
fibras);

gc, el limite de resistencia en la compresiôn (para la madera es a lo largo de las 
fibras);

<j(, el limite de resistencia en la flexion;
Tp, el limite de resistencia en la torsiôn;
Tciz, el limite de resistencia en el cizallamiento (para la madera es a lo largo de 

las fibras);
<rpr, el limite de proporcionalidad en la tracciôn;
crF , el limite de fluencia en la tracciôn;

Material Limite 
de resistencia,

en kgf/mm1

Limite de fluencia, 
de proporcionalidad,

en kgf/mm3

Limite de fatiga, 

en kgf/mm1

Aceros al 

DE CALIDAD

GOST 380-60
Ct. 1 a p =  32 -4 0 Gp =  18 G_lt =  12-15

g_i =  16-22  
T_! =  8 -1 2

Ct. 2 ctp — 32 -40 gf =  19-22 g_u  =  12-16  
g  ! =  17-22  
T_! =  8 -1 3

Ct . 3 crp =  38-47 Gp =  21 -2 4 g  lt =  12—16 
<7 x =  17-22  
T_! =  10-13

Ct. 4 g  p =  42—52 Gp =  2 4 -2 6 =  19-25
Ct. 5 g  p — 50 -62 g  p =  26 -28 <7_lt =  17-22  

g  ! =  2 2 -3 0  
T_! =  13-18

Ct. 6 

GOST 5520-62

<7p =  60 -72 g  p =  30-31 g  u  =  19-25  
<r ! =  2 5 -3 4  
T_! =  15 -20

ESPE

15K <7p =  38 crF =  21-23 —
20K c^p=41 Gp =  2 3 -2 5 —

GOST 6713-53
Ct. 3 para puentes 1 ffp =  38 Gp =  24 1 —
M16C | <rp = 3 8 Gp =  23 |1

GOST 1414-54
A12 ffp=  4 2 -5 7 — —
A40r (Tp =  6 0 -75 — —

6 1 4



Apéndice 1

0b.i > limite convencional de fluencia en la tracciôn (deformation 0,1%);
<tf .C9 limite de fluencia en la compresiôn;
Cjp.f, limite de fluencia en la flexiôn;
0_it> limite de fatiga en la tracciôn;
0-i » limite de fatiga en la flexiôn ; 
t_x , limite de fatiga en la torsion.

Alargamien- 
to relativo 
(reducciôn 
relativa), 

en %

Dureza
Brinell,

en kgf/mm*

Resiliencia,

1 en kgfm/cm*

Môdulo de 
elasticidad 
E(G)t en

x l 0~4 kgf/mm*

Coeficiente 
de Poisson

Peso
especifico,

en gf/cm*

Coeficiente 
de dilatacidn 

lineal,
en X 10* 1 grad

carbono

CORRIENTE

28

***

110 .

26 116 - — - - -

2 1 - 2 3 131 7 - 1 0 - - - -

1 9 - 2 1 143 6 - 8 _ _ _ __
1 5 - 1 7 170 — — — — —

— - - - - - —

CIALES

23 j • 7 - 8  1 ,

22 1 6 - 7  | — — —

22(50) _ 7 - 1 0 11 ~  1
, _ _

22(50) 7 - 1 0 -  11 -  1| — —

22(36) 1 160 -  1 2,02 1 1 ,9 -1 4 ,2
14(20) 1 207 -  1 — — — —

0115



Material Limite 
de resistencia,

en kgf/mm*

Limite de fluencia, 
de proporcionalidad,

en kgf/mm*

Limite de fatiga. 

en kef/mm*

DB
GOST 1050 -  60

10 gp — 3 4 -4 2 Gp =  21 <7_u  =  12-15  
a  ! =  16 -2 2
T_! =  8 -1 2

20 g  p =  4 2 -5 0 O'f =  25 G_lt  =  12-1 6  
G_x =  17-22  
r_ !  =  10-13

30 g  p — 5 0 -6 0 Gp =  30 g  n  =  17-21 
g x =  2 0 -2 7  
T_! =  1 1 -1 4

40 Gp =  5 8 -7 0 Gp =  34 a  lt =  1 8 -2 4  
g x =  2 3 -3 2  
T_! =  1 4 -1 9

45 Gp =  61 -7 5 Gp =  36 o-_u =  1 9-25  
g_ x = 2 5 - 3 4  
r_ x =  1 5 -2 0

50 crp =  6 4 -8 0 Gp =  38 g  xt =  2 0 -2 6  
<r x =  2 7 -3 5  
r_ !  =  16-21

60 étp =  6 9 -9 0 crF =  41 G xt =  2 2 -2 8  
cr ! =  3 1 -3 8  

=  18 -2 2
3or <7p — 5 5 -7 0 a F =  32 g_x = 2 2 - 3 2
6or <rp — 71 <rF =  42 <r_ lt =  2 5 -3 2  

Aceros
GOST 5058-65

15XCHÆ orp =  6 4 -6 6 1 =  3 9 -4 2 1 <*-1 =  31
| T- i  =  16

GOST 4543-61
20X <xp =  72 -8 5 a F =  4 0 -6 5 <r—1 =  3 1 -8 8  

r_ x =  17-23
40X (7p =  73-105 Gp =  65—90 <r_l t  =  2 4 -3 4  

g_x = 3 2 - 4 8  
r_ !  =  2 1 -2 6

45X £7p =  85-105 Gp =  7 0 -9 5 <7_i =  4 0 -5 0
30XM <rp =  74-100 Gp =  54—85 ff- i t  =  37 

a _ !  =  31-41  
* - l  =  23

40XH <7p =  100-145 <rF‘ =  80—130 G_l t =  3 1 -4 2  
= 4 6 - 6 0
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Continuaciôn del apéndice 1

Alargamien- 
to rclativo Dureza Resiliencia,

Môdulo de 
elasticidad Coeficiente Peso

Coeficiente 
de dilataciôn

(reducciôn Brinell, E(G)t en de Poisson especifico, lineal,
relativa), 

en % en kgf/mm* en kgfito/cm* x 10“ 4 kgf/mm* en gf/cm3 en xlO*—î-r- grad

CALIDAD ♦**

31(55) — — 1,90 — 7,83 11,6-14,6

25(55) — — 2,02 — 7,82 11,1-14,4

21(50) — 8 — — 7,82 12,6-15,6

19(45) — 6 2,135 — 7,81 12,4-14,6

16(40) — 5 2,04 — 7,81 11,6-14,7

14(40) — 4 2,20 — 7,81 12,0-14,1

12(35) — - 2,08 — 7,80 11,1-14,6

20(45) — 8 2,17 — 7,81 _
11(35) — — 2,109 — 7,81 11,6-14,6

aleados ***

18-21  | - 7,H 1 — —
1 -

- — — 2,07 - 7,74 11,3

— - — 2,185(0,808) - 7,85 13,4-14,8

9(45) 187-219 5 2,109(0,8015) — 7,82 12,8
— — — 2,130 — 7,82 12,3-14,4

— - - 2,040 - 7,82 11,8
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Material
Limite 

de resistencia,

en kgf/mmf

Limite de fluencia, 
de proporcionatidad,

en kgf/mm1

Limite de fatiga, 

en kgf/mm1

12XH3A <rp =  95-140 <tf =  70-110 g  x =  42—64 
T_! = 2 2 - 3 0

20XH3A <rp =  95-145 85-110 a ! =  43 -6 5  
= 2 4 -3 1

40XHMA (Tp =  110-170 <rF =  85-160 a ! =  5 0 -7 0  
= 2 7 -3 8

30XrCA 

GOST 5632-61

<rp =  110-170 <rF =  85—150 a  x =  4 8 -7 0  
r_! = 2 8 - 4 0

Aceros inoxidables

1X13(8ÎK1) ffp = 6 1 G g =  41 cr^ =  37
2X13(3>K2) (temple de 
1000— 1020°C al aire, re- 
venido a 7 2 0 - 750°C)

<Tp = l l <7F =  52 =  37

1X17H20H268) (temple 
de 1030°C. revenido a 
680°C)

ffp =  96 Gg =  77 <r_i = 4 9

1X18H9T (3 HIT) <rp = 5 8 Gg =  24 g  ! =  2 0 -2 4  
=  13,5

X12H22T3MP(3H696M, 
31133) (Iaminaciôn, 
envejecimiento 730°C, 
16h+630°C* 16 h)

ffp=  135 Gg — 104

GOST 5632-31
Aleaciones termorresistentes y resistentes

X20H77T2IOP (3 H 437B) 
(austenizaciôn a 1080°C con 
enfriamiento al aire, enve
jecimiento a 750°C, 16 h)

fTp =  92-109 g F =  66 |î1

>KC6K (temple de 1210- 
1220°C con enfriamiento 
al aire, recocido a 95TC, 
2 h)

gp — 100-107 Gg =  88—94

Metales con alto
Tungsteno (no aleado*****) 
Aleaciones de tungsteno

<rp =  10,7 — —

W -  15Mo***** <rp =  17,5 _ _
W 2Nb***** <tp =  23,4 _ _
W -  3,6Ta***** ffp =  35 — —
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Continuaciôn del apéndice 1

AJargam ien- 
to relativo 
(reducclôn 
relativa), 

en %

Durez*
Brinell,

en kgf/mm1

Resiliencia, 

en kgfm/cm1

Môdulo de 
elasticidad 
£(G), en

x 10-4 kgf/mm1

Coeficiente 
de Poisson

Peso
especifico,

en gf/cm*

Coeficiente 
de dilataciôn 

lincal,
en x !0 * —- - -  grad

_ _ _ 2,040(0,815) _ 7,85 11,0-14,5

— - - 2,040 - 7,85 11,7

— - - 1,980(0,830) — 7,85 11,0

termorresistentes

22(60) 1 2,2 ~ 7,75 10,1-12,25
21(65) — 6 -1 7 2,2 — 7,75 10,1

17(59) - — 2,0 - 7,75 10,3

70(80) - 28 2,0 ~ 7,9 16,6-18,6

20(46) — — — — — —

a la oxidaciôn a altas températures

11-24
(10-21)

3,5 2,0 8,2

1 ,5 -7
(8 -16)

— — — — —

punto de fusiôn
49(76) — — 4,2(1,5) 0,3 19,3

27(78) _ _ _

9(25) — — — — ___

15(8) — — — —
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Material Limite 
de resistcncia,

Limite de fluencia, 
de proporcionalidad, Limite de fatiga.

en kgf/mm* en kgf/mm* en kgf/mm1

Molibdeno

00r*IIab Gy =  76 —

Aleaciones de molibdeno

BM-1 «f 20°C 
ll800°C

*p =  80 
ffp =  10

Gy =  68 —

BM-2 20°C
[1800°C

*p =  75 
<rp= 9

— —

20°C <Tp == 43-60 — —
BM-3

1800°C *p =  12-13,5 - —

Niobio *P =  77 Gy =  60 —

Aleaciones de niobio
BH-2 \ 20°C

|1500°C
ffp=  75 
<r„= 8 -1 0

Gy =  70 —

20°C <rp=  75-80 — —
BH-3

1500°C *p =  12,5 _ _

|B H 4  • 20°C
11500"C

<rp= 81  
*p =  17

Gy =  73
—

h a Fimdiciôn
GOST 1412-34

CH 12-28 <Tp =  12 — —
ffo=50  
fff =  28

CH 15-32 *p= 1 5 — —
* c= 6 5  
*, =  32
rp= 2 4

CH 18-36 *p=  18 — *-u  =  3,5
* .=  70 
*f =  36

*_i = 9 ,0

CH 21-40 *p =  21 ûtf  =  O,750-p G_ i =  10
*o=»95 
fff =  40 
rp- 2 8

T- i  = 8

CH 24-44 *p= 2 4 ffp =  0,75trp g_ u  =  6,5
*o= 100 G_x =  12
fff =  44 
Tp =  30

T_x =  10

CH 28-48 ffp =  28 Gy =  0,15gp tf-it =  7,5
» f f , =  110 er x -= 15

fff =  48 
rp= 3 5

r _ x =  11
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Continuaciôn del apéndice 1.

Alargamien- 
to relgiivo 
(rcducciôn 
rclativa), 

en %

Dureza
Brinell,

en kgf/mm*

Resiliencia, 

en kgfm/cm*

Môdulo de 
elasticidad 
£(G), en

x 10”4 Icgf/mm*

Coeficiente 
de Poisson

Peso
especifico,

j en gf/cm*

Cocficicnte 
de dilataciôn 

lineal,
en x 104 - - r -  grad

20 — — 3,3(1 ,22) 0 ,31 10,2 5 ,6

10 _ _ 3.3 _ 10,3 _
45 — — 1,85 — — —
10(30) — 0,2 3,33 — — —
18 — — 1,85 — — —

2 ,8 ( 0 ,7 - — — 3,25 — — —
—40)

4 0 - 5 0 — — — — — —

(6 ,5 )

2 0 - 2 5 — 37 1,06(0,88) 0 ,39 8,57 7.1
( 2 5 - 3 5 )

1 8 - 2 8 — 27 1,06 — 8,66 6,25
— — — — — — —

1 6 - 2 0 — 30 — — — —

( 4 0 - 7 0 )
4 0 - 4 3 — — — — — —

16(33) — 5 - 7 — — — —

24(30) — — — — — —

gris

— 143-229 — 0,8-1,5(0,45) 0,23-0 ,27 6 ,8-7 ,1 10-12

— 163-229 — 0,8-1,5(0,45) 0,23-0,27 6,8—7,1 10-12

— 170-229 — 0,8-1,5(0,45) 0,23-0,27 7 ,0 -7 ,2 10—12

— 180- 207 0,9 0,85(0,45) 0,23-0,27 7 ,2-7 ,3 10-12

— 187-217 0,9 1,1(0,48) 0,23-0,27 7,25-7 ,4 10-12

1 ,0-1 ,2 170-241 1,0 1,2(0,52) 0,23-0,27 7,3—7,4 10-12



Material
Limite 

de rcsistencia,

en kgf/mm1

Limite de fluencia, 
de proporcionalidad,

en kgf/mm*

Limite de fatiga, 

en kgf/mm1

CH 32-52 < r„=  32 
a c =  120 
a f  =  52 
t p = 3 9

ffF =  0,85ffp a - l t  =  ^
<T_! =  14 
* - l  =  11.5

GH 35-56 o p =  35 
<rc =  120 
fff =  56 
Tp =  40

ffy =  0,85ffp <r_it =  7,5 
G_x =  15 
T-x =  11.5

CH 38-60 <Tp =  38 
o e =  140
fff =  60
T p =  46

=  0,85ffp <T_1 =  15 
* - i  =  11.5

Fundiciôn blanca <Xp =  10-20
<xc =  70-140 
<rf  =  3 0 -5 0

Fundicién
GOST 2176-43

X28 it erp = 3 5  
(Tf =  55

—

X34 ffp =  40 
fff =  50

Fundiciôn
GOST 1215—59 
Ferritica

KH 30-6 ffp >  30 
fff =  49 
t p =  34

ffp — 19
°F.c =  2* 
o>.f = 3 1

* - i t  =  2 
o_x =  12 
T_x =  11

KH 33-8 <rp > 3 3  
fff =  53 
r p =  34,5

<rp =  21 
<7F.c =  23
a Ft{ — 33

t f - i t  =  8 
=  13 

r_ i  =  12
KH  35-10 op >  35 

fff =  57 
tp =  35

trp  = 2 2
<7P.c -  24 
oy. f =  34

(T_lt =  8
=  14

T_! =  13
KH 37-12 ffp >  37 

fff =  58 
r p = 3 7

<7p =  23 
a F.c =  25 
tTr.f =  35

a _ u  =  8 
o_x =  14 
*_! =  13

Perlftica
KH 45-6 ffp >  45 — —

KH 50-4 ffp ^  50 
fff =  72 
t p = 5 2

oy =  27
oy .c  == 30
(Tpmf =  42

f f - i t =  H 
<7_1 =  18
T_x =  16
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Contmuaciàn del apéndice 1

Alargamien- 
to relativo 
(reducdén 
relative), 

en %

Dureza
Brinell,

en kgf/mm*

Resiliencia, 

en kgfm/cm*

Môdulo de 
elasticidad 
£(G), en

x lO -4 kgf/mm*

Coeficiente 
de Poisson

Peso
especlfico,

en gf/cm*

Coeficiente 
de dilataciôn 

lineal,

en x l V  grad

1 ,0 - 1 ,2 187-255 1,0 1,3(0,56) 0,23-0,27 7 ,3 -7 ,4 1 0 - 1 2

1,1-1,3 197-269 i , i 1,45(0,64) 0,23-0,27 7 ,3 -7 ,4 1 0 - 1 2

1,2-1,4 207-269 1,0 1,6(0,7) 0,23-0,27 7 ,4 -7 ,6 1 0 - 1 2

- 300-700 0,1—0,5 1 ,6 - 1 ,8 - 7,5 ±0,2 8 ± 2

termorresisitente

— 2 2 0 -27Ô — - - — —

- 250-320 — - — — -

maleable

>6(7) <163 1,2 1,55(0,63) 0,23 7,2 10,5

>8(9) <149 1,3 1,6(0,64) 0,25 7,21 10,3

> 1 0 (1 1 ) <149 1,4 1,66(0,65) 0,27 7,22 10,2

> 12(13) <149 1,6 1,98(0,73) 0,36 7,24 10

> 6 <241
>4(3,5) <241 0 ,8 1,74(0,68) 0,28 7,3 10
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Materia] Limite 
de resistencia,

en kgf/mm1

Limite de fluencia* 
de proporcionalidad,

en kgf/mm1

Limite de fatiga, 

en kgf/mm1

KH 56-4 ap >  56 — —

KH 60-3 ffp>  60 — —
KH 63-2 ffp >  63

Fundicién con
GOST 7293-54

BH 45-0 <7P=  4 5 -5 0  
g c =  150-160 
at =  6 5 -7 5  
rp =  4 5 -5 0

aF =  3 5 -4 0 a_x =  18-20

BH 50-1,5 Op— 5 0 -6 0  
ac =  170-180 
af =  90 -100  
rp =  50 -55

<rF =  4 0 -5 0 cr.! = 2 0 - 2 2  
T_x =  17-21

BH 60-2 crp =  6 0 -7 0  
a c =  2 0 0 - 210 
0 f =  105-110 
r p =  6 0 -7 5

a F =  4 2 -5 5 g  x =  17-23 
=  15-16

BH 45-5 a = 4 5 - 5 5  
ac =  180-200 
at =  6 5 -7 5  
rp =  4 0 -4 5

aF =  32 -42 c_x =  18 -20

BH 40-10 a  =  4 0 -5 5  
a c =  200-220 
a f =  6 0 -7 0

aF =  3 0 -4 0 a_x = 2 5 - 2 8  
T-l =  19,8

Metales
ALEACIONES DB

GOST 4784-65
AM ïjM = 1 3

Tciz =  8
g f  =  5 *-i =  5*

AMr2M <Tp = 1 9
Tciz =  12,5

cF =  8 a_x =  12*

A M r2n <tp = 2 5
Tciz =  15

<7F =  21 *-i =  12,5*

AMr6 = 3 2 oF =  17 —
AMr6M (fp = 3 0 a F =  15 —

«K O ) *p = 2 1 <xF =  11 *-i =  7,5*
f lin (3  y EC) o p =  41 

Tclz =  27
<xF =  25 a_x =12,5*

{ ( ? y  E Q
ffp = 2 2 <xF = 1 1 —

= 4 6 <tf =  30 —
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Continuation del apéndice 1

Alargamien- 
to relativo 
(reducciôn 
relative), 

en %

Dureza
Brinell,

en kgf/mm*

Resiliencia, 

en kgfm/cm*

Môdulo de 
elasticidad 
£(G). en

X l0 ” 4 kgf/mm*

Coeficiente 
de Poisson

Peso
especifico,

en gf/cm*

Coeficiente 
de dilataciôn 

lineal,
en x l O * ~  grad

> 4 <269 — — — — —

> 3 <269 — — — — -
> 2 <269 - - — * — -

grafito globular

0 ,4 -1 ,4 207-269 0 ,5 -1 ,5 1,3-1,6(0,7) — 7 -7 ,5 10,6-11,4

1 ,5 -3 ,0 207-255 1 ,5 -3 1,3(0,775) - 7 -7 ,5 10,6-11,4

2 - 3 255-285 1 ,5 -3 1,8(0,8) — 7 -7 ,5 10,6-11,4

5 -1 0 173-207 2 ,5 -8 1,3(0,7) - 7 -7 ,5 10,6-11,4

1 0 -2 0 156-179 5 - 7 1,6(0,75) - 7 -7 ,5 10,6-11,4

no ferrosois
ALUMINIO DEFORMABLES

23(70) 30 — 0,71(0,27) 0,3 2,73 24

23(64) 45 - 0,71(0,27) 0,3 2,67 23,8

6 60 - 0,71(0,27) 0,3 2,67 23,8

24 — — 0,7 — 2,64 24,7
18 - - 0,71(0,27) 0,3 2,64 24,7
18(58) 45 — 0,71(0,27) 0,31 2,8 22,9
15(30) 115 3 0,71(0,27) 0,31 2,8 22,9

15(50) 50 _ 0,71 0,31 2,8 22
— 105 — 0,71 0,31 2,8 22
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Matcrial Limite 
de resistencia.

Limite de fluencia, 
de proporcionalidad, Limite de fatiga,

en kgf/mm* en kgf/mm1 en kgf/mm*

Æ16, m  n
chapeado (3 y EC) o p = 4 4 ffp =  29

A 3  y EC) op = 5 2 ffp =  38 ff_! =  14*
materialcs I Td z  =  21-30
semiacabados 1 (0 ) «rp = 2 2 CT F  =  10 * - i  =  9*

l (C3) <r„ = 4 3 F ~  23
chapeado (3 e HC) <*p = 4 6 CT f  — 41 —
perfîles (3 e IIC) ffp = 4 2 - 5 0 f f p  =  40—44 —
A K 4 -1 ffp =  43 5 il K) 00 ff_x =  13**
B fll7 <rp =  49 ffp =  33 =  16,5*

ALEACIONES DE ALUMINIO
GOST 2685-63

AJI1
colada en arena op = 2 0

Tciz =  17
ffF =  17 ff_i =  5,6* 

=  3,6*termotratamiento T5 = 2 6  
Tciz =  22

ffF =  22

termotratamiento T7 <rp = 2 2 ffp =  18 —
colada en coquilla <tp = 3 0 ffp =  26 o_i =6 ,5*
(termotratamiento T5) Tciz =  22
AJI2
colada en arena op =  18

Tc iz =  13
fff  — 8 o_t =5,5** 

<r_t =  7**colada en molde metâlico op = 2 2 ffF =  9
colada a presiôn op = 2 2 f f p  =  1 2 —
AJI3
colada en arena <rp =  17 ffp =  12 _
termotratamiento T5 < V  =  20 ffp =  17 —
colada en molde métalico <t„ = 2 2 ffp =  12 —
termotratamiento T5 <Tp = 2 7 ffF =  22 —
AJI8 (termotrata
miento T4)

op = 3 0 f f p  =  17 «U =  5*

colada en arena Tciz =  23
colada en molde metâlico op = 3 3 f f p  = 1 8 —
AJ19 colada en arena ffp = 2 0 f f p  =  11 o - i  = 4 ,5 *
termotratamiento T4 Tciz =  15
colada en arena <tp = 2 4 ffp =  21 —
(termotratamiento T6) Tciz =  12
colada en molde metâlico 
(termotratamiento T6)

op = 2 3

AJI11 (termotrata- 
tamiento T2)

a v =  22 f f p  =  15 o-i =  6 .5

AJI13 colada en arena «rp =  17
T „ z  =  H

ffp =  9 o-i = 4 *

colada en molde metâlico ffp -  20 f f p  =  10 —

626



Continuation del apéndke F

Alargamien- Môdulo de Coeficiente
to relativo 
(reducciôn

Durera
Brinell, Resiliencia, elasticidad 

E(G), en
Coeficiente 
de Poisson

Peso
especifico.

de dilatacién 
lineal,

relativa), 
en % en kgf/mm* en kgfm/cm* x l 0 ‘ 4 kgf/mm* en gf/cm* en x 10* - -  -  

grad

18(30) 105
11(15) 131 —

18(30) 42 — 0,71(0,27) 0,31 2,78 22,7
13(15)

6 — —

7
13(26) 120 — 0,72(0,27) 0,33 2,8 19,6-24,8
20 115 - 0,71(0,27) 0,31 2,75 23,6-26,9

DE COLADA

1,0 80 -
»

0,5 100 0,3 0,72(0,27) 0,33 2,75 22,3-24,4
1,2 90 —

0,5 120

6 50 —
0,7-0,72

5 55 0,8 ' (0,27) 0,33 2,65 21,1-23,3
1,8 — —

2 70 ___

3 75 — , 0 ,7-0,72 0,33 2,7 22-24
4 70 0,22 (0,27)
3 80 0,45

12 75 1
1 0,7(0,72) 0,33 2,55 24,5-25,6
| (0,27)

15 80 — 1

6 55 —

2 75 — 0,7-0,72 
‘ (0,27) 0,33 2,66 23-24,5

5 70 —

2 80 - - - 2,94 24,4

3 65 0,5
1 0,7-0 ,72 0,33 2,6 20

5 70 I (0,27)
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Material Limité 
de resistencia,

en kgf/mm1

Limite de fluencia, 
de proporcionalidad,

en kgf/mm*

Limite de fatigm, 

en kgf/mm1

AJT15B
colada en arena ffp = 1 5 — —
termotratamiento T5 <rp = 2 0 — —

colada en molde metâlico <Tp = 1 8 — —
termotratamiento T5 <x„ = 2 2 — —
AJ119 (colada en arena)
termotratamiento T4 = 3 2 (Tp — 16 =  7•*
termotratamiento T5 ffp = 3 7 <Tg» =  22 oU =  7*

BT1 <rp =  61 o p  =  47
TITANIO V SUS 

=  26

OT4 II 0 1 00 <tp  =  55-65 -

BT8 = 1 0 5 -1 1 8 o F =  95-110 0Li = 5 0

BT3-1
Tç jz=  65—70 

= 9 5 -1 2 0
<rpr=  7 5 -8 5  
aF =  85-110 = 4 8

BT14
Tciz >  65 
<Tp = 9 5 -1 2 0

orpr=  70 -85  
erp =  85-110 -

GOST 1019-47 
JI68 
blando = 3 2 ff0, i = 9 >i

ALEACIONES
Lato-

OLi =  12

duro
Tci* -  20  
<tp = 6 6 a 9 ,i ~  52 =  15

JÏA77-2
blando trp = 4 0 (TJ* =  14 —
duro = 6 5 — —
JIMi*58-2
blando <rp = 4 0 üjf =  15,6 —
duro = 7 0 — —
JIC59-1
blando <tp = 4 0 Op =  14 —

duro
Tciz =  26
<rp = 6 5 $ il •fr

.

=  16
JIK80-3
blando «Tp  = 3 0

O(N11 —

duro = 6 0 — —

Bp. 0-10 <rp = 2 5 _
Bronces

Bp. Oi*8-4 ■o

II O 1t
tII —
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Continuaciôn del apéndice 1

Alargamien- 
to relative» 
(reducciôn 
relativa), 

en %

Dureza
Brinell,

en kgf/mm1

Resiliencia, 

en kgfm/cm1

Môdulo de 
elasticidad 
E(G), en

I x 10“ 4 kgf/mm1

Coeficiente 
de Poisson

Peso
especifico,

en gf/cm*

Coeficiente 
de dilataciôn 

lineal,
en xIO*—i-T- grad

70
— 80 — 1 0,7—0,72 0,33 2,7 22-24
0,5 70 — | (0,27)
0,5 85 — I

9 90 ___ 10,7-0,72 0,33 2,78 19,5-21,9
5 100 — /  (0,27)

ALEACIONES
20-30
(> 4 5 )

150-180 > 7 1,121(0,411) 0,32 4,5

10-40
(25-55)

229-302 3,5-6 ,5 1,1(0,4)—1,2 — 4,55

9 -1 5
(30-55)

310-350 3 - 6 1,1(0,425) 0,3 4,48

10-16
(25-40)

— 3 - 6 1,15(0,43) 0,3 4,5

6 -1 0
(25-35)

255-388 2 ,5 -5 1,15 — 4,52

DE COBRE
nés

55(70) 55 17 U — 8,6 19

3 150 — 1,15 - - -

55 60 20 1,05 _ 8,6 18,3
12 170 — — — — —

40 85 12 1,0 _ 8,4 21,2
10 175 — — —

45(44) 90 2 ,6 -5 1,05(0,35) - 8,5 20,6

16 140 - - - - -

58 100 12 0,98 _ 8,5 17
4 180 — — — — —

de estano
11 80 1 - 3 —
4 75 | - — —
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Matcrial Limite Limite de fluencia. Limite de fatiga.de resistencia. de proporcionalidad.

en kgf/mm* en kgf/mm* en kgf/mm*

GOST 613-65
Bp. OIJC 6-6-3 
colada en arena «Tp =  15 «rF =  11
colada en coquilla Op =  18 <7 p =  8—10 —

Tdz =  22 « v =  5
Bp. 0<D 10-1 
colada en arena op =  2 0 -3 0 Oj =  14

colada en coquilla a .  = 2 5 -3 5
<Tpr=  8 - 9  
o  k =  20 _

tcI* =  34 «rpr=  13-14

Bronces de
GOST 493-54

Bp. A5
colada en coquilla <t.  = 2 8 «Tp =  7 —

blando déformable 0 p = 3 8 «Tp =  16 —
duro déformable <rp = 8 0 «Tp =  50 a_x =  13,4**

Bp. AMq 9-2 
colada en coquilla Op = 4 0

«Tpr= 48 

«Tp =  20

blando déformable «rp = 4 0
* p r =
«Tp= 30 _

duro déformable <rp = 6 0 «Tp =  50 a_x =21****
Bp. AJKMu 10-3-1,5 «tp =  56 «Tp =  21 —

colada en coquilla 
blando déformable

Tciz =  38
0 p = 6 1

<V = 17 
«Tp =  19 _

duro déformable «Tp =  60 -70 — «T_! =  28****
Bp. A2KC 7-1,5-1,5 Op =  50 — c_i =21****
Bp. A7K 9-4
colada en coquilla Op = 5 5 «Tp =  20 —

blando déformable Op = 6 0
<Tpr= 18
«tf =  22 _

duro déformable <Tp = 5 5
«Tpr=  12,7 
«Tp =  35 =  18,5****

GOST 493-54
Bp. KMi* 3-1 1
estado blando 1 O p  =  3 5 -4 0 «Tp =  10-20
estado duro i Op =  65-75 «Tp =  10—20

MAI
chapas «Tp = 2 1 (Tp =  12
barras «tp = 2 4  

Tp = 1 9  
Tc iz = 1 3

«Tp =  14

Bronce de

<T_! =  11-16

ALEACIONES DE

<J_X =  7,5** 
a .!  -  7,5**
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Continuation del apéndicc /

Alargamien- 
(o relativo 
(reducciôn 
relativa), 

en %

6
4(6-10)

3(3)

aluminio

55(48)
65(70)

4

25
4-5(55)

32(55)
9-12

18

10-20
(25-30)
40(33)

5

silicio

25-45
5 -1 0

8
4(6)

Dureza
Brinell, Resiliencia,

Môdulo de 
elasticidad 
E(G), en

Coefkiente 
de Poisson

Peso
especifico.

Coeficiente 
de dilataciôn 

lineal, i
en kgf/rrm* en kgfm/cm* x 10“ 4 kgf/mm* en gf/cm* en >: 10*-------grad

60
i

8 ,82  | 1 7 ,1 -1 8 ,2
60 2 - 3 0 ,9 — —

8 0 - 1 0 0 0,6 0,754 — 8.58 1 7 - 2 2

9 0 - 1 2 0 0 ,9 1,03 8,76 17

«  i 16
1

60 U 1 — 8,2 15,6
200 u —

) 9 0 - 1 2 0 7 0,92 — — —

1 1 0 -1 3 0 — 1,05 _ — —

1 6 0 -1 8 0 — — — 7,6 1 7 - 2 0

) 130 6 - 8 1 - - -

1 2 5 -1 4 0 — 1,05 _ _ _
1 6 0 -2 2 0 : 7,55 1 6 - 2 0

1 2 0 -1 4 0 6,3 U 2

110 8 1,12
1

■ 0,29 7,5 1 6 ,2 -1 7 ,1

1 6 0 - 2 0 0 — 1 1,16

7 0 - 9 0
1 7 0 -1 9 0 )  13 —17 1,04 — 8 ,4 1 5 ,8 -2 0

DEFORMABLES

45
45

0,5
0,6

0 ,4
0 ,4 } 0 ,3 4 1,76 2 2 ,3 - 3 2
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Material Limite 
de resistencia,

en kgf/mm*

Limite de fluencia, 
de proporcionalidad,

en kgf/mma

Limite de fatiga, 

en kgf/mm*

MA3
tiras <T„ =  29 ap =  17

barras
Tcu =  14 

= 2 8 a F =  22 —

BM65-1
barras <7P = 3 5 a F =  30

barras (MG) = 3 3 ,5
< V =  14,5
g v =  28 a _ x =  15**

tiras
T«iz =  16
ffp = 3 4 ,5 a  p =  29 _

perfiles op = 3 4 ,5
*pr= 13 
flrp =  29 _

piezas forjadas = 3 1 d p  =r= 25 —
piezas estampadas ffp = 3 2 a F =  26 —

MJI6 
de colada o p =  16

ALE,

ap =  11

ACIÔN DE MAGNESIO

<r_i =  8,5**

termotratamiento T4
Tciz =  H  
tfp = 2 5 ap =  10 ff-i =  9,5**

termotratamiento T6
Tciz =  15 

= 2 6 aF =  14 0--1 =  8,5**

PJomo
Tciz =  16
<7p = 1 ,5 -1 ,8 ap =  0,5—1 a _ x =0,42***

GOST 3778-65 

Zinc GOST 3640- 47

(deformado 
y O)

* p =  6,4 ap =  1,0
Niquel o p =  4 0 -5 5 ap =  6—20

GOST 849-56 (estado blando) (estado blando)

a p = 5 0 -1 0 0 aF =  28-9 0

Maillechort MHJKMn 
30-0,8-1 (MH 70-30) 
GOST 492-52 
estado blando

(estado duro) 

a p =  35-45

(estado duro) 

a F =  14
estado duro <7P =  55-65 ap =  54 —

Plata alemana MH LJ 15—20 
GOST 492-52  
estado blando a p = 4 0 - 4 5 ap =  14 a_! =  12-14
estado duro a p = 6 0 - 7 2 ap =  59 -
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Continuaciôn del apéndice 1

Aiargamien* 
to rclativo 
(reducciôn 
relativa), 

en %

Dureza
Brinell,

en kgf/mm8

Resilicncia, 

en kgfm/cms

Môdulo de 
elasticidad 
£(C7), en

x 10“ 4 kgf/mma

Coeficiente 
de Poisson

Peso
especifico,

en gf/cm*

Coeficiente 
de dilataciôn 

lineal,
en x 104 1 .grad

15(23) 1 0,43 )
0,34 1,8 26,1-31,2

12 60 — 0,43 J
9(24) 60 —

9(24) - 0,9

10(25) - — . 0,43 0,34 1,8 20,9-22,6

10 ___ ___

12 — —

14 55 —

DE COLADA

15(2,5) 55 0,2

5(12) 60 0,3

1(3) 80 0,15

35-50 3 ,8 -4 0,6—2,3
(90-100) 

(de colada) 
60 —70(de- 
formado)

(de colada) (O)

20(50) 20 —
30-50 90-120 —

(estado (O)
blando)

2—15
(estado

duro)

125-220
(endure-
cido)

4 0 -5 0 70
3 - 5 190 —

4 0 -5 0 70
2 - 3 160 —

(0,16)

0,42(0,165)

(0,165)

0,15-0,18

0,53
1,8-2,27

(0,73)

1,54

1,26

0,33

0,33

1,B1 26,1-27,7

11,34 28

7,133 39,7

8,9 13,3-16,3

8,9 16

8,7 16,6
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Matcrial Limite 
de resistencia.

Limite de fluencia. 
de pioporcionalidad. Limite de fatiga.

en kgf/mm* en kgf/mm* en kgf/mm*

Moncl HMHCMi* 28-2,5-1,5 
GOST 492-52  
estado blando 
estado duro

crp =  5 0 -6 0  
crp =  70 -85

Gp =  20 
Gp =  65 -75

G ! =  17 
CL! =  26

Plâs-
Plâsticos de fibra de vidrio 

GOST 10087-62, 
GOST 10292-62, 
GOST 2910-67,
GOST 10316-62

a base de tela <7 =  2 6 -4 0  
crc =  10-30  
(Tf =  13-15

<rpr=  12,2-26 - = 0 , 2 2 - 0 , 2 5
° p

a base de hilos orientados 
en dos direcciones mutua- 
mente perpendiculares

<r =  3 0 -5 0  
<TC=  23 -4 6  
ar = 4 0 -4 2

— — = 0 ,2 5 -0 ,2 8
° p

Textolitas (a base de tejidos 
de algodôn)
GOST 5 -5 2  
GOST 2910-67 
GOST 5385-50

<7P= 4 ,5 -1 1  
<7C =  12-25 
Gf =  7 ,5 -16  
Tp =  9—10

Gp =  7—8 —  =  0,25 -  0,3 

2

Plâsticos a base de madera 
GOST 8697-58

Gp — 14 -30  
gc =  12-18,5 
Gf = 16,5-28

— —  = 0 ,2 5 - 0 ,3
ffP

Guetinax (a base de papel 
sulfatado)
GOST 2718-66

Gp =  6 -1 0
Gf = 4 —14

— 0 —u — 5,8

—  =  0 ,2 -0 ,3  
a*
a h  = 3 ,5 -4 ,9

Fibra (a base de clases espe- 
ciales de papel)
GOST 6910-54

<tp =  5 - 7  
gc =  8—14 
a f =  6 -9 ,5

— —  =  0 ,2 -0 ,3
ffP

Plâsticos con cargas fibrosas 
(estopa de algodôn, fibra 
de cristal y de amianto)

&p— 3 — 13 
gc =  10-15 
Gf =  4 -1 3

— - ^ = 0 , 2 5 - 0 , 3
aP

Polvos para moldeo termo- 
endurecibles (cargas: ase- 
rrin, harina de cuarzo, 
mica)
GOST 5689-66 
GOST 9359-66

a p = 2 ,5 -6 ,9  
gc =  7 -3 0  
Gf = 4,5—10

— —  =  0,3 -  0,4
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Continuation del apéndice I

Alargamien- 
to relativo 
(reducciôn 
relativa), 

en%

Dureza
Brinell,

en kgf/mm*

1 Môdulo de
Resiliencia, ! e,i? ‘i5idad | £(G), en

en kgfm/cm*! x 10“ 4 kgf/mm*

Coeficiente 
de Poisson

Peso
especifico,

en gf/cm3

Coeficiente . 
de dilataciôn 

lineal
en x !0 • —i- r  grad

30-50(65)
3-5(50)

110—140
140-220 — |} 1.82

i
8,8 14-15

ticos

— 27-38 0,5-5,25 0,18-0,22 
(0,035 -  0,04)

0,035 - 
-0 ,622

1,4-1,85 0,45-8,3

— 28-52 0,5-5,25 0,24-0,35 0,035-
-0 ,622

1,7-1,9 0,45-8,3

— 30 0,35 0,04-0,1
(0,25)

— 1,3-1,45 3,3-4,1

— 18-20 0,17-0,8 0,12-0,34 - 1,2-1 ,4 —

— 2 5 -3 0 (8-20) x 
x 10” *

0,1-0,18
(0,008-0,025)

— 1,3-1,4 ; 20

— 10 — (0,07) - 1,1-1,25 —

— 18-35 (15—65)x 
x 10“ 2

0,05-0,118 — 1,35-1,9 -

— 10-60

j

0,03-0,8

i

—

i

1,3-2 ,7
i
i

1

(0,22—7) x 10
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Matcrial Limite 
de resistencia,

en kgf/mm*

Limite de fluencia, 
de proporcionalidad,

en kgf/mm*

Limite de fatiga, 

en kgf/mm*

Vidrio orgânico (a base de <xD =  5-10 ,8 _ O i
polimeros y copolimeros < £ - 7 - 1 2 ----- = 0 ,1 -0 ,1 6
del âcido metacrilico) 

GOST 10667 -  65 
GOST 9784-61
Termoplâsticos

or =  8 -1 7 ,6

<7_1
polimeros lineales con di- <7P=  1 ,2 -8 — ----- =  0,15 — 0,2
ferente grado de cristali- (Tf =  1 ,2 -10
zaciôn 

no armados

<7p =  0 ,0 4 - 
-0 ,4 2  

oc =  0 ,017- 
-0 ,4 5  

o-f =  0,07—0,5
Pléstico fluorocarbürico-4 

GOST 10007—62
<7p =  1,4-2,5 
oc =  1 ,2 -2  
fff =  1,1 —1,4

Kaprôn A, B, B (7 p =  6
^ c = 7 ,5  
<7f =  9 "

Résina de poliamida 
68 GOST 10589-63

a p =  5 - 6  
(tc =  7—8,5 
a f =  7

Plâstico vinilico 
GOST 9639- 61

(Tp = 4—6 
oc =  8—16
Of =  8 -1 2

Polietileno de alta densidad
(de baja presiôn) op =  2,2—4,5 

oc =  2 ,8 -4  
<jf — 2—3,8

Poliestireno en bloques 
GOST 9440- 60

C7p =  3,5 
<TC =  10 
Of =  9,5 — 10

Oiros
Hielo — - —

Caucho natural <7p =  1 ,6 -3 ,8 — —

Vidrio 
GOST 10135-62

<rp = 3 - 9  
<rc =  50-200 
Of =  5 -1 5

— —

Basalto o c =  25 -3 0 — —
Granito <rp = 0 ,3  

oc =  12-26 _
—

Caliza o-c =  5 ,0 -15 — —
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Contlnuaciôn deî apéndice 1

Alargamien- 
to relativo 
(reduecidn 
relativa), 

en %

Dureza
Brinell,

en kgf/mm*

ResilienCia, 

en kgfm/cm1

Môdulo de 
elasticidad 
£(G), en

x lO ” 4 kgf/mm*

Coeficiente 
de Poisson

Peso
especifico,

en gf/cm*

Coeficiente 
de dilataciôn 

lineal,
en x 10® ———J- grad

2,5-23,2 12-25 (4-33 ) x 
x 10"*

0,027-0,041 — 1,18-1 ,2 46-120

- 3 -1 6 - 0,0015-
-0 ,007

— 0,92-2,1 -

1,5-14 <0,16- 
— 2,2)x 

x 10”*

0,00037-
-0 ,002

(0,00015-
-0,00019)

0,02-0 ,6 (3,5-7,8) x 10

300-350 y - 6 — 0,0047-
-0,0085

— 2,19-2,35 (8-25) XlO

150-200 10-12 1 ,5 -1 ,6 0,0144
(0,0045-
-0,0048)

— U - 1 ,1 4 (6-15) x 10

100 10-15 — 0,012 — M l (10-12) XlO

10-100 13-16 0 ,5 -0 ,8 0,03-0,04 0,354 1 ,3 -1 ,4 (6 -7 ) XlO

250-900 4 ,5 -5 ,8 - 0,005-0,008 — — 0,94-0,96

0 ,4 -0 ,7 14-15 0 ,16-0 ,2 0,012-0,032 - 1,05-1,1 60

materiales
— — — 0,1(0,25-

-0 ,03 )
— — 50,7

600-700 — — ( 0 ,6 - l ) x  
XlO” 4

0,47 0,91 (1,8—2,8)x 
XlO2

— — 0,015-
-0 ,025

0,48-0,85
(0,022-0,032)

0,18 — 0,32 2 ,2 -8 0 ,5-15

— — — — — 2 ,7 -3 ,3 —

— — — 0,49 — 2,5 -2 ,8 —

— - — 0,42 — 1 ,8 -2 ,6 —
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Material Limite 
de resistencia.

Limite de fluencia, 
de proporcionalidadp Limite de fatiga.

en kgf/mm* en kgf/mm* en kgf/mm*

Arcnisca <rp =0,2 
ac = 4 -1 ,5

- -

Mârmol <rc = 1 0 -1 8 - -

Mamposterfa de granito, 
caliza, ladrillos

<rp =  0 ,0 2 - 
-0 ,0 5  

ae = 0 ,2 5 -0 ,9

— —

Hormigôn tt c = 0 ,5 —4,8 — -

Pino corriente 
(15% de humedad)

<7p =9,31-11,5 
<rc =4,27-4,66 
(Tf =7,36-8,77 
Tciz =0,62—0,73

<Tpr =  6,1 
«Tpr =  3.1

Abeto corriente 
(15% de humedad)

(7p =10,7-12,2 
ct c  =3,85-4,23 
<rf =7,74-7,22 
Tciz =0,52—0,67

«Tpr =  5,6 
«Tpr =  2,7

Abedul corriente 
(15% de humedad)

a .  = 16 ,1-21  
„c =4 ,37-5 ,33  
<rf =9,67—10,84

«tp, =  3,4

Alamo (15% de humedad) <Tp =8,69 
«rc =3,47 
<j( =6,09 
rcU =0,54-0,71

Acacia (15% de humedad) <rp =16,9 
«rc =6.65 
o( =13,92 
r ciI =  1,25-1,4

Haya de Câucaso 
(15% de humedad)

«rp =12,91 
<TC =4.74 
<rf =9,53 
r cll =0,99-1,31

«Tpr =  7
«Tp, =  2,9

Fresno (15% de humedad) <rp = 14 ,4-16 ,6  
<rc = 4 ,5 -5 ,1  
<rf = 9 ,8 -1 1 ,5  
r ci2 =1,14-1 ,38

«Tp, =  7,4 
«Tp, =  2,7

Roble (15% de humedad) <r. =12,88 
«rc =5,2 
<7f =9,35 
r ciz =0 ,85-1 ,25

<TP, =  2,9 
«Tp, =  7,4

Tilo (15% de humedad) <TP =11,58 
ffc =3,98 
«Tf =7,8
r c iz = 0 > 7 3 - 0 , 8

<TP, =  4,5 
«Tp,= 2
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Continuaciôn del apéndice /

Alargamien* Coeficiente
to relativo 
(reducciôo 
rclativa).

Durera
Brinell, Resiliencia, elasticidad 

E(G), en
Coefkiente 
de Poisson

Peso
especifico,

de dilataciôn 
lineal,
.«4 1

en% en kgf/mm* en kgfm/cm* x 10”4 kgf/mm* en gf/cm3 en x 10*----—grad

- — - 0,18 - 2 ,1 - 2 ,8 -

- - i 0,56 - 2,5—2,8 -

1 0,09-0,1 — — |
— — - 0,06 — — \  4 - 7

1 0,027 -  0,03 — — 1

- - - 0,146-0,232 0,16-0,18 10-14
— 1,99-2,7 0,18-0,23 0,102-0,145 0,49 0,48-0,54 3,7 a lo largo

(0,0055) de lasfïbras; 
63,6 de través 
de las fibras

1,82-2,52 0,18-0,19 0,11(0,0055) 0,44 0,46 5,4 a lo largo 
de las fibras ; 
34,1 de través 
de las fibras

— 2,98-3,92 0,41-0,54 0,15-0,184 0,41 0,64-0,73 2-5 a lo largo
(0,0065) de las fibras

- 1,73-2,5 0,19 0,13(0,0055) — 0,46 2-5 a lo largo 
de las fibras

6,19-8,81 0,92 0,09-0,16 0,75-0,81 2-5 a lo largo
(0,0045-
-0,0065)

de las fibras

___ 3,79-5,71 0,39 0,127 0,58 0,68 2-5 a lo largo
(0,0065) de las fibras

_ 5,34-7,32 0,3-0,43 0,124-0,15 0,43 0,66-0,71 2-5 a lo largo
(0,0065) de las fibras

_ 4,63-6,53 0,46 0,073 -  0,151 0,43 0,76 4,9 a lo largo
(0,0065) de las fibras; 

54,4 de través 
de las fibras

1,56-2,34 0,28 0,09(0,0045) 0,51 5,4 a lo largo 
de las fibras; 
44,1 de través 
de las fibras
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Material Limite 
de resistencia,

en kgf/mm*

Limite de fluenciat 
de proporcionalidad,

en kgf/mms

Limite de fatiga, 

en kgf/mm*

AIiso(15% de humedad) 

Arce (15% de humedad)

ffp =9,63 
ac =3,87 
o ( =7,1
Tci2=0,78—0,85

ae = 5 ,2
trf =10,53
r ciz= l ,1 3 - l ,2 9

— -

* El limite de fatiga fue obtenido a base de 5 x 10s ciclos.
** El limite de fatiga fue obtenido a base de 2 x 107 ciclos.

*** El limite de fatiga fue obtenido a base de 107 ciclos.
**** El limite de fatiga fue obtenido a base de 106 ciclos.

***** a p 9  el alargamiento relativo y la reducciôn relativa se dan para una tempe- 
ratura de 1650°C.
El estado del material: O, recocido; (3), recién templado; ECf envejecido 
naturalmente; MC, envejecido artificialmente. El termotratamiento: 
T2, recocido; T4, temple; T5, temple y envejecimiento artificial instan- 
tâneo (no completo); T6, temple y envejecimiento artificial completo; 
T7, temple y revenido estabilizante.

640



Continuaciôn del apéndice 1

Uargamien- 
to relativo 
(reducclôn 
relative), 

en %

Dureza
Brinell,

en kgf/mm1

Resiliencia, 

en kgfm/cm*

Môdulo de 
elasticidad 
E(G), en

x lO ’ 4 kgf/mm*

i
Coeficiente 
de Poisson

Peso
especifico,

en gf/cm*

Coeficiente 
de dilataciôn 

lineal, .
cn x l0« —l—  grad

— 2,48-3,67 0,25 0,132
(0,0055)

- 0,53 2—5 a lo largo 
de las fibras

- 5,06-6,9

1

0,37 0,118
(0,0055)

- 0,7 2—5 a lo largo 
de las fibras
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Funcioncs de Krilov S, T , U, V
Apéndice 3

siendo

S(Az) ^  — (ch kz  +  cos Az); 

T(kz) =  y  (sh kz  -f sen kz); 

U(kz) =  ^  (ch Az — cos Az); 

F(Az) =  (sh kz  — sen Az),

S'(kz)  =  kV(kz);  

T'(kz) -  AS(Az); 

C/'(Az) =  A7XAz); 
K'(Az) =  kU(kz);

S"{kz) =  A:2 U(kz); 

T"(kz) = k 2 F(Az); 

t/"(*z) =  A25(Az); 

V"(kz) = k 2T(kz);

S " \ k z )  =  A:3 T(kz); 

T ' \ k z )  =  A'3 £/(Az); 

U'"{kz) =  A3 V(kz); 
V'"(kz) =  A3 5(Az)

kz S{kz) T(kz) V(kz)
1

v m

0,00 1,00000 0,00000 0,00000 0,00000
0,01 1,00000 0,01000 0,00005 0,00000
0,02 1,00000 0,02000 0,00020 0,00000
0,03 1,00000 0,03000 0,00045 0,00000
0,04 1,00000 0,04000 0,00080 0,00001
0,05 1,00000 0,05000 0,00125 0,00002
0,06 1,00000 0,06000 0,00180 0,00004
0,07 1,00000 0,07000 0,00245 0,00006
0,08 1,00000 0,08000 0,00320 0,00009
0,09 1,00000 0,09000 0,00405 0,00012

0,10 1,00000 0,10000 0,00500 0,00017
0,11 1,00001 0,11000 0,00605 0,00022
0,12 1,00001 0,12000 0,00720 0,00029
0,13 1,00001 0,13000 0,00845 0,00037
0,14 1,00002 0,14000 0,00980 0,00046
0,15 1,00002 0,15000 0,01125 0,00056
0,16 1,00003 0,16000 0,01280 0,00068
0,17 1,00003 0,17000 0,01445 0,00082
0,18 1,00004 0,18000 0,01620 0,00097
0,19 1,00005 0,19000 0,01805 0,00115

0,20 U00007 0,20000 0,02000 0,00134
0,21 1,00008 0,21000 0,02205 0,00155
0,22 1,00010 0,22000 0,02420 0,00178
0,23 1,00012 0,23000 0,02645 0,00203
0,24 1,00014 0,24000 0,02880 0,00231
0,25 1,00016 0,25000 0,03125 0,00261
0,26 1,00019 0,26001 0,03380 0,00293
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Continuation del apéndice 3

kz » T(kz) U(kz) V{kz)

0,27 1,00022 0,27001 0,03645 0,00328
0,28 1,00026 0,28001 0,03920 0,00366
0,29 1,00029 0,29001 0,04205 0,00407

0,30 1,00034 0,30002 0,04500 0,00450
0,31 1,00038 0,31002 0,04805 0,00497
0,32 1,00044 0,32003 0,05120 0,00546
0,33 1,00049 0,33003 0,05445 0,00599
0,34 1,00055 0,34004 0,05780 0,00655
0,35 1,000625 0,35004 0,06125 0,00715
0,36 1,00070 0,36005 0,06480 0,00778
0,37 1,00078 0,37006 0,06845 0,00844
0,38 1,00086 0,38006 0,07220 0,00915
0,39 1,00096 0,39007 0,07605 0,00989

0,40 1,00106 0,40008 0,08000 0,01067
0,41 1,00117 0,41009 0,08405 0,01149
0,42 1,00129 0,42011 0,08820 0,01235
0,43 1,00142 0,43012 0,09245 0,01325
0,44 1,00156 0,44014 0,09681 0,01420
0,45 1,00171 0,45015 0,10126 0,01519
0,46 1,00186 0,46017 0,10581 0,01625
0,47 1,00203 0,47019 0,11047 0,01731
0,48 1,00221 0,48021 0,11522 0,01844
0,49 1,00240 0,49023 0,12007 0,01961

0,50 1,00260 0,50026 0,12502 0,02084
0,51. 1,00280 0,51029 0,13007 0,02211
0,52 1,00304 0,52031 0,13522 0,02344
0,53 1,00329 0,53024 0,14048 0,02481
0,54 1,00354 0,54038 0,14583 0,02624
0,55 1,00381 0,55042 0,15129 0,02773
0,56 1,00410 0,56046 0,15684 0,02927
0,57 1,00440 0,57050 0,16250 0,03037
0,58 1,00471 0,58054 0,16825 0,03253
0,59 1,00505 0,59060 0,17411 0,03424

0,60 1,00540 0,60074 0,18006 0,03601
0,61 1,00577 0,61070 0,18612 0,03784
0,62 1,00616 0,62076 0,19228 0,03973
0,63 1,00656 0,63082 0,19853 0,04169
0,64 1,00699 0,64089 0,20489 0,04369
0,65 1,00742 0,65097 0,21136 0,04578
0,66 1,00790 0,66104 0,21791 0,04793
0,67 1,00830 0,67112 0,22458 0,05013
0,68 1,00891 0,68121 0,23134 0,05248
Q,69 1,00945 0,69130 0,23820 0,05477

0,70 1,01000 0,70140 0,24516 0,05718
0,71 1,01059 0,71150 0,25223 0,05967
0,72 1,01120 0,72161 0,25939 0,06223
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Continuaciôn del apéndice 3

kz S(kz) T{kz) U(kz) V(kz)

0,73 1,01183 0,73173 0,26666 0,06486
0,74 1,01249 0,74185 0,27403 0,06756
0,75 1,01318 0,75198 0,28149, 0,07034
0,76 1,01390 0,76211 0,28906 0,07319
0,77 1,01465 0,77226 0,29674 0,07612
0,78 1,01542 0,78240 0,30451 0,07913
0,79 1,01623 0,79256 0,31238 0,08228

0,80 1,01707 0,80273 0,32036 0,08538
0,81 1,01794 0,81290 0,32844 0,08862
0,82 1,01884 0,82309 0,33662 0,09194
0,83 1,01978 0,83328 0,34490 0,09535
0,84 1,02075 0,84348 0,35329 0,09885
0,85 1,02175 0,85380 0,36177 0,10242
0,86 1,02280 0,86392 0,37036 0,10608
0,87 1,02388 0,87415 0,37905 0,10983
0,88 1,02500 0,88440 0,38785 0,11366
0,89 1,02615 0,89465 0,39674 0,11758

0,90 1,02735 0,90492 0,40573 0,12159
0,91 1,02858 0,91520 0,41483 0,12570
0,92 1,02986 0,92549 0,42404 0,12990
0,93 1,03118 0,93082 0,43335 0,13418
0,94 1,03254 0,94612 0,44275 0,13856
0,95 1,03395 0,95645 0,45227 0,14303
0,96 1,03540 0,96679 0,46188 0,14761
0,97 1,03690 0,97716 0,47161 0,15297
0,98 1,03845 0,98753 0,48143 0,15704
0,99 1,04005 0,99793 0,49136 0,16190

1,00 1,04169 1,00833 0,50139 0,16687
1,01 1,04338 1,01876 0,51152 0,17193
1,02 1,04513 1,02920 0,52176 0,17710
1,03 1,04693 1,03953 0,53211 0,18237
1,04 1,04878 1,05014 0,54256 0,18774
1,05 1,05068 1,06064 0,55311 0,19322
1,06 1,05264 1,07116 0,56377 0,19880
1,07 1,05466 1,08169 0,57454 0,20449
1,08 1,05673 1,09225 0,58540 0,21029
1,09 1,05887 1,10283 0,59638 0,21620

1,10 1,06106 1,11343 0,60746 0,22222
1,11 1,06333 1,12405 0,61865 0,22835
1.12 1,06562 1,13469 0,62995 0,23460
1.13 1,06800 1,14536 0,64134 0,24095
1,14 1,07044 1,15605 0,65285 0,24742
1.15 1,07295 1,16677 0,66446 0,25401
1,16 1,07552 1,17750 0,67619 0,26071
1.17 1,07816 1,18828 0,68801 0,26753
1,18 1,08087 1,19908 0,69995 0,27447
1,19 1,08365 1,20990 0,71200 0,28153
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Continuation del apéndice 3

kz S(kz) T(kz) U{kz) V(kz)

1,20 1,08651 1,22075 0,72415 0,28871
1,21 1,08934 1,23163 0,73641 0,29601
1,22 1,09243 1,24254 0,74878 0,30344
1,23 1,09550 1,25348 0,76196 0,31099
1,24 1,09865 1,26444 0,77385 0,31867
1,25 1,10187 1,27545 0,78658 0,32647
1,26 1,10518 1,28648 0,79936 0,33439
1,27 1,10856 1,29750 0,81228 0,34245
1,28 1,11203 1,30866 0,82531 0,35064
1,29 1,11557 1,31980 0,83845 0,35896

1,30 1,11920 1,33097 0,85163 0,36741
1,31 1,12292 1,34218 0,86507 0,37600
1,32 1,12673 1,35343 0,87855 0,38471
1,33 1,13062 1,36471 0,89214 0,39357
1,34 1,13460 1,37604 0,90585 0,40256
1,35 1,13867 1,38740 0,91966 0,41169
1,36 1,14283 1,39881 0,93336 0,42096
1,37 1,14709 1,41026 0,94764 0,43035
1,38 1,15144 1,42175 0,96180 0,43991
1,39 1,15588 1,43329 0,97607 0,44959

1,40 1,16043 1,44487 0,99047 0,45933
1,41 1,16507 1,45655 1,00497 0,46941
1,42 1,16982 1,46817 1,01959 0,47952
1,43 1,17466 1,47990 J ,03434 0,48980
1,44 1,17961 1,49167 1,04920 0,50021
1,45 1,18467 1,50349 1,06417 0,51078
1,46 1,18984 1,51537 1,07926 0,52149
1,47 1,19510 1,52728 1,09448 0,53237
1,48 1,20048 1,53926 1,10981 0,54339
1,49 1,20597 1,55130 1,12526 0,55456

1,50 1,21157 1,56338 1,14083 0,56590
1,51 1,21729 1,57553 1,15653 0,57738
1,52 1,22312 1,58773 1,17235 0,58903
1,53 1,22907 1,59999 1,18828 0,60083
1,54 1,23514 1,61231 1,20435 0,61279
1,55 1,24132 1,62469 1,22053 0,62492
1,56 1,24769 1,63714 1,23679 0,63720
1,57 1,25407 1,64965 1,25327 0,64965
1,58 1,26063 1,66222 1,26983 0,66226
1,59 1,26732 1,67486 1,28652 0,67504

1,60 1,27413 1,68757 1,30333 0,68800
1,61 1,28108 1,70034 1,32027 0,70112
1,62 1,28815 1,71319 1,33734 0,71441
1,63 1,29536 1,72608 1,35453 0,72786
1,64 1,30271 1,73910 1,37186 0,74149
1,65 1,31019 1,75216 1,38932 0,75530
1,66 1,31782 1,76530 1,40690 0,76928
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Continuaciôn del apéndice 3

kz S(kz) T(kz) U{kz) V(kz)

1,67 1,32558 1,77852 1,42462 0,78344
1,68 1,33348 1,79181 1,44248 0,79778
1,69 1,34154 1,80519 1,46046 0,81229

1,70 1,34974 1,81864 1,47858 0,82699
1,71 1,35808 1,83219 1,49683 0,84186
1,72 1,36657 1,84581 1,53523 0,85692
1,73 1,37522 1,85952 1,53375 0,87216
1,74 1,38401 1,87331 1,55242 0,88759
1,75 1,39297 1,88820 1,57122 0,90321
1,76 1,40208 1,90117 1,59016 0,91903
1,77 1,41135 1,91524 1,60924 0,93502
1,78 1,42078 1,92940 1,62846 0,95120
1,79 1,43038 1,94366 1,64783 0,96759

1Î80 1,44013 1,95801 1,66734 0,98416
1,81 1,45006 1,97246 1,68699 1,00093
1,82 1,46015 1,98697 1,70679 1,02191
1,83 1,47042 2,00166 1,72673 1,03507
1,84 1,48086 2,01642 1,74682 1,05244
1,85 1,49147 2,03128 1,76706 1,07001
1,86 1,50225 2,04625 1,78745 1,08778
1,87 1,51322 2,06133 1,80798 1,10576
1,88 1,52437 2,07652 1,82868 1,12394
1,89 1,53570 2,09182 1,84952 1,14233

1,90 1,54722 2,10723 1,87051 1,16093
1,91 1,55892 2,12276 1,89166 1,17974
1,92 1,57081 2,13841 1,91297 1,19877
1,93 1,58290 2,15418 1,93443 1,21800
1,94 1,59518 2,17006 1,95605 1,23745
1,95 1,61265 2,18608 1,97783 1,25713
1,96 1,62032 2,20222 1,99977 1,27701
1,97 1,63319 2,21849 2,02187 1,29712
1,98 1,64626 2,23489 2,04415 1,31745
1,99 1,65954 2,25142 2,06707 1,33800

2,00 1,67302 2,26808 2,08918 1,35878
2,01 1,68671 2,28337 2,11193 1,37828
2,02 1,70062 2,30181 2,13487 1,40102
2,03 1,71474 2,31889 2,15797 1,42249
2,04 1,72907 2,33611 2,18125 1,44418
2,05 1,74362 2,35347 2,20470 1,46611
2,06 1,75840 2,37098 ,2,22832 1,48827
2,07 1,77360 2,38864 2,25212 1,51068
2,08 1,78861 2,40645 2,27609 1,53332
2,09 1,80405 2,42441 2,30024 1,55620

2,10 1,81973 2,44253 2,32458 1,57933
2,11 1,83565 2,46081 2,34910 1,60269
2,12 1,85179 2,47925 2,37380 1,62630
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k z S { k z ) T ( k z ) U {k z ) V {kz)

2,13 1,86817 2,49785 2,39868 1,65017
2,14 1,88479 2,51661 2,42375 ' 1,67428
2,15 1,90165 2,53554 2,44902 1,69865
2,16 1,91876 2,55464 2,47447 1,72327

2,17 1,93612 2,57392 2,50011 1,74813
2,18 1,95373 2,59337 2,52594 1,77326
2,19 1,97158 2,61300 2,55198 1,79865

2,20 1,98970 2,63208 2,57820 1,81431
2,21 2,00807 2,65279 2,60464 1,85022
2,22 2,02671 2,67296 2,63126 1,87640
2,23 2,04560 2,69332 2,65810 1,90285
2,24 2,06476 2,71388 2,68513 1,92956
2,25 2,08420 2,73462 2,71237 1,95655
2,26 2,10390 2,75556 2,73982 1,98381
2,27 2,12387 2,77670 2,76748 2,01135
2,28 2,14412 2,79804 2,79536 2,03916
2,29 2,16465 2,81958 2,82345 2,06725

2,30 2,18547 2,84133 2,85175 2,09563
2,31 2,20657 2,86329 2,88027 2,12429
2,32 2,22795 2,88546 2,90902 2,15324
2,33 2,24964 2,90785 2,93798 2,18247
2,34 2,27161 2,93045 2,96717 2,21200
2,35 2,29388 2,95328 2,99659 2,24182
2,36 2,31645 2,97634 3,02624 2,27193
2,37 2,33932 2,99962 3,05612 2,30234
2,38 2,36250 3,02312 3,08624 2,33306
2,39 2,38598 3,04686 3,11658 2,36406

2,40 2,40978 3,07084 3,14717 2,39539
2,41 2,43389 3,09506 3,17800 2,42700
2,42 2,45832 3,11952 3,20907 2,45895
2,43 2,48307 3,14423 3,24039 2,49119
2,44 2,50814 3,16919 3,27196 2,52375
2,45 2,53354 3,19439 3,30378 2,55664
2,46 2,56927 3,21986 3,33585 2,58983
2,47 2,58535 3,24558 3,36817 2,62335
2,48 2,61174 3,27156 3,40076 2,65720
2,49 2,63848 3,29781 3,43360 2,69136

2,50 2,66557 3,32433 3,46672 2,72587
2,51 2,69300 3,35113 3,50010 2,76070
2,52 2,72079 3,37820 3,53374 2,79584
2,53 2,74893 3,40555 3,56765 2,83137
2,54 2,77742 3,43318 3,60175 2,86722
2,55 2,80627 3,46110 3,63632 2,90342
2,56 2,83549 3,48931 3,67107 2,93995
2,57 2,86507 3,51780 3,70061 2,97683
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kz W T{kz) U{kz) V{kz)

2,58 2,89502 3,54660 3,74144 3,01408
2,59 2,92535 3,57571 3,77705 3,05167

2,60 2,95606 3,60511 3,81295 3,08962
2,61 2,98714 3,63483 3,84915 3,12793
2,62 3,01862 3,66486 3,88565 3,16660
2,63 3,05047 3,69521 3,92235 3,20564
2,64 3,08273 3,72587 3,95955 3,24505
2,65 3,11538 3,75186 3,99696 3,28483
2,66 3,14843 3,78818 4,03469 3,32499
2,67 3,18188 3,81984 4,07273 3,36552
2,68 3,21755 3,85182 4,11108 3,40645
2,69 3,25001 3,88415 4,14926 3,44775

2,70 3,28470 3,91682 4,18877 3,48944
2,71 3,31980 3,94985 4,22810 3,53152
2,72 3,35533 3,92321 4,26717 3,57401
2,73 3,39128 4,01695 4,30777 3,61688
2,74 3,42767 4,05105 4,34811 3,66017
2,75 3,46449 4,08550 4,38879 3,70384
2,76 3,50175 4,12034 4,42982 3,74794
2,77 3,53945 4,15554 4,47120 3,79244
2,78 3,57760 4,19112 4,51293 3,83736
2,79 3,61619 4,22709 4,55503 3,88271

2,80 3,65525 4,26345 4,59748 3,92847
2,81 3,69476 4,30020 4,64030 3,97465
2,82 3,73493 4,33735 4,68330 4,02127
2,83 3,77520 4,37490 4,72705 4,06832
2,84 3,81612 4,41285 4,77098 4,11582
2,85 3,85751 4,45122 4,81530 4,16375
2,86 3,89940 4,49001 4,86000 4,21212
2,87 3,94176 4,52921 4,90510 4,26095
2,88 3,98461 4,56884 4,95059 4,31028
2,89 4,02796 4,60891 4,99648 4,35996

2,90 4,07181 4,64940 5,04277 4,41016
2,91 4,11617 4,69034 5,08947 4,46082
2,92 4,16103 4,73173 5,13658 4,51195
2,93 4,20640 4,77357 5,18410 4,56355
2,94 4,25230 4,81586 5,23206 4,61563
2,95 4,29875 4,85862 5,28042 4,66820
2,96 4,34567 4,90181 5,32923 4,72124
2,97 4,39315 4,94553 5,37846 4,77478
2,98 4,44117 4,98970 5,42814 4,82881
2,99 4,48972 5,03435 5,47825 4,88335

3,00 4,53883 5,07949 ‘ 5,52883 4,95838
3,01 4,58850 5,12513 5,57985 4,99392
3,02 4,63872 5,17127 5,63133 5,04998
3,03 4,68950 5,21791 5,68327 5,10655
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Continuation del apéndice 3

kz S(kz) T(kz) V(kz) V(kz)

3,04 4,74085 5,26556 5,73569 5,16364
3,05 4,79277 5,31272 5,78858 5,22126
3,06 4,84527 5,36090 5,84195 5,27942
3,07 4,89836 5,40963 5,89580 5,33810
3,08 4,95204 5,45888 5,95014 5,39734
3,09 5,00631 5,50868 6,00498 5,45711

3,10 5,06118 5,55901 6,06032 5,51744
3,11 5,11666 5,60990 6,11616 5,57832
3,12 5,17275 5,66135 6,17252 5,63976
3,13 5,22931 5,71336 6,22936 5,70177
3,14 5,28678 5,76594 6,28678 5,76435
3,15 5,34475 5,81910 6,34471 5,82751
3,16 5,40316 5,87284 6,40317 5,89125
3,17 5,46257 5,92717 6,46217 5,95657
3,18 5,52245 5,98209 6,52171 6,02049
3,19 * 5,58298 6,03762 6,58182 6,08601

3,20 5,64418 6,09375 6,64247 6,15213
3,21 5,70603 6,15050 6,70369 6,21885
3,22 5,76855 6,20787 6,76349 6,28621
3,23 5,83161 6,26588 6,82800 6,35417
3,24 5,89564 6,32451 6,89080 6,42277
3,25 5,96021 6,38379 6,95384 6,49199
3,26 6,02535 6,44372 7,01848 6,56185
3,27 6,09145 6,50431 7,08322 6,63236
3,28 6,15813 6,56555 7,14857 6,70352
3,29 6,22552 6,62747 7,21454 6,77533

3,30 6,29364 6,69006 7,28112 6,84782
3,31 6,36248 6,75334 7,34833 6,92095
3,32 6,43206 6,81732 7,41619 6,99478
3,33 6,50238 6,88199 7,48460 7,06928
3,34 6,57345 6,94737 7,55383 7,14448
3,35 6,64527 7,01346 7,62363 7,22036
3,36 6,71786 7,08027 7,69410 7,29696
3,37 6,79121 7,14782 7,76524 7,37425
3,38 . 6,86534 7,21610 7,83706 7,45226
3,39 6,94026 7,28513 7,90957 7,53099

3,40 7,01597 7,35491 7,98277 7,61045
3,41 7,09247 7,42546 8,05666 7,69065
3,42 7,16978 7,49676 8,13028 7,77159
3,43 7,24790 7,56885 8,20661 7,85326
3,44 7,32685 7,64172 8,28266 7,93573
3,45 7,40662 7,71539 8,35945 8,01893
3,46 7,48723 7,78986 8,38697 8,10291
3,47 7,51858 7,86514 8,51535 8,18768
3,48 7,65099 7,94124 8,59427 8,27322
3,49 7,73415 8,01816 8,67407 8,35956
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3,50 7,81818 8,09592 8,75464 8,44671
3,51 7,90309 8,17453 8,83599 8,53466
3,52 7,98888 8,25398 8,91813 8,62343
3,53 8,07556 8,33431 9,00107 8,71302
3,54 8,16315 8,41550 9,08482 8,80346
3,55 8,25164 8,49717 9,16938 8,89472
3,56 8,34104 8,58054 9,25478 8,98685
3,57 8,43137 8,61440 9,34100 9,07982
3,58 8,52264 8,74917 9,42807 9,17367
3,59 8,61485 8,83485 9,51599 9,26838

3,60 8,70801 8,92147 9,60477 9,36399
3,61 8,80213 9,00902 9,69442 9,46048
3,62 8,89772 9,09751 9,78495 9,55788
3,63 8,99330 9,18696 9,87637 9,65618
3,64 9,09035 9,27738 9,96870 9,75541
3,65 9,18845 9,36878 10,06193 9,85557
3,66 9,28747 9,46116 10,15608 9,95666
3,67 9,38754 9,55453 10,25115 10,05869
3,68 9,48864 9,64891 10,34717 10,16168
3,69 9,59077 9,74430 10,44414 10,26564

3,70 9,68159 9,84072 10,54206 10,37057
3,71 9,79819 9,93819 10,64095 10,47648
3,72 9,90349 10,03670 10,74082 10,58339
3,73 10,00986 10,13626 10,84169 10,69130
3,74 10,11732 10,23690 10,94355 10,80023
3,75 10,22587 10,33861 11,04643 10,91017
3,76 10,33552 10,44141 11,15033 ! 11,02116
3,77 10,44630 10,54533 11,25526 11,13318
3,78 10,55819 10,65034 11,36124 11,24627
3,79 10,67123 10,75649 11,46878 11,36041

3,80 10,78540 10,87377 11,57638 11,47564
3,81 10,90074 10,97221 11,68555 11,59195
3,82 11,01725 11,08180 11,79582 11,70935
3,83 11,13493 11,19255 11,90719 11,82786
3,84 11,25380 11,30449 12,01969 11,94750
3,85 11,37389 11,41763 12,13329 12,06826
3,86 11,49518 11,53198 12,24803 12,19017
3,87 11,61769 11,64754 12,36393 12,31322
3,88 11,74145 11,76434 12,48099 12,43745
3,89 11,86646 11,88238 12,59922 12,56285

3,90 11,99271 12,00166 12,71864 12,68944
3,91 12,12024 12,12224 12,83926 12,81723
3,92 12,24905 12,24407 12,96109 12,94623
3,93 12,37917 12,36722 13,08415 13,07645
3,94 12,51059 12,49167 13,20844 | 13,20797
3,95 12,64333 12,61744 13,33398 I 13,34063
3,96 12,77740 12,74453 | 13,46079 1 13,47460
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kz S{kz) T{kz) U(kz) V(kz)

3,97 12,91283 12,87299 13,58888
1

13,60966
3,98 13,04960 13,00280 13,71825 13,74637
3,99 13,18775 13,13398 13,84893 13,88421

4,00 13,32730 13,26656 13,98094 14,02366
4,01 13,46823 13,40053 14,11427 14,16384
4,02 13,61057 13,53593 14,24895 14,30565
4,03 13,75435 13,67275 14,38500 14,44882
4,04 13,89955 13,81102 14,52242 14,59335
4,05 14,04622 13,95074 14,66122 14,73228
4,06 14,19435 14,09195 14,80144 14,88658
4,07 14,34395 14,23464 14,94306 15,03530
4,08 14,49506 14,37883 15,08613 15,18545
4,09 14,64767 14,52455 15,23065 15,33703

4,10 14,80180 14,67179 15,37663 15,43007
4,11 14,95747 14,82058 15,57408 15,64456
4,12 15,11470 14,97095 15,67304 15,80055
4,13 15,27350 15,12288 15,82351 15,96304
4,14 15,43386 15,27641 15,97551 16,11703
4,15 15,59533 15,43157 16,12905 16,27755
4,16 15,75942 15,58835 16,28415 16,43962
4,17 15,92464 15,74676 16,44082 16,60324
4,18 16,09150 15,90648 16,59909 16,76844
4,19 16,26001 16,06860 16,75896 16,93522

4,20 16,43020 16,23204 16,92046 17,10363
4,21 16,60208 16,39721 17,08360 17,27121
4,22 16,77568 16,56409 17,24841 17,44530
4,23 16,95099 16,73272 17,41490 17,61862
4,24 17,12806 16,90312 17,58307 17,79360
4,25 17,30687 17,07529 17,75297 17,97028
4,26 17,48746 17,24926 17,92458 18,14867
4,27 17,66985 17,42505 18,09795 18,32878
4,28 17,85405 17,60266 18,27309 18,51064
4,29 18,04008 17,78214 18,45002 18,69425

4,30 18,22794 17,96367 18,62874 18,87964
4,31 18,41767 18,14670 18,80929 19,06683
4,32 18,60928 18,33183 18,99168 19,25583
4,33 18,80280 18,51889 19,17594 19,44667
4,34 18,99823 18,70790 19,36207 19,63935
4,35 19,19558 18,89887 19,55010 19,83392
4,36 19,39491 19,09182 19,74005 20,03037
4,37 19,59620 19,28677 19,93194 20,22872
4,38 19,79949 19,48374 20,12579 20,42901
4,39 20,00479 19,68277 20,32162 20,63121

4,40 20,21212 19,88385 20,51945 20,83545
4,41 20,42150 20,08701 20,71931 21,04164
4,42 20,63296 20,29229 20,92120 21,24985
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4,43 20,84651 20,49968 21,12516 21,46007
4,44 21,06217 20,70922 21,33120 21,67235
4,45 21,27996 20,92093 21,53935 21,88670
4,46 21,49991 21,13483 21,74963 22,10315
4,47 21,72204 21,35094 21,96236 22,32170
4,48 21,94635 21,56927 22,17665 22,54240
4,49 22,17288 21,78587 22,39345 22,76524

4,50 22,40166 22,01274 22,61246 22,99027
4.51 22,63270 22,23791 22,83371 23,21750
4,52 22,86602 22,46540 23,05722 23,44695
4,53 23,10165 22,69524 23,28303 23,67865
4,54 23,33965 22,92744 23,51114 23,91962
4,55 23,57990 23,16204 23,74159 24,14888
4,56 23,82259 23,39905 23,97439 24,38796
4,57 24,06766 23,63850 24,20957 24,62888
4,58 24,31766 23,88041 24,44916 24,87166
4,59 24,56510 24,12481 24,68719 25,11733

4,60 24,81752 24,37172 24,92967 25,36541
4,61 25,07242 24,62117 25,17463 25,61593
4,62 25,32984 24,87318 25,42210 25,86892
4,63 25,58980 25,12777 25,67210 26,12438
4,64 25,85233 25,38498 25,92467 26,38236
4,65 26,11746 25,64483 26,14981 26,64288
4,66 26,38520 25,90734 26,43757 26,90597
4,67 26,65559 26,17254 26,69797 27,17164
4,68 26,92865 26,44046 26,96103 27,43994
4,69 27,20440 26,71113 27,22678 27,71087

4,70 27,48287 26,98456 27,49526 27,98448
4,71 27,76410 27,26079 27,76799 28,26079
4,72 28,04810 27,53985 28,04045 28,53982
4,73 28,33490 27,82177 28,31729 28,82160
4,74 28,62454 28,106555 28,59693 29,10618
4,75 28,91704 28,39327 28,87944 29,39356
4,76 29,21242 28,68490 29,16483 29,68378
4,77 29,51072 28,97852 29,45314 29,97686
4,78 29,81197 29,27513 29,74440 30,27285
4,79 30,11619 29,57477 30,03855 30,57176

4,80 30,42341 29,87746 30,33591 30,87363
4,81 30,73367 30,18325 30,73367 31,17849
4,82 31,04699 30,49215 30,93959 31,48637
4,83 31,36340 30,80420 31,24607 31,79729
4,84 31,68295 31,11943 31,55569 32,11130
4,85 32,00565 31,43787 31,86847 32,42842
4,86 32,33153 31,75955 32,18445 32,74868
4,87 32,66063 32,08450 32,53670 33,07212
4,88 32,99298 32,41277 32,82615 33,39876
4,89 33,32862 32,74438 33,15194 33,72865
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kz S(kz) T(kz) ü(kz) y(kz)

4,90 33,66756 33,07936 33,48105 34,06181
4,91 34,00976 33,41774 33,81353 34,39828
4,92 34,35554 33,79570 34,14942 34,73810
4,93 34,70464 34,10486 34,48879 35,08128
4,94 35,05718 34,45367 34,83153 35,42788
4,95 35,41320 34,80602 35,17782 35,77792
4,96 35,77275 35,16195 35,52765 36,13145
4,97 36,13585 35,52149 35,88107 36,48849
4,98 36,50253 35,88467 36,23810 36,84908
4,99 36,87284 36,25155 36,59878 37,21326

5,0 37,24680 36,62214 36,96314 37,58106
5,1 41,19599 40,54105 40,81801 41,46686
5,2 45,55370 44,87495 45,08518 45,75840
5,3 50,36263 49,66682 49,80826 50,49909
5,4 55,67008 54,96409 55,03539 55,73685
5,5 61,52834 60,81919 60,81967 61,52473
5,6 67,99531 67,29004 66,21974 67,92131
5,7 75,13504 74,44067 74,30033 74,99136
5,8 83,01840 82,34183 82,13288 82,80633
5,9 91,72379 91,07172 90,79631 91,44562

6,0 101,33790 100,71687 100,37773 100,99629
6,1 111,95664 111,37280 110,97337 111,55491
6,2 123,68604 123,19521 122,68950 123,22830
2 n 134,37338 133,87245 133,37338 133,87245
6,3 136,64336 136,15092 135,64350 136,13411
6,4 150,96826 150,46912 149,97508 150,35257
6,5 166,77508 166,39259 165,79749 166,17747
6,6 184,24925 183,92922 183,29902 183,61768
6,7 203,55895 203,30357 202,64457 202,89872
6,8 224,89590 224,70860 224,02740 224,21449
6,9 248,47679 248,35764 247,66106 247,77920

7,0 274,53547 274,48655 273,78157 273,82956
7,1 303,33425 303,28381 302,64970 302,62707
7,2 335,16205 335,25434 334,55370 334,46067
7,3 370,33819 370,50003 369,81211 369,64954
7,4 409,21553 409,44531 408,77698 408,54660
7,5 452,18406 452,92446 451,73742 451,54146
7,6 499,67473 500,03281 499,42347 499,06489
7,7 552,16384 552,58097 552,01042 551,58780
7,8

C
610,17757 610,64966 610,12361 609,65112

J
--- 71
2 643,99272 644,49252 643,99272 643,49252

7,9 674,29767 674,81986 674,34367 673,82102

8 , 0 745,16683 745,73409 745,31233 744,74473
8 ,1 823,49532 823,95189 823,73886 823,28200
8 ,2 910,06807 910,70787 910,40722 909,76714
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kz S(kz) T(kz) U(kz) V{kz)

8,3 1005,75247 1006,41912 1006,18385 1005,51695
8,4 1111,50710 1112,18393 1112,02639 1111,33933
8,5 1228,39125 1229,09140 1228,99326 1228,29291
8,6 1357,57558 1358,28205 1358,25430 1357,54765
8,7 1500,35377 1501,05950 1501,10242 1500,39658
8,8 1658,15549 1658,85342 1658,96658 1658.26850
8,9 1832,56070 1833,42607 1833,42614 1832,74284

9,0 2025,31545 2025,97701 2026,22658 2025,56489
9,1 2238,34934 2238,98270 2239,29706 2238,66360
9,2 2473,79487 2474,39373 2474,76971 2474,17079
9,3 2734,00871 2734,56071 2735,00094 2734,44255
9,4 3021,59536 3022,10755 3022,59505 3022,08297
3n 3097,41192 3097,91193 3098,41197 3097,91193
9,5 3339,43314 3339,89411 3340,43031 3339,96926
9,6 3690,70306 3691,11321 3691,68775 3691,27754
9,7 4078,92063 4079,26590 4079,88299 4079,53766
9,8 4508,47103 4508,25298 4508,90146 4508,61946
9,9 4982,14802 4982,35202 4983,03721 4982,32136

10,0 5506,19606 5506,34442 5507,03599 5506,88844

Apéndice 4
Funciones de Krilo? para el câlculo de vigas de seccién constante 
sobre base elastica

C Jl h h  | Jx
i

0 1 0 0 0
0,010 1,0000 0,01000 0,00005 0,00000
0,020 1,0000 0,02000 0,00020 0,00000
0,05 1,0000 0,0500 0,0013 0,00002
0,10 1,0000 0,1000 0,0050 0,0002
0,20 0,9997 0,2000 0,0200 0,0014
0,30 0,9987 0,2999 0,0450 0,0045
0,40 0,9957 0,3997 0,0800 0,0107
0,50 0,9895 0,4990 0,1249 0,0208
0,60 0,9784 0,5974 0,1798 0,0360
0,70 0,9600 0,6944 0,2444 0,0571
0,80 0,9318 0,7891 0,3186 0,0852
0,90 0,8931 0,8804 0,4021 0,1211
1,00 0,8337 0,9668 0,4945 0,1659
1,10 0,7568 1,0465 0,5952 0,2203
1,20 0,6561 1,1173 0,7035 0,2852
1,30 0,5272 1,1767 0,8183 0,3612
1,40 0,3656 1,2217 0,9383 0,4490
1,50 0,1664 1,2486 1,0620 0,5490
7l/2 0,0000 1,2546 1,1507 0,6273
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1,60 -0,0753 1,2535 1,1873 0,6615
1,70 -0,3644 1,2322 1,3118 0,7863
1,80 -0,7060 1,1789 1,4326 0,9237
1,90 -1,1049 1,0888 1,5464 1,0727
2,00 -1,5656 0,9558 1,6490 1,2325
2,10 -2,0923 0,7735 1,7359 1,4020
2,20 -2,6882 0,5351 1,8018 1,5791
2,30 -3,3562 0,2335 1,8408 1,7614
2,40 -4,0976 -0,1386 1,8461 1,9461
2,50 -4,9128 -0,5885 1,8105 2,1293
2,60 -5,8003 -1,1236 1,7256 2,3065
2,70 -6,7565 -1,7509 1,5827 2,4725
2,80 -7,7759 -2,4770 1,3721 2,6208
2,90 -8,8471 -3,3079 1,0838 2,7443
3,00 -9,9669 -4,2485 0,7069 2,8346
3,10 -11,1119 -5,3023 0,2303 2,8823
3,20 -12,2656 -6,4711 -0,3574 2,8769
3,30 -13,4048 -7,7549 -1,0678 2,8068
3,40 -14,5008 -9,1507 -1,9121 2,6589
3,50 -15,5198 -10,6525 -2,9014 2,4195
3,60 -16,4218 -12,2508 -4,0459 2,0735
3,70 -17,1622 -13,9315 -5,3544 1,6049
3,80 -17,6875 -15,6761 -6,8343 0,9969
3,90 -17,9387 -17,4599 -8,4909 0,2321
4,00 -17,8498 -19,2524 -10,3265 -0,7073
4,10 -17,3472 -21,0160 -12,3404 -1,8392
4,20 -16,3505 — 22,0755 -14,5274 -3,1812
4,30 -14,7722 -24,2669 -16,8773 -4,7501
4,40 -12,5180 -25,6373 -19,3743 -6,5615
4,50 -9,4890 -26,7447 -21,9959 -8,6290
4,60 -5,5791 -27,5057 -24,7117 -10,9638
4,70 -0,6812 -27,8274 -27,4823 -13,5732
4,80 5,3164 -27,6052 -30,2589 -16,4604
4,90 12,5239 -26,7239 -32,9814 -19,6232
5,00 21,0504 -25,0565 -35,5775 -23,0525
5,10 30,9997 -22,4661 -37,9619 -26,7317
5,20 42,4661 -18,8057 -40,0350 -30,6346
5,30 55,5317 -13,9201 -41,6826 -34,7246
5,40 70,2637 -7,6440 -42,7727 -38,9524
5,50 86,7044 -0,1901 -43,1593 -43,2557
5,60 104,8687 9,7544 -42,6775 -47,5558
5,70 124,7352 21,2199 -41,1454 -51,7563
5,80 146,2448 34,7564 -38,3640 -55,7429
5,90 169,2837 50,5203 -34,1198 -59,0363
6,00 196,1881 70,6079 -27,4846 -62,7889
6,10 221,8019 91,4992 -19,4005 -65,1503
6,20 245,5231 112,5249 -10,2356 -66,4981
2n 267,7468 133,8725 0 -66,9362
6,30 272,2487 138,4120 2,2886 -66,9175
6,50 324,7861 198,1637 35,7713 -63,3105
7,00 413,3762 386,8072 180,1191 -13,2842
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7,50 313,3700 580,6710 423,9858 133,6506
5/27T 0 643,9927 643,9926 321,9964
8,00 -216,8647 628,8779 737,3101 422,8713
8,50 -1479,3701 241,4136 981,0984 860,3917
9,00 -3691,4815 -1010,8800 834,8607 1340,3007
3 n -6195,8239 -3097,9120 0 1548,9560
9,50 -6660,9594 -3581,4756 -250,9959 1539,7410

10,0 -9240,8733 -7616,1462 -2995,7095 812,3636
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Feodôsiev V.
Resistencia de materiales
(3a édition)

La obra comprende un curso completo de resistencia de mate
riales, ciencia que estudia la solidez y la rigidez de las construc- 
ciones de la ingenieria moderna.
Por lo tanto, se estudian las siguientes secciones: tensiôn, siste- 
mas estâticamente indeterminados (método de fuerzas), teoria de 
esfuerzos, teoria de la solidez, paredes de tubos gruesos, discos, 
laminas, revestimientos, varillas delgadas, solidez para esfuerzos 
variables, câlculo para deformaciones plâsticas, estabilidad, osci- 
laciones de sistemas elàsticos y métodos de prueba. El material se 
expone con un gran rigor cientifico y elevada maestria pedagôgi- 
ca. Para facilitar la asimilaciôn de la teoria se incluyen ejemplos 
de problemas con su soluciôn, lo cual permite aclarar el aspecto 
fisico del fenômeno.
Este libro utilizan como texto los estudiantes de las escuelas téc- 
nicas superiores, es un manual prâctico para los ingenieros que 
se dedican a los câlculos de resistencia.
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