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RESUMEN

En este trabajo se extiende el modelo bidimensional mas comin para visualizar objetos del espacio
euclidiano tridimensional a un modelo tridimensional para visualizar objetos del espacio euclidiano
tetradimensional. Luego, se define analiticamente dicho modelo con lo que se sientan las bases para
definir otros modelos. Se visualizan puntos, curvas, superficies y sélidos en los modelos elaborados.
Ademas, se simula diferentes puntos de vista de los objetos del espacio euclidiano tetradimensional
en los modelos elaborados. Finalmente, se automatiza las interpretaciones geométricas de los re-

sultados obtenidos con ayuda del software Wolfram Mathematica.

PALABRAS CLAVE: Espacio tetradimensional, curvas en R*, superficies en R*, sélidos en R*.

Xii



ABSTRACT

This work extends the most common two-dimensional model to visualize objects of the three-
dimensional Euclidean space to a three-dimensional model to visualize objects of the three-
dimensional Euclidean space. Then, this model is defined analytically with what the foundations are
laid to define other models. Points, curves, surfaces and solids are displayed in the elaborated models.
In addition, different points of view of the objects of the tetradimensional Euclidean space in
simulated models are simulated. Finally, the geometric interpretations of the results obtained are
automated using the Wolfram Mathematica software.

KEYWORDS: Tetradimensional space, curves in R*, surfaces in R*, solids in R*.
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INTRODUCCION

El concepto de multidimensionalidad cobra interés, en el mundo moderno, en la época
victoriana (Canales, 1999). Es en esta época, exactamente en 1884, que el eclesiastico inglés Edwin
Abbott (O'Connor & Robertson, 2005) publica la novela Flatland (Eldritch Press, 1991) en la cual se
describen de manera sencilla y amena temas de profundo significado matematico, relacionadas con
los espacios euclidianos uni, bi, tri y tetra dimensionales, que muchas veces resultan dificiles de
asimilar ain en la época actual. Con la aparicion de las primeras computadoras electromecéanicas
programables entre los afios 1930 y 1940 (Clements, 2014) y su posterior desarrollo empieza a
hacerse posible incursionar en la visualizacién de objetos del espacio euclidiano tetradimensional
(Noll, 1967; Hoffmann & Zhou, 1990). A partir de estos trabajos se han realizado muchos maés a
nivel internacional y nacional, pero en tales trabajos no se mencionan los fundamentos matematicos
en los que se basa la elaboracién de los modelos que utilizan para las visualizaciones. No obstante,
un trabajo de tesis de maestria (Vilcherrez & Poicon, 2018) y un articulo (Velezmoro & otros, 2019)
mencionan conceptos de algebra lineal en la elaboracién de modelos para visualizar objetos del
espacio euclidiano tetradimensional. Es con base en tales conceptos que se pretende realizar este
trabajo de tesis.

En este trabajo se establecen los fundamentos matematicos en la elaboracion de modelos
para visualizar objetos del espacio euclidiano tetradimensional. Para ello se extiende el modelo
bidimensional mas comun para visualizar objetos del espacio euclidiano tridimensional a un modelo
tridimensional para visualizar objetos del espacio euclidiano tetradimensional. Luego se dfine
analiticamente el modelo tridimensional para visualizar objetos del espacio euclidiano
tetradimensional, obtenido a partir de la extension del modelo bidimensional mas comun para
visualizar objetos del espacio euclidiano tridimensional, y otros modelos. Seguidamente se procede
a visualizar puntos, curvas, superficies, superficies complejas, sélidos e hipersuperficies en los
modelos elaborados y se simulan diferentes puntos de vista de los objetos del espacio euclidiano
tetradimensional en los modelos elaborados. Finalmente se automatizan las interpretaciones
geométricas de los resultados obtenidos con ayuda del software Wolfram Mathematica.

Este trabajo se realiza porque no se han encontrado los fundamentos matematicos en los que
se basa la elaboracién de los diversos modelos utilizados para visualizar objetos del espacio
euclidiano tetradimensional y para establecer los fundamentos mateméticos que permiten la
elaboracion de tales modelos. Los fundamentos matematicos que se establecen se utilizan en la
elaboracion de un paquete de comandos en el software Mathematica que permita graficar objetos del

espacio euclidiano tetradimensional. Ademas, sirve como base para, en un trabajo posterior, hacer
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una extension natural para elaborar modelos que permitan visualizar objetos del espacio euclidiano
de dimension mayor a cuatro.

En la busqueda de antecedentes relacionados con este trabajo de investigacion se pudo tener
acceso virtual a cuatro trabajos de investigacion (Velezmoro & Ipanaqué, 2015; Velezmoro &

Ipanaqué, 2015b; Vilcherrez & Poicon, 2018; Velezmoro & otros, 2019).



l. ASPECTOS DE LA PROBLEMATICA

1.1. DESCRIPCION DE LA REALIDAD PROBLEMATICA

El concepto de multidimensionalidad cobra interés, en el mundo moderno, en la época
victoriana (Canales, 1999). Es en esta época, exactamente en 1884, que el eclesiastico inglés Edwin
Abbott (O'Connor & Robertson, 2005) publica la novela Flatland (Eldritch Press, 1991) en la cual se
describen de manera sencilla y amena temas de profundo significado matematico, relacionadas con
los espacios euclidianos uni, bi, tri y tetra dimensionales, que muchas veces resultan dificiles de
asimilar ain en la época actual. Con la aparicion de las primeras computadoras electromecanicas
programables entre los afios 1930 y 1940 (Clements, 2014) y su posterior desarrollo empieza a
hacerse posible incursionar en la visualizacién de objetos del espacio euclidiano tetradimensional
(Noll, 1967; Hoffmann & Zhou, 1990). A partir de estos trabajos se han realizado muchos mas a
nivel internacional y nacional, pero en tales trabajos no se mencionan los fundamentos matematicos
en los que se basa la elaboracion de los modelos gue utilizan para las visualizaciones (Zhou, 1991;
Sakai & Hashimoto, 2006; Wang & otros, 2013; Xiaoqi, 2015; Volkert, 2017; Wuyts, 2017). Sin
embargo, es posible asumir que los autores de estos trabajos basan sus resultados en la declaracion
geométrica del pintor alemédn Karl Wilhelm Pohlke (1583), la cual es fundamental para las
proyecciones axonométricas y que se conoce como el teorema de Pohlke (Emch, 1918; Wikipedia,
2017; Wikipedia, 2019).

1.2.  FORMULACION DEL PROBLEMA DE INVESTIGACION

¢Qué fundamentos matematicos permiten la elaboracion de modelos para visualizar objetos

del espacio euclidiano tetradimensional?

1.3.  JUSTIFICACION E IMPORTANCIA DE LA INVESTIGACION

Este trabajo se realiza porque no se han encontrado los fundamentos matematicos en los que
se basa la elaboracion de los diversos modelos utilizados para visualizar objetos del espacio
euclidiano tetradimensional.

Este trabajo se realiza para establecer los fundamentos matematicos que permiten la
elaboracion de modelos para visualizar objetos del espacio euclidiano tetradimensional.

Los fundamentos matematicos que se establecen se utilizan en la elaboracién de un paquete
de comandos en el software Mathematica que permite graficar objetos del espacio euclidiano
tetradimensional. Ademas, sirve como base para, en un trabajo posterior, hacer una extensién natural
para elaborar modelos que permitan visualizar objetos del espacio euclidiano de dimensién mayor a

cuatro.



1.4. OBJETIVOS

1.4.1. Objetivo general

Establecer los fundamentos matematicos en la elaboracion de modelos para visualizar

objetos del espacio euclidiano tetradimensional.

1.4.2. Obijetivos especificos

e Extender el modelo bidimensional mas comun para visualizar objetos del espacio
euclidiano tridimensional a un modelo tridimensional para visualizar objetos del espacio
euclidiano tetradimensional.

e  Definir analiticamente el modelo tridimensional para visualizar objetos del espacio
euclidiano tetradimensional, obtenido a partir de la extension del modelo bidimensional
méas comun para visualizar objetos del espacio euclidiano tridimensional, y otros
modelos.

e  Visualizar puntos, curvas, superficies y solidos en los modelos elaborados.

e Simular diferentes puntos de vista de los objetos del espacio euclidiano tetradimensional
en los modelos elaborados.

e  Automatizar las interpretaciones geométricas de los resultados obtenidos con ayuda del

software Wolfram Mathematica.

II.  MARCO TEORICO

2.1. ANTECEDENTES DE LA INVESTIGACION

Un primer trabajo es un articulo (Velezmoro & lpanaqué, 2015) en el que se presentan
comandos codificados en el software Mathematica v.11.2 que permiten obtener las gréficas de
puntos, curvas, superficies y sélidos inmersos en el espacio euclidiano tetradimensional. En este
articulo no se mencionan los fundamentos matematicos en los que se basa la elaboracion del Gnico
modelo que utilizan para las visualizaciones; Unicamente se menciona que se eligen cuatro vectores
gue parten del centro de un cubo en direccion de cuatro de sus aristas que estan sobre una de las caras
de dicho cubo. Estos vectores se consideran como los cuatro ejes coordenados.

Un segundo trabajo es un articulo (Velezmoro & Ipanaqué, 2015b) en el que se presentan
comandos codificados en el software Mathematica v.11.2 que permiten obtener las gréficas de
superficies complejas inmersas en el espacio euclidiano tetradimensional. Para ello se utiliza el
mismo modelo que en (Velezmoro & Ipanaqué, 2015) y se aprovecha el hecho que C? y R* son
isomorfos para ubicar los puntos de C? que pertenecen a una superficie compleja en el espacio

euclidiano tetradimensional.



Un tercer trabajo es una tesis (Vilcherrez & Poicon, 2018) en la que se define el producto
cruz en R*, se deducen las formulas de Frenet de una curva en R* y se generan cilindros e
hipercilindros a partir del tetraedro de Frenet asociado a una curva en R*. En este trabajo si se
mencionan los fundamentos matematicos en los que se basa la elaboracion de los modelos que
utilizan para las visualizaciones. Inclusive se adaptan los resultados para definir formalmente el
modelo presentado en (Velezmoro & Ipanaqué, 2015). Aunque no se mencionan la simulacion de
diferentes puntos de vista en R*.

Un cuarto trabajo es un articulo (Velezmoro & otros, 2019) en el que se presenta un paquete
codificado en el software Wolfram Mathematica v.11.2 que permite obtener las gréaficas de puntos,
curvas, superficies, superficies complejas y solidos inmersos en el espacio euclidiano de cuatro
dimensiones. En este articulo si se mencionan los fundamentos matematicos en los que se basa la
elaboracion de los modelos que utilizan para las visualizaciones y se establecen las bases para simular

los diferentes puntos de vista, aunque debido al espacio todo se muestra resumido.

2.2. BASES TEORICAS

2.2.1. Sistema de coordenadas rectangulares en R3

Segun (Lehmann, 1980) en geometria analitica del espacio se emplean varios sistemas de

coordenadas. El més usado es el rectangular, el cual se describe a continuacion.
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Figura 1. Tres planos mutuamente perpendiculares que se cortan en el punto 0.

Fuente: Libro Geometria analitica (Lehmann, 1980)

Consideremos tres planos mutuamente perpendiculares que se cortan en el punto comun O,
tal como se indica en la Figura 1. Como el punto en el espacio va a localizarse con referencia a estos
elementos, los planos se llaman planos coordenados, las rectas de interseccion de estos planos ejes

coordenados y el punto O origen del sistema de coordenadas rectangulares.



Los ejes coordenados XX', YY', ZZ' se llaman, respectivamente, el eje X, el Y y el Z. Estos
ejes son rectas dirigidas, cuya direccion positiva esta indicada en cada uno por una flecha. Cada plano
coordenado se designa por los dos ejes coordenados que contiene. Asi, el plano coordenado que
contiene al eje X y al eje Y se llama plano XY'; andlogamente, tenemos los planos XZ y YZ. Los tres
planos coordenados dividen al espacio en ocho regiones llamadas octantes. El octante determinado
por las partes positivas de los ejes coordenados se llama primer octante; no se acostumbra asignar
ningdn namero a los siete octantes restantes. El lector puede concebir facilmente el primer octante
considerando una de las esquinas de una habitacién rectangular en donde dos paredes adyacentes y

el piso representan a los planos coordenados.

z
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T L e
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ff/
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Figura 2. Punto P(x,y, z) en un sistema de coordenadas rectangulares.

Fuente: Libro Geometria analitica (Lehmann, 1980).

En seguida veremos como puede localizarse un punto en el espacio por medio del sistema de
coordenadas rectangulares. En la préctica, no es necesario representar el sistema de coordenadas
como aparece en la Figura 1; sera suficiente para nuestros fines trazar solamente los ejes coordenados
como se indica en la Figura 2. Sea P un punto cualquiera del espacio. Su posicion puede determinarse
haciendo pasar por P los planos paralelos a los tres planos coordenados y considerando los puntos
A, By Cenque cortan alos ejes X, Y y Z, respectivamente. Estos planos, juntos con los coordenados
forman un paralelepipedo recto rectangular. Evidentemente, la posicién de P con relacién al sistema
de coordenadas esta determinada por sus distancias a los planos coordenados. Estas distancias estan
dadas por las longitudes de los segmentos dirigidos 0OA, OB y OC, llamados x, y y z,
respectivamente. Entonces los tres ndmeros reales x, y y z constituyen la coordenada x, la
coordenada y y la coordenada z de P. Cada coordenada se mide a partir del origen O sobre el eje
coordenado correspondiente, y es positiva 0 negativa segin que su direccion sea la misma o la
opuesta a la de la direccién positiva del eje. Para el punto P (Figura 2) todas las coordenadas son
positivas, y el punto estd en el primer octante. Las coordenadas x, y, z de cualquier punto P se

escriben en ese orden, se encierran en un paréntesis y el punto se representa por P(x,y, z).



Un punto P en el espacio tiene una y solamente una terna de coordenadas (x, y, z) relativa a
un sistema coordenado rectangular especificado. Reciprocamente, una terna de coordenadas (x, y, z)
determina uno y solamente un punto P en el espacio con respecto a un sistema coordenado fijo.

Es importante escribir las coordenadas (x, y, z) de un punto P del espacio en su propio orden,
ya que la posicion de una coordenada en el conjunto indica a lo largo de qué eje se mide la coordenada
particular. Por esto, las coordenadas de un punto en el espacio forman una terna ordenada de nimeros
reales. Por tanto, en vista de nuestra discusion previa, podemos decir que un sistema de coordenadas
rectangulares en el espacio establece una correspondencia biunivoca entre cada punto del espacio y

una terna ordenada de nimeros reales.

4
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P,(~3,-5,3)
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Figura 3. Tres puntos trazados segin el método de proyecciones paralelas.

Fuente: Libro Geometria analitica (Lehmann, 1980).

Como en geometria analitica plana, la construccion de figuras apropiadas constituye una
parte importante del trabajo desarrollado en la geometria analitica del espacio. Para tal fin haremos
uso de un método muy comun llamado de proyecciones paralelas. Como se ve en la Figura 2, los ejes
X y Z se trazan en este sistema de proyeccion, perpendiculares entre si, pero el eje X se traza de tal
manera que el &ngulo X0Y sea mayor de 90° y, usualmente, se toma igual a 135°. Entonces las
distancias medidas a lo largo de, o paralelas a, los ejes Y y Z se trazan a escala completa, y las

distancias medidas a lo largo de, o paralelas a, el eje X se acortan una cierta cantidad, generalmente
hasta alrededor de siete décimos (g) de la escala completa. En la Figura 3, los puntos P;(3,4,—2) y

P,(—3,—5,3) estan trazados de acuerdo con estos convenios.

2.2.2. Geometria descriptiva: los sistemas de representacion

Segln (Rodriguez & Alvarez, 1995), el ser humano tiene la necesidad de representar los
objetos que le rodean o aquellos que se imagina o proyecta, para darselos a conocer a los demaés. Pero
el mundo que nos rodea constituye una realidad tridimensional y los formatos en los que se representa
son bidimensionales. Surge entonces el problema de representar sobre el papel, que tiene dos
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dimensiones, un objeto cualquiera que tiene tres. Como respuesta al problema nace la Geometria
Descriptiva y los Sistemas de Representacion.

Segun (Rovenski, 2000), los sistemas de representacion son un conjunto de operaciones que
permiten obtener las proyecciones de un objeto en el espacio sobre un plano que suele ser el papel
del dibujo. Una clase de estos sistemas son los sistemas axonométricos o perspectivas. Puede ser
axonometria ortogonal u oblicua, en funcidn de cémo sean los rayos proyectantes.

En este trabajo nos interesan los sistemas axonométricos ortogonales los cuales pueden ser
¢ Sistema axonométrico ortogonal isométrico. El plano de proyeccion forma tres angulos iguales
con los ejes de coordenadas y por tanto las escalas de los tres ejes son idénticas (Figura 4).

e Sistema axonomeétrico ortogonal dimétrico. Las escalas de dos de los ejes de coordenadas son
idénticas, con una escala diferente para el tercero de los ejes (Figura 4).
e Sistema axonométrico ortogonal trimétrico. Las escalas de los tres ejes de coordenadas son

diferentes (Figura 4).

. 90°
120° 120 135° 90°

v 240° 30°
X 120° X 135°

Figura 4. Sistemas axonométricos ortogonales: isométrico (izquierda), dimétrico (centro) y trimétrico (derecha).
Fuente: Elaboracion propia.

2.2.3. Submersién

Segln (Pham, 1968) un mapeo se denomina submersién si tiene el mismo comportamiento

local de una proyeccion candnica de espacios euclidianos.

2.2.4. Base apdcrifa

Segln (Velezmoro & otros, 2019) una base apdcrifa B de R™ consiste de un conjunto de

m + 1 vectores de R™ tales que rang(B) = m.

2.2.5. Modelo m —dimensional

Segun (Velezmoro & otros, 2019) un modelo m —dimensional para visualizar objetos
inmersos en R™*1 consiste de una triada {0,@, go}; donde O es el origen de R™, B = {eq, ., emi1}

es una base apocrifa de R™ y ¢ es una submersion de R™*1 en R™, con matriz asociada



€11 - €m+11
Aqo = ( : . : )
€i,m - Cm+1m
2.2.6. Expresion analitica de un sistema axonomeétrico ortogonal

La expresion analitica de un sistema axonométrico ortogonal (bidimensional), con centro en
0 = (0,0), esta dado por ¢: R3 - R?, tal que

¢(p) = (

donde B = {e,, e, e3} es una base apdcrifa de R3.

€11 €21 931)_
€12 €2 €32 '

Aqui la limitacion a m = 2, con respecto a la definicidn del apartado 2.2.5, se debe a que la
geometria descriptiva tradicional sélo ha trabajado en la proyeccion de objetos del espacio

tridimensional en formatos bidimensionales (apartado 2.2.2).

Figura 5. Obtencion de la base apécrifa de un modelo bidimensional dimétrico.

Fuente: Elaboracion propia.

2.2.7. Obtencién de una base apocrifa

Una base apdcrifa se obtiene a partir de las coordenadas, en un sistema coordenado fijado,
de los vectores direccion de los ejes que se eligen para el modelo. Finalmente, se asighan factores de
escala a las coordenadas de los vectores obtenidos. Asi, por ejemplo, para el modelo bidimensional

dimétrico se tiene que el primer elemento de la base apécrifa sera el vector de coordenadas

(_%7 _\/%) el cual es vector direccion del eje X; el segundo elemento serd (1,0), vector direccion

del eje Y; y el tercer elemento sera (0,1), vector direccion del eje Z (ver Figura 5). Para este caso los

factores de escala son §,1 y 1, respectivamente. Por tanto, la base apdcrifa para el modelo

bidimensional dimétrico serd B = {(_% —%) ,(1,0), (0,1)}.
Esto indica que puede usarse la expresion modelo bidimensional simétrico, dimétrico o

trimétrico segun sea la naturaleza de la base apdcrifa obtenida.
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135°

Figura 6. Un cubo visualizado en un modelo bidimensional dimétrico.
Fuente: Elaboracion propia.

2.2.8. Utilidad de la expresion analitica de un sistema axonométrico ortogonal

Las técnicas de la geometria descriptiva son Gtiles para la visualizacién de ciertos objetos del
espacio tridimensional (Figura 6). No obstante, al tratar de generalizar estas técnicas, para visualizar
objetos matematicos del espacio tridimensional (lineas, superficies y solidos) a partir de sus

respectivas expresiones analiticas se requieren modelos bidimensionales (Figura 7).

{/
, s 90 -]
W
LT
’ o
,‘.{,‘ll 135

(4T

Figura 7. Paraboloide hiperbdélico visualizado en un modelo bidimensional dimétrico.

Fuente: Elaboracion propia.

Por ejemplo, la Figura 6 y la Figura 7 muestran la visualizacion de un cubo unitario y del
paraboloide hiperbdlico x2 — y? — z = 0, respectivamente, en el modelo bidimensional dimétrico
(MBD) {0, B, ¢}, donde

-3 1 0
0=1{00}, B= {(—5% —%),(1,0), (0,1)} y A, = <_5f )

5\/501

Para realizar la ubicacion de los puntos en este MBD se usa la expresion analitica del sistema

axonomeétrico dimétrico (Figura 4), esto es, ¢: R3 —» R? con

3 _3p;
P1 s 1 0 P1 _ —5ﬁ+p2
Q|\P2 )= 2o 1 \Pz) =\ 3p,
P3 vz pP3 A
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Asi, para visualizar, por ejemplo, la arista del cubo unitario (con centroide en el origen) que va del
veértice v; = (—0.5,—0.5,—0.5) al vértice v, = (—0.5,—0.5,0.5) basta con trazar la linea que va del
punto v; al punto v3, donde
v; = (V)T =~ (—0.2879,—0.2879),
vy = @(V,)T = (—0.2879,0.7121) (ver Figura 8).

X

Figura 8. Arista de un cubo unitario visualizada en un MBD.

Fuente: Elaboracion propia.

Similarmente, para visualizar el poligono de vértices
V = {vy,v,, 3, Vs, s, Vg } = {(0.87,—1.2,0.67), (0.67,—1.05,0.67),
(0.67,—0.93,0.43), (0.68,—0.93,0.4),
(0.93,-1.12,0.4), (0.93,-1.2,0.57)}
que “parcha” el paraboloide hiperbolico x? — y2 — z = 0, basta con trazar el poligono de vértices
V' = {v},v5,v5,v4, v, 05} = {(—1.57,0.3), (—1.33,0.38), (—1.22,0.14),
(-1.22,0.11), (=1.52,0), (=1.6,0.17)},
donde v; = ¢ (v;) (ver Figura 9).
Por otra parte, para visualizar curvas y superficies expresadas en forma paramétrica basta
con aplicar la submersién ¢ a las respectivas parametrizaciones para luego proceder a graficar las

transformaciones resultantes. Asi, por ejemplo, para visualizar la hélice a: R - R3 con
a(t) = (cost,sent,%),o <t < 8m,
en un MBD, basta con graficar

(p(a(t)) = (—0.42 cost + sent,0.13t — 0.42 cos t).

O para visualizar el paraboloide circular S: R? - R3 con

O<u<?2m

S(u,v) = (vcosu,vsenu,v?), ,
wv) =( ) O<v<l1

en un MBD, basta con graficar
(p(S(u, v)) = (—0.42v cosu + vsenu,v? — 0.42v cos u)
(ver Figura 10).
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Figura 9. “Parche” de un paraboloide hiperbélico visualizado en un MBD.

Fuente: Elaboracion propia.

; 7
3 3
1 1
-10-05/] % 10 15 20 -1 1 2
-1 -1

Figura 10. Hélice (izquierda) y paraboloide circular (derecha) visualizados en un MBD.

Fuente: Elaboracion propia.

120° 120°

Figura 11. Cubo y paraboloide hiperbélico visualizados en un modelo bidimensional simétrico.

Fuente: Elaboracion propia.

Por supuesto que todos estos resultados son validos para cualquier otro

bidimensional (ver Figura 11).

modelo

13



2.2.9. Rotaciones en dos dimensiones

Para deducir la formula de rotacion de un punto (x,y) a la posicion (x’, y") (ver Figura 12)
expresamos
(x,y) = (rcosa,rsena)
donde r >0, 0 < a < 2m. Asi pues, si la nueva posicion del punto (x,y) resulta de aplicar una
rotacion de angulo 6, resultara que
(x',y") = (rcos(a + 6),rsen(a + 0))
donde 0 < 8 < 2. De este modo, después de desarrollar el coseno y seno de la suma de dos angulos

se obtiene

(x',y") = (rcosacosd —senasenf,rsenacos6 + cos asenb).

En forma matricial
(x’> _ (cos @ —sen 9) (r cos a)
y' senf cos@ /\rsena

()= Gene “cone )G

(x"y")
(rcos(a + 8),rsen(a + 6))

P (x,y)
(rcosa,rsena)

Figura 12. Rotacién de un punto en el plano.

Fuente: Elaboracion propia.

2.2.10. Rotaciones en tres dimensiones

De acuerdo con la férmula de la seccion 2.2.9 y la Figura 13, se tiene que las matrices

asociadas a las rotaciones alrededor de los ejes X, Y y Z, respectivamente, son

1 0 0
Ry=({0 cosé§ —sené |,

0 send cosd

cosp 0 —seno¢
Ry:< 0 1 0 ),
sen¢p 0 cos¢

cosf —senf O
R; =|senf cosO O).

0 0 1
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Por lo cual, la rotacién de un punto de la posicion (x,y,z) a la posicion (x',y’, z") se expresa en
forma matricial de la siguiente forma

x' 1 0 0 cosp 0
(y’) = (0 cos d ) (
ZI

0

—send

—sen¢\ /cosf —senfh 0\ /x
0 1 0 ) (sen 8 cosO 0) <y>
send coséd senp 0 cos¢ 0 0 1/ \z

Figura 13. Rotacidn de un punto en el espacio.

Fuente: Elaboracion propia.

2.2.11. Simulacién de rotacion en tres dimensiones

diversos objetos (ver Figura 14).

Teniendo en cuenta la férmula del apartado 2.2.10 es posible simular en un modelo
bidimensional: simétrico, dimétrico o trimétrico (Gltimo parrafo del apartado 2.2.7) la rotacion de

Figura 14. Simulacion de la rotacién de una hélice.

Fuente: Elaboracion propia.
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2.3. GLOSARIO DE TERMINOS BASICOS

2.3.1. Sistema axonométrico ortogonal asimetrico

El plano de proyeccion forma seis angulos diferentes con los ejes de coordenadas y por tanto

las escalas de los seis ejes son distintas.

2.3.2. Sistema axonométrico ortogonal dimétrico

El plano de proyeccion forma dos angulos iguales con los ejes de coordenadas y por tanto

las escalas de los dos ejes son idénticas.

2.3.3. Sistema axonométrico ortogonal trimétrico

El plano de proyeccion forma tres angulos iguales con los ejes de coordenadas y por tanto

las escalas de los tres ejes son idénticas.

2.3.4. Sistema axonométrico ortogonal tetramétrico

El plano de proyeccion forma cuatro angulos iguales con los ejes de coordenadas y por tanto
las escalas de los cuatro ejes son idénticas.

2.3.5. Sistema axonométrico ortogonal pentamétrico

El plano de proyeccién forma cinco angulos iguales con los ejes de coordenadas y por tanto

las escalas de los cinco ejes son idénticas.

2.3.6. Sistema axonométrico ortogonal simétrico

El plano de proyeccion forma seis angulos iguales con los ejes de coordenadas y por tanto

las escalas de los seis ejes son idénticas.

2.4. HIPOTESIS

Es posible establecer los fundamentos matematicos en la elaboracion de modelos para

visualizar objetos del espacio euclidiano tetradimensional.
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I1l. MARCO METODOLOGICO

3.1. METODOS Y PROCEDIMIENTOS

Se extenderd el modelo bidimensional mas comun para visualizar objetos del espacio
euclidiano tridimensional a un modelo tridimensional para visualizar objetos del espacio euclidiano
tetradimensional. Luego se definira analiticamente el modelo tridimensional para visualizar objetos
del espacio euclidiano tetradimensional, obtenido a partir de la extension del modelo bidimensional
méas comun para visualizar objetos del espacio euclidiano tridimensional, y otros modelos.
Seguidamente se procederd a visualizar puntos, curvas, superficies, superficies complejas, solidos e
hipersuperficies en los modelos elaborados y se simularan diferentes puntos de vista de los objetos
del espacio euclidiano tetradimensional en los modelos elaborados.

Finalmente, se elaboraran algoritmos que permitiran codificar programas para automatizar
todo el proceso. En particular se usar el software de calculo simbolico Wolfram Mathematicav.11.2,
instalado en una computadora portatil de las siguientes caracteristicas:

e Nombre del dispositivo: DESKTOP-ODHVLIC,
e Procesador: Intel(R) Core(TM) i7-6500U CPU @ 2.50GHz 2.60 GHZ
e RAM instalado: 8.00 GB (7.30 GB usable)

3.2. ASPECTOSETICOS

Se utilizara una licencia del Mathematica v.11.2 financiada por la Universidad Nacional de
Piura para realizar investigaciones.
Este trabajo de investigacion es original no siendo copia parcial ni total de un trabajo de

investigacion desarrollado, y/o realizado en el Peru o en el Extranjero.

IV. RESULTADOS Y DISCUSION

4.1. SISTEMA DE COORDENADAS RECTANGULARES EN R*

Consideremos cuatro hiperplanos tridimensionales en R* mutuamente perpendiculares que
se cortan en el punto comdn 0, tal como se indica en la Figura 15. Como el punto en R* va a
localizarse con referencia a estos elementos, los hiperplanos se llaman hiperplanos coordenados, los
planos de interseccion de estos hiperplanos planos coordenados (Figura 16), las rectas de
interseccién de estos planos ejes coordenados y el punto O origen del sistema de coordenadas
rectangulares.

Los ejes coordenados XX', YY', ZZ' WW' se llaman, respectivamente, el eje X, el Y, el Z y
el W. Estos ejes son rectas dirigidas, cuya direccion positiva esta indicada en cada uno por una flecha.

Cada plano coordenado se designa por los dos ejes coordenados que contiene. Asi, el plano
17



coordenado que contiene al eje X y al eje Y se llama plano plano XY; analogamente, tenemos los
planos XZ, XW,YZ, YW y ZW. Cada hiperplano coordenado se designa por los tres ejes coordenados
que contiene. Asi, el hiperplano coordenado que contiene al eje X, al eje Y y al eje Z se llama
hiperplano XYZ; andlogamente, tenemos los hiperplanos XYW, XZW y YZW. Los cuatro
hiperplanos coordenados dividen R* en dieciséis regiones llamadas hexadecantes. El hexadecante
determinado por las partes positivas de los ejes coordenados se llama primer hexadecante; no se

acostumbra asignar ningn nombre a los quince hexadecantes restantes.

Figura 15. Cuatro hiperplanos tridimensionales en R* mutuamente perpendiculares que se cortan en el punto
comun 0.

Fuente: Elaboracion propia.

Figura 16. Seis planos mutuamente perpendiculares en R* que se cortan en el punto comin 0.

Fuente: Elaboracion propia.

En seguida veremos como puede localizarse un punto en R* por medio del sistema de
coordenadas rectangulares. En la préctica, no es necesario representar el sistema de coordenadas

trazando los hiperplanos coordenados como aparecen en la Figura 15; sera suficiente para nuestros
18



fines trazar solamente los ejes coordenados como se indica en Figura 17. Sea P un punto cualquiera
de R*. Su posicion puede determinarse haciendo pasar por P hiperplanos paralelos a los cuatro
hiperplanos coordenados y considerando los puntos A, B, C'y D en que cortan alos ejes X, Y, Z y
W, respectivamente. Estos planos, juntos con los coordenados forman un hiperparalelepipedo recto
rectangular. Evidentemente, la posicion de P con relacion al sistema de coordenadas estd
determinada por sus distancias a los hiperplanos coordenados. Estas distancias estan dadas por las
longitudes de los segmentos dirigidos OA, OB, OC y 0D, llamados x, y, z, w, respectivamente.
Entonces los tres nimeros reales x, y, z y w constituyen la coordenada x, la coordenada y, la
coordenada z y la coordenada w de P. Cada coordenada se mide a partir del origen O sobre el eje
coordenado correspondiente, y es positiva 0 negativa segun que su direccion sea la misma o la
opuesta a de la direccion positiva del eje. Para el punto P (Figura 17) todas las coordenadas son
positivas, y el punto esta en el primer hexadecante. Las coordenadas x, y, z, w de cualquier punto P

se escriben en ese orden, se encierran en un paréntesis y el punto se representa por P(x, y, z, w).

Figura 17. Localizacion de un punto en R*,

Fuente: Elaboracion propia.

Un punto P en R* tiene una y solamente una cuaterna de coordenadas (x, y, z, w) relativa a
un sistema coordenado rectangular especificado. Reciprocamente una cuaterna de coordenadas
(x,y,z,w) determina uno y solamente un punto P en R* con respecto a un sistema coordenado fijo.

Es importante escribir las coordenadas (x,y, z,w) de un punto P de R* en su propio orden,
ya que la posicion de una coordenada en el conjunto indica a lo largo de qué eje se mide la coordenada
particular. Por esto, las coordenadas de un punto en R* forman una cuaterna ordenada de niimeros
reales. Por tanto, en vista de nuestra discusion previa, podemos decir que un sistema de coordenadas
rectangulares en R* establece una correspondencia biunivoca entre cada punto de R* y una

cuaterna ordenada de nimeros reales.
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Para realizar la construccion de objetos apropiados haremos uso de un método muy comun
llamado de proyecciones paralelas. Como se ve en la Figura 19, los ejes X y W se trazan, en este
sistema de proyeccion, perpendiculares entre si, pero el eje X se traza de tal manera que los &ngulos
X0Y, X0Z y XOW sean mayores de 90° y, usualmente, se tomaran iguales a 125°15°51,803"’
(proyeccion trimétrica, ver Figura 18). Entonces las distancia medidas a lo largo de, o paralelas a, los

ejes Y, Z y W se trazan a escala completa, y las distancias medidas a lo largo de, o paralelas a, el gje
. . . o 3
X se acortan una cierta cantidad, generalmente hasta alrededor de seis décimos (E) de la escala

completa. En la Figura 19 los puntos P;(3,4,—2,—1) y P,(—3,—5,3,1) estan trazados de acuerdo

con estos convenios.

|
|
|
|
W
Figura 18. Ubicacion de los ejes segun la proyeccién trimétrica.
Fuente: Elaboracion propia.

P=3,5,3,1)

X
Y-'.\
. - _—Z -
. -,;e<-“ - P>(—=3,%5,3,1)
Z- ’_,,3' \
P / \\ 3 2__7______
x 4, Yy
llllll _Jz,,..'.'i'f

Pi3A-2-n W

Figura 19. Localizacion de dos puntos especificos en R*.

Fuente: Elaboracion propia.

Recalquemos que las pantallas de una computadora tradicional son planas. Si contadsemos
con pantallas tridimensionales (en forma de paralelepipedos) podriamos, de manera natural,
comprender la extension de los modelos 2D para graficar objetos en R3 a modelos 3D para graficar
objetos en R*. Ante la limitacion de no contar con este tipo de pantallas usaremos los comandos del

Mathematica que ofrecen una buenisima representacion de objetos de R3.
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42. EXPRESION ANALITICA DE UN SISTEMA AXONOMETRICO
ORTOGONAL

La expresion analitica de un sistema axonométrico ortogonal (tridimensional), con centro en
0 = (0,0,0), esta dado por ¢: R* - R3, tal que
€11 €21 €31 €4
p(p)=|(€12 €2 €32 e |-p,
€13 €23 €33 €43

donde B = {e,, e, e3, e,} es una base apacrifa de R*.

125015’51,803”—\
_15 :16?:%

4-05

1 1 1
(==
S ERR AR E)

4-15

Figura 20. Obtencion de la base apocrifa de un modelo tridimensional trimétrico.
Fuente: Elaboracion propia.

4.3. OBTENCION DE UNA BASE APOCRIFA

Como ya se mencion6 en el apartado 2.2.7, una base apocrifa se obtiene a partir de las
coordenadas, en un sistema coordenado fijado, de los vectores direccion de los ejes que se eligen
para el modelo. Finalmente, se asignan factores de escala a las coordenadas de los vectores obtenidos.

Asi, por ejemplo, para el modelo tridimensional simétrico-simétrico se tiene que el primer elemento

de la base apdcrifa seré el vector de coordenadas (_% —Jig, _%) el cual es vector direccion del eje
X; el segundo elemento sera (1,0,0), vector direccion del eje Y; el tercer elemento sera (0,1,0), vector
direccion del eje Z; y el tercer elemento sera (0,0,1), vector direccion del eje W (ver Figura 1). Para
este caso los factores de escala son £, 1,1 y 1, respectivamente. Por tanto, la base apdcrifa para el
modelo tridimensional trimétrico sera

B ={(-2 2 %) (1,0,0),(0,1,0),(0,0,)}.

Esto indica que puede usarse la expresién modelo tridimensional asimétrico, dimétrico,
trimétrico, tetramétrico, pentamétrico y hexamétrico segln sea la naturaleza de la base apocrifa

obtenida.
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Note que, si se tiene un cuadrado de lado uno ubicado en el primer cuadrante, la base apocrifa
obtenida a partir del modelo propuesto por (Lehmann, 1980) esta conformada por dos vectores en
direccion de dos lados del cuadrado y un vector en direccion de la prolongacion de la diagonal del
mismo. De manera similar se tiene que, para el primer modelo propuesto en esta seccidn partimos de
un cubo ubicado en el primer octante y la respectiva base apocrifa estara constituida por tres vectores
en direccidn de tres aristas del cubo y un vector en direccion de la prolongacion de la diagonal de
dicho cubo (Figura 21).

X X Y

Figura 21. A la izquierda el modelo propuesto por Lehmann'y a la derecha una generalizacion natural del mismo.

Fuente: Elaboracion propia.

<

Figura 22. Un teseracto (hipercubo) visualizado en un modelo tridimensional trimétrico.

Fuente: Elaboracion propia.

44. UTILIDAD DE LA EXPRESION ANALITICA DE UN SISTEMA
AXONOMETRICO ORTOGONAL

Extendiendo, de manera natural, las técnicas de la geometria descriptiva clasica es posible
obtener la visualizacion de ciertos objetos del espacio tetradimensional (Figura 22). No obstante, al
tratar de generalizar estas técnicas, para visualizar objetos matematicos del espacio tetradimensional
(lineas, superficies, sélidos e hipersolidos) a partir de sus respectivas expresiones analiticas se

requieren modelos tridimensionales (Figura 23).
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Figura 23. Hiperparaboloide visualizado en un modelo tridimensional trimétrico.
Fuente: Elaboracion propia.

Por ejemplo, la Figura 21 y la Figura 22 muestran la visualizacion de un teseracto unitario y
del hiperparaboloide x2 + y2? +z%2 —w =0, respectivamente, en el modelo tridimensional
trimétrico (MTT) {0, B, ¢}, donde

0= {0!010}1 @ = {(_gl K] g)l (11010)l (Ollro); (010’1)} y

A

A = -

1 0 0
01 0]
0 0 1

G wlSy @l

Para realizar la ubicacion de los puntos en este MBD se usa la expresion analitica del sistema

axonométrico dimétrico (Figura 4), esto es, ¢: R* - R3 con

V3
P1 (—? 10 0\ P1 (—%ﬂ?z
b2 | 73 Pz _ _V3py
(p p3 - _? 0 1 0 p3 - 5 +p3 .

HRERR AR

Asi, para visualizar, por ejemplo, la arista del teseracto unitario (con centroide en el origen) que va
del vértice v, = (—0.5,—0.5,—0.5,0.5) al vértice v, = (—0.5,—0.5,0.5,0.5) basta con trazar la linea
que va del punto vy al punto v, donde
v] = (V)T ~ (—0.326795, —0.326795,0.673205),
vy = (V,)T ~ (—0.326795,0.673205,0.673205)
(ver Figura 24).
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Figura 24. Arista de un teseracto unitario visualizada en un MTT.

Fuente: Elaboracion propia.

41

Figura 25. “Parche” de un hiperparaboloide visualizado en un MTT.
Fuente: Elaboracion propia.

Similarmente, para visualizar el poliedro de vértices

V = {v1,v,,V3, V4, V5, V6, V7, Vg} =
= {(1,1.0857,—-0.0254132,1.03632), (1,1.0857,0.196809,0.93755),
(1,1.16268,0.0515668,1.1133), (1,1.16268,0.273789,1.01453),
(1,1.30792,—-0.0254132,1.43138), (1,1.30792,0.196809,1.33261),
(1,1.3849,0.0515668,1.50836), (1,1.3849,0.273789,1.40959) }
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que “parcha” el hiperparaboloide x2? + y? + z2 —w = 0, basta con trazar el poliedro de vértices

V' = {v1,v3,V3,v4, V5, Vg, V7, Vg} =
= {(0.739288,—0.371823,0.689905), (0.739288, —0.149601,0.59114),
(0.816268,—0.294843,0.766885), (0.816268,—0.0726211,0.66812),
(0.96151,-0.371823,1.08497), (0.96151,—-0.149601,0.986201),
(1.03849,—-0.294843,1.16195), (1.03849,—-0.0726211,1.06318)},

donde v; = ¢ (v;) (ver Figura 25).

Por otra parte, para visualizar curvas, superficies y solidos expresados en forma paramétrica
basta con aplicar la submersion ¢ a las respectivas parametrizaciones para luego proceder a graficar
las transformaciones resultantes. Asi, por ejemplo, para visualizar la curva a: R - R* con

a(t) = (cost,sent,cos2t,sen2t),0 <t < 2,
en un MTT, basta con graficar

V3 V3 V3
(p(a(t)) = —?cost+ sent,—?cost+cos 2t,—?cost + sen 2t |.

Para visualizar la superficie S: R?> - R* con

_ U+v\ 0<u<?2m
S(u,v) =|cosucosv,senucosv,senv,—|, ,
8 O0<v<irm

en un MTT, basta con graficar

3 V3
go(S(u,v)) = —?cosucosv +cosvsenu,—?cosucosv + senv,

———Ccosucosv

u+v \/§
8 5

(ver Figura 26).

O para visualizar el hiperparaboloide circular S: R3 — R* con

0<u<?2mnm,
S(u,v,w) = (Wcosucosv,wsenucosv,wsenv,w?), 0 <v < 2m,
o<w<l1

en un MTT, basta con graficar

V3 V3
<p(S(u,v,w)) = wsenucosv—?Wcosucosv,wsenv —?WCOSUCOSU,

) 3
W — =W CoSucos v

(ver Figura 27).
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Figura 26. Curva (izquierda) y superficie (derecha) visualizados en un MTT.
Fuente: Elaboracion propia.

1

Figura 27. Hiperparaboloide visualizado en un MTT.
Fuente: Elaboracion propia.

Z
X

\

W

'y

Figura 28. Teseracto e hiperparaboloide visualizados en un modelo tridimensional simétrico.
Fuente: Elaboracion propia.
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Por supuesto que todos estos resultados son vélidos para cualquier otro modelo

tridimensional (ver Figura 28).

4.5. ROTACIONES EN CUATRO DIMENSIONES
Segun (Xiaoqi, 2015) las matrices de rotacion alrededor de los planos XY, XZ, XW,YZ, YW,
y ZW son
cosd§ —send 0 O
R.. — | sen 6 cosd 0 O
XY 0 0 1 0]/
0 0 0 1
cos¢p 0 —sen¢ O
R — 0 1 0 0
Xz sen¢gp 0 cos¢p O]
0 0 0 1
cos8 0 0 —senf
R — 0 1 0 0
xw 0 0 1 0 ’
senf 0 O cosé@
1 0 0 0
R, — 0 cosyp —senyp O
vz 0 senyp cosyp 0]
0 0 0 1
1 0 0 0
R = 0 cosp 0 —sen
w10 0 1 0 ’
0 senff 0 cosf
1 0 0 0
R, = 0 1 0 0
w 0 0 cosa —sena |
0 0 sena cosa

Por lo cual, la rotacion de un punto de la posicion (x, y, z,w) a la posiciéon (x’, y’, z",w") se expresa

en forma matricial de la siguiente forma

x' 1 0 0 0 1 0 0 0
y'l_[0 1 0 0 0 cosf 0 —senf
z ] \0 0 cosa —sena [|0 0 1 0
w' 0 0 sena cosa 0 senf 0 cosf
1 0 0 0 cos 0 0O —senf
0 cosy —senyp O 0 1 0 0
0 senyp cosyy O 0 0 1 0
0 0 0 1/ \senf 0 0O cos@
cos¢p 0 —sen¢ O\ /cos§ —send 0 0\ /X
0 1 0 0)[send cosé6 0 O)(Y
sen¢p 0 cos¢p O 0 0 1 0/\z
0 0 0 1 0 0 0 1/ w
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Figura 29. Simulacion de la rotacion de una curva.
Fuente: Elaboracion propia.

Figura 30. Simulacién de la rotacion de una superficie.

Fuente: Elaboracion propia.
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46. SIMULACION DE ROTACION EN CUATRO DIMENSIONES

Teniendo en cuenta el apartado 4.5 es posible simular en un modelo tridimensional:
asimétrico, dimétrico, trimétrico, tetramétrico, pentamétrico o simétrico (apartados del 2.3.1 al 2.3.6)

la rotacion de diversos objetos (ver Figura 29, Figura 30 y Figura 31).

Figura 31. Simulacién de la rotacion de un sélido.

4.7. AUTOMATIZACION DE LAS INTERPRETACIONES GEOMETRICAS DE
LOS RESULTADOS

En este apartado se hace una descripcion de las nuevas funciones implementadas en el
sistema de algebra computacional Mathematica para visualizar objetos del espacio euclidiano

tetradimensional.

4.7.1. Funciones previas

MakeMesh[vl List] :=
Block[{l = vl, 11 = Map[RotatelLeft, vl], mesh},
mesh = {1, 11, RotateLeft[1l1l], RotateLeft[1l]};
mesh = Map[Drop[#, -1] &, mesh, {1}1];
mesh = Map[Drop([#, -1] &, mesh, {2}];
Transpose [Map[Flatten[#, 1] &, mesh]]
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]

MakePolyhedrons[vl List] :=
Block[{newvl, mesh3d, faces = {{1, 2, 3, 4}, {5, 6, 7, 8}, {1, 2, 6,
5}, {8, 7, 3, 4},
{2, 3, 7, e}y, {1, 5, 8, 4}}, n, newfaces},

newvl = vl /. {x , v, z_, w_} /; Head[x] =!= List :> x $Sel + y $Se2 +
z Se3 + w Sed;

mesh3d = Map[MakeMesh, newvl];

mesh3d = Map[Flatten[#, 1] &, Map[Thread, Partition[mesh3d, 2, 111,
{2}1;

mesh3d = Flatten[mesh3d, 2];

newfaces = Table[faces + 8 (i - 1), {i, Length[mesh3d]/8}];

GraphicsComplex [mesh3d, GraphicsGroup[Polygon /@ newfaces]]

]

4.7.2. Lafuncion Graphics4D

Graphics4D[obj , Ops__ Rule] :=
Module[{ax, al, ae, as, ls, ap, an, bp, bn, cp, cn, dp, dn, options,
dim, dim2},
{ax, al, ae, as,
1s} = {Axes, AxesLength, AxesEdge, AxesStyle, LabelStyle} /.
Flatten[{Ops}] /. Options[Graphics4D];
options =
FilterRules[{Ops},
Except[{Axes, AxesLength, AxesEdge, AxesStyle, LabelStyle}]];
options = FilterRules[options, Options|[Graphics3D]];
Graphics3D[{obj/. Point[p : {pl , p2 , p3_, pd4 }] :>
Tooltip[Point[pl $el + p2 $e2 + p3 $e3 + p4d S$Sed], pl /; Head[pl]
=!= List /.
Point[p : {{ , , , _} ..}1 :>
(Tooltip[Point [#[[1]] Sel + #[[2]1] $e2 + #[[3]1] $e3 + #[[4]] Sed],
#1 & /@ p) /.
Line[p : {{_, , , Fooor] o>
Line[ (#[[1]1] Sel + #[[2]] Se2 + #[[3]] Se3 + #[[4]] Sed) & /@ p]

Arrow[p : {{ , , , _} ..}] >
Arrow[ (#[[1]] Sel + #[[2]] $e2 + #[[3]] Se3 + #[[4]] S$ed) & /@ p]

Arrow[Tube[p : {{ , , , _} ..}, ops_ 11 :>

Arrow[Tube[ (#[[1]] Sel + #[[2]] Se2 + #[[3]] se3 + #[[4]] sed) &
/@ p, opsl] /.

Tubelp : {{ , , , _} ..}, ops__ 1 :>

Tube [ (#[[1]] Sel + #[[2]] Se2 + #[[3]] $e3 + #[[4]] Sed) & /@ p,
opsl /.
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Polygon[p : {{ , , , _} ..}, ops__ ] :>
Polygon[ (#[[1]1] Sel + #[[2]] Se2 + #[[3]] $e3 + #[[4]] Sed) & /@
e, opsl /.
Text[text , {pl , p2 , P3 , p4 }, ops___ ] :>
Text [text, pl $el + p2 Se2 + p3 Se3 + pd Sed, ops] /; Head[pl] =!=
List ,
Iflax,
dim = Dimensions[al];
Which[dim === {2}, al = First[{#, #, #, #} & /@ {al}],
dim === {1, 2}, al = First[{#, #, #, #} & /@ alll;
dim?2 = Dimensions[ae];
Which[dim2 === {}, ae = First[{#, #, #, #} & /@ {ae}],
dim2 === {1}, ae = First[{#, #, #, #} & /@ aell;
{{an, ap}, {bn, bp}, {cn, cp}, {dn, dp}} = al;
{First[1ls],
MapThread|[
Text[Style[#1, Italic, Last[ls]],
Scaled[.045 (Sel + $Se2 + $el3 + S$Sed), #2]1] &,
{{rxm, "y", "z", "w"}, {ap Sel, bp $e2, cp $e3, dp $ed}}],
(*MapThread[
Text [Style[#1, Italic, Last([ls]],
Scaled[.045 (Sel + $e2 + S$Se3 + Sed), #21] s,
{{x'", "y'", "z'", "\[CapitalXi]'"}, {an $el, bn $e2, cn $e3, dn
$ed}t}l, *)
First[as], Arrowheads[Medium],
Arrow[{{0, O, O}, #}] & /@ (1.05 {ap S$Sel, bp $e2, cp S$e3,
dp Se4}),
Dashed,
Line[{#, {0, 0, 0}}] & /@ (1.05 {an $el, bn $e2, cn $e3,
dn Sed}),
MapThread|
If[#1, Tablel
Text [Style[PaddedForm[i, {2, 0}], Firstlas], Lastl[as]],

i #2171,
{1, #3[[111, #3([[2]11}1, {}] &, f{ae, {Sel, $e2, Se3, Sed},
al}]

Yoo {31},
Boxed -> False, options, PlotRange -> All]

]
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4.7.3. La funcion Plot4D

Plot4D[expr , {u , w0 , ul }, {v., vO , vl }, {w , wO , wl }, Ops Rule]

Module[{ax, al, ae, as, ls, pp, du, dv, dw, opt, aux, dim, dim2, an,

ap, bn, bp, cn, cp, dn, dp, options, DirAux},

{ax, al, ae, as, 1ls, pp} = {Axes, AxesLength, AxeskEdge, AxesStyle,

LabelStyle, PlotPoints} /.
Flatten[{Ops}] /. Options[ParametricPlot4D];
If[pp === Automatic, pp = 10];
{du, dv, dw} = {(ul - u0), (vl - v0), (wl - w0)}/(pp - 1);
options =
FilterRules[{Ops},

Except[{Axes, AxeslLength, AxesEdge, AxesStyle, LabelStyle}]];
opt = FilterRules[options, {PlotStyle}] /. {PlotStyle -> d } :> d;
DirAux =

Directive [RGBColor[0.88, 0.611, 0.142],

Specularity[GrayLevel[1l], 31,

Lighting -> {{"Ambient", RGBColor[0.301, 0.224, 0.09]1},

{"Directional", RGBColor[0.264, 0.1833, 0.042],
ImageScaled[{0, 2, 2}1},
{"Directional"”, RGBColor[0.264, 0.1833, 0.042],
ImageScaled([{2, 2, 2}1},
{"Directional", RGBColor[0.264, 0.1833, 0.042],
ImageScaled[{2, 0, 2}1}}]1:
opt = Join[DirAux, Directive QR opt];
options = FilterRules[options, Options[Graphics3D]];
aux = Table[N[{u, v, w, expr}], {u, u0, ul, du}, {v, vO0, vl, dv},
w0, wl, dw}]l;
Show [

Graphics3D[{opt, MakePolyhedrons[aux]}, Boxed -> False,

Axes -> False, Evaluate[Sequence @@ options], PlotRange -> All],

If[ax, Graphics3D[dim = Dimensions[al];

Which([dim === {2}, al = First[{#, #, #, #} & /@ {al}],
dim === {1, 2}, al = First[{#, #, #, #} & /@ alll;
dim2 = Dimensionslae];
Which[dim2 === {}, ae = First[{#, #, #, #} & /@ {ae}]l,
dim2 === {1}, ae = First[{#, #, #, #} & /@ aell;
{{an, ap}, {bn, bp}, {cn, cp}, {dn, dp}} = al;
{First[1ls],
MapThread[

{w,
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Text [Style[#1, Italic, Last([ls]],
Scaled[.045 (Sel + $e2 + S$Se3 + Sed), #21] s,
{{"=x", "y", "z", "w"}, {ap $el, bp $e2, cp $e3, dp $Sed}}l,
First[as],
Line[{{0, 0, 0}, #}] & /@ (1.05 {ap S$el, bp $e2, cp $e3, dp S$ed}),
Dashed,
Line[{#, {0, 0, 0}}] & /@ (1.05 {an $el, bn $e2, cn $e3, dn S$Sed}),
MapThread|[
If[#1, Table|
Text[Style[PaddedForm[i, {2, 0}], Firstlas], Lastlas]], 1 #21],
{i, #3[0[111, #3[[211}1, {}]1 &, {ae, {Sel, Se2, $e3, Sed}, alll
P1, {1} ]

4.7.4. La funcidon ParametricPlot4D

Curvas

ParametricPlot4D[alpha : {al , a2 , a3 , a4 }, {t_, t0O_, tl1 }, Ops__ Rule]

Module[{ax, al, ae, as, 1ls, dim, dim2, an, ap, bn, bp, cn, cp, dn, dp,
options},
{ax, al, ae, as, 1ls} = {Axes, Axeslength, AxesEdge, AxesStyle,
LabelStyle} /.
Flatten[{Ops}] /. Options|[ParametricPlot4D];
options =
FilterRules[{Ops},
Except[{Axes, AxesLength, AxeskEdge, AxesStyle, LabelStyle}]];
options = FilterRules[options, Options|[ParametricPlot3D]];
Show [
ParametricPlot3D[al $el + a2 $e2 + a3 $e3 + a4 Se4, {t, tO0, tl},
Boxed -> False, Axes -> False,
Evaluate[Sequence @@ options], PlotRange -> All],
Iflax,
Graphics3D[dim = Dimensions([al];
Which[dim === {2}, al = First[{#, #, #, #} & /@ {al}],
dim === {1, 2}, al = First[{#, #, #, #} & /@ alll;
dim?2 = Dimensions[ae];
Which[dim2 === {}, ae = First[{#, #, #, #} & /@ {ae}],
dim2 === {1}, ae = First[{#, #, #, #} & /@ aell;
{{an, ap}, {bn, bp}, {cn, cp}, {dn, dp}} = al;
{First[1ls],
MapThread|[
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Text [Style[#1, Italic, Last([ls]],
Scaled[.045 (Sel + $e2 + S$e3 + Sed), #21] s,
{{"=x", "y", "z", "w"}, {ap $el, bp $e2, cp $e3, dp $Sed}}l,
First[as],
Line[{{0, 0, 0}, #}] & /Q@ (1.05 {ap S$el, bp $Se2, cp $e3,
dp $ed}),
Dashed,
Line[{#, {0, 0, 0}}] & /@ (1.05 {an $el, bn $e2, cn S$e3,
dn Sed}),
MapThread[
If[#1, Tablel
Text [Style[PaddedForm[i, {2, 0}], Firstlas], Lastl[as]],
i #2171,
{i, #3[[111, #3[[211}1, {}] &, {ae, {Sel, Se2, Se3, Sed},
alt]
P10 {}] 1]

ParametricPlot4D[alpha : {{ , , , _} ..}, {t_, t0_, t1 }, Ops__ Rule] :=
Module[{ax, al, ae, as, ls, cf, dim, dim2, an, ap, bn, bp, cn, cp, dn,
dp, options},
{ax, al, ae, as, 1ls} = {Axes, Axeslength, AxesEdge, AxesStyle,
LabelStyle} /.
Flatten[{Ops}] /. Options[ParametricPlot4D];
cf = (#[[11] Sel + #[[2]] Se2 + #[[31] Se3 + #[[4]] Sed) & /@ alpha;
options =
FilterRules[{Ops},
Except[{Axes, AxesLength, AxesEdge, AxesStyle, LabelStyle}]];
options = FilterRules[options, Options[ParametricPlot3D]];
Show [
ParametricPlot3D[Evaluate[cf], {t, t0, tl}, Boxed -> False, Axes ->
False,
Evaluate[Sequence @@ options], PlotRange -> All],
If[ax, Graphics3D[dim = Dimensions[all];
Which[dim === {2}, al = First[{#, #, #, #} & /@ {al}],
dim === {1, 2}, al = First[{#, #, #, #} & /@ alll;
dim?2 = Dimensions[ae];
Which[dim2 === {}, ae = First[{#, #, #, #} & /@ {ae}],
dim2 === {1}, ae = First[{#, #, #, #} & /Q aell;
{{an, ap}, {bn, bp}, {cn, cp}, {dn, dp}} = al;
{First[ls],
MapThread[
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Text [Style[#1, Italic, Last([ls]],
Scaled[.045 (Sel + $e2 + $e3 + Sed), #2111 &,

{{"x", "y", "z", "w"}, {ap $el, bp $e2, cp $e3, dp $ed}}],

First[as],

Line[{{0, 0, 0}, #}] & /@ (1.05 {ap Sel, bp Se2, cp Se3,

dp Se4d}),
Dashed,

Line[{#, {0, 0, 0}}] & /@ (1.05 {an $el, bn $e2, cn S$e3,

dn $ed}),
MapThread[
If[#1, Tablel

Text [Style[PaddedForm[i, {2, 0}], Firstlas], Lastl[as

11,

i #2],
{i, #3[[111, #3[[211}1, {}] &, {ae, {Sel, Se2, S$e3, Sed},
al}l]
1, {3 1]
Superficies
ParametricPlot4D([x : {al , a2 , a3 , a4 }, {u, uw0 , ul }, {v_, v0O , vl },
Ops_ Rule] :=
Module[{ax, al, ae, as, ls, dim, dim2, an, ap, bn, bp, cn, cp, dn, dp,
options},
{ax, al, ae, as, 1ls} = {Axes, AxeslLength, AxesEdge, AxesStyle,

LabelStyle} /.
Flatten[{Ops}] /. Options[ParametricPlot4D];
options =

FilterRules[{Ops},

Except[{Axes, AxesLength, AxesEdge, AxesStyle, LabelStyle}]];

options = FilterRules[options, Options[ParametricPlot3D]];
Show [
ParametricPlot3D][

al Sel + a2 S$Se2 + a3 $e3 + a4 S$e4, {u, u0, ul}, {v, v0, vl},

Boxed -> False, Axes -> False,
Evaluate[Sequence @@ options], PlotRange -> All],
If[ax, Graphics3D[dim = Dimensions[all];
Which[dim === {2}, al = First[{#, #, #, #} & /@ {al}],
dim === {1, 2}, al = First[{#, #, #, #} & /@ alll;
dim?2 = Dimensions[ae];
Which([dim2 === {}, ae = First[{#, #, #, #} & /@ {ae}],
dim2 === {1}, ae = First[{#, #, #, #} & /Q aell;
{{an, ap}, {bn, bp}, {cn, cp}, {dn, dp}} = al;
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{First[1ls],
MapThread|[
Text[Style[#1, Italic, Last[ls]],
Scaled[.045 (Sel + $Se2 + $el3 + Sed), #2111 &,
"w"}, {ap $el, bp $e2, cp $e3, dp S$ed}}l],

{{"x", "y", "z",
Firstlas],
Line[{{0, 0, 0}, #}] & /@ (1.05 {ap $el, bp $e2, cp $e3,

dp Sed}),
Dashed,
Line[{#, {0, 0, 0}}] & /@ (1.05 {an S$el, bn $e2, cn $e3,

dn Sed}),
MapThread[

If[#1, Tablel

Text [Style[PaddedForm[i, {2, 0}], Firstlas], Lastl[as]],

i #2],

{i, #3[[111, #3[[211}1, {}]1 &, {ae, {Sel, $Se2, $Se3, Sed},

al}]
Pl {}] 11
ParametricpPlot4D[x : {{ , , , _}..}, {u, w0 , ul }, {v_, vO0_, vl },
Ops  Rule] :=

Module[{ax, al, ae, as, ls, dim, dim2, an, ap, bn, bp, cn, cp, dn, dp,
sf, options},
{ax, al, ae, as, 1ls} = {Axes, AxeslLength, AxesEdge, AxesStyle,
LabelStyle} /.
Flatten[{Ops}] /. Options[ParametricPlot4D];
sf = (#[[1]] Sel + #[[2]] Se2 + #[[3]] $e3 + #[[4]] Sed) & /@ x;
options =
FilterRules[{Ops},
Except[{Axes, AxesLength, AxesEdge, AxesStyle, LabelStyle}]];

options = FilterRules[options, Options[ParametricPlot3D]];
Show [
ParametricPlot3D][

Evaluate([sf], {u, u0, ul}, {v, vO0, vl},
Boxed -> False, Axes -> False,
Evaluate[Sequence @@ options], PlotRange -> All],

If[ax, Graphics3D[dim = Dimensions[all];

Which[dim === {2}, al = First[{#, #, #, #} & /@ {al}],
dim === {1, 2}, al = First[{#, #, #, #} & /@ alll;
dim2 = Dimensionslae];

Which[dim2 === {}, ae = First[{#, #, #, #} & /@ {ae}],
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dim2 === {1}, ae = First[{#, #, #, #} & /@ aell;
{{an, ap}, {bn, bp}, {cn, cp}, {dn, dp}} = al;
{First[1ls],
MapThread[
Text[Style[#1, Italic, Last([ls]],
Scaled[.045 (Sel + Se2 + $e3 + S$Sed), #2]1] &,
", "w"}, {ap $el, bp $e2, cp $e3, dp $e4d}}],

{{"x", "y", "z

Firstlas],

Line[{{0, O, 0}, #}] & /@ (1.05 {ap Sel, bp S$e2, cp $e3,
dp $Sed}),

Dashed,

Line[{#, {0, 0, 0}}] & /@ (1.05 {an $el, bn $e2, cn $e3,
dn $Sed}),

MapThread[

If[#1, Table|

Text [Style[PaddedForm([i, {2, 0}], First[as], Lastlas]],

i #2],
{1, #3[0[111, #3[[211}1, {}] &, fae, {Sel, $e2, Se3, Sed},
al}l]
Pl {3 1]
Solidos
ParametricPlot4D[x : {al , a2 , a3 , a4 }, {u, u0_, ul }, {v_, vO_, vl },

{w , wO_, wl }, Ops__ Rule] :=
Module[{ax, al, ae, as, ls, pp, du, dv, dw, opt, aux, dim, dim2, an,
ap, bn, bp, cn, cp, dn, dp, options, DirAux},
{ax, al, ae, as, 1ls, pp} = ({Axes, Axeslength, AxesEdge, AxesStyle,
LabelStyle, PlotPoints} /.
Flatten[{Ops}] /. Options[ParametricPlot4D];
If[pp === Automatic, pp = 10];
{du, dv, dw} = {(ul - u0), (vl - v0), (wl - wO)}/(pp - 1);
options =
FilterRules[{Ops},
Except[{Axes, AxesLength, AxeskEdge, AxesStyle, LabelStyle}]];
opt = FilterRules[options, {PlotStyle}] /. {PlotStyle -> d } :> d;
DirAux =
Directive[RGBColor[0.88, 0.611, 0.142],
Specularity[GrayLevel[1l], 31,
Lighting -> {{"Ambient", RGBColor[0.301, 0.224, 0.09]1},
{"Directional"”, RGBColor[0.264, 0.1833, 0.042],

ImageScaled[{0, 2, 2}1},
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{"Directional", RGBColor[0.264, 0.1833, 0.042],
ImageScaled([{2, 2, 2}1},
{"Directional", RGBColor[0.264, 0.1833, 0.042],
ImageScaled[{2, 0, 2}1}}1;
opt = Join[DirAux, Directive Q@ opt];
options = FilterRules[options, Options[Graphics3D]];
aux = Table[N[x], {u, u0, ul, du}, {v, v0, vl, dv}, {w, wO, wl, dw}];
Show [
Graphics3D[{opt, MakePolyhedrons[aux]}, Boxed -> False,
Axes -> False, Evaluate[Sequence @@ options], PlotRange -> All],
If[ax, Graphics3D[dim = Dimensions[al];
Which[dim === {2}, al = First[{#, #, #, #} & /@ {al}],
dim === {1, 2}, al = First[{#, #, #, #} & /@ alll;
dim2 = Dimensionslae];
Which[dim2 === {}, ae = First[{#, #, #, #} & /@ {ae}],
dim2 === {1}, ae = First[{#, #, #, #} & /@ aell;
{{an, ap}, {bn, bp}, {cn, cp}, {dn, dp}} = al;
{First[1ls],
MapThread[
Text [Style[#1, Italic, Last[ls]],
Scaled[.045 (Sel + $e2 + $e3 + Sed), #2]] &,
{{"x", "y", "z", "w"}, {ap $el, bp $e2, cp $e3, dp $ed}}],
First[as],
Line[{{0, 0, 0}, #}] & /@ (1.05 {ap S$el, bp $e2, cp $e3, dp $ed}),
Dashed,
Line[{#, {0, 0, 0}}] & /@ (1.05 {an $el, bn $e2, cn $e3, dn Sed}),
MapThread[
If[#1, Tablel
Text [Style[PaddedForm([i, {2, 0}], Firstlas], Lastlas]], 1 #2],
{i, #3[0[111, #3[[211}1, {}]1 &, {ae, {Sel, $e2, $e3, Sed}, all}l
Pl {}] 1]

ParametricPlot4D[x : {{ , , _, _}..}, {u, w0, ul }, {v_, vO0_, vl },
{w , wO , wl }, Ops___ Rule] :=
Module[{ax, al, ae, as, ls, pp, du, dv, dw, opt, aux, dim, dim2, an,

ap, bn, bp, cn, cp, dn, dp, options, DirAux, n = Length[x]},

{ax, al, ae, as, 1ls, pp} = {Axes, AxesLength, AxeskEdge, AxesStyle,
LabelStyle, PlotPoints} /.

Flatten[{Ops}] /. Options|[ParametricPlot4D];
If[pp === Automatic, pp = 10];
{du, dv, dw} = {(ul - u0), (vl - v0), (wl - w0)}/(pp - 1);
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options =
FilterRules[{Ops},
Except[{Axes, AxesLength, AxesEdge, AxesStyle, LabelStyle}]];

opt FilterRules[options, {PlotStyle}] /. {PlotStyle -> d } :> d;
opt = cyclestyles[opt, n];
options = FilterRules[options, Options[Graphics3D]];

aux = Table[N[#], {u, u0, ul, du}, {v, vO0, vl1l, dv}, {w, wO, wl, dw}]& /@

X7
Show [
MapThread[Graphics3D[{#1, MakePolyhedrons[#2]}, Boxed -> False,
Axes -> False, Evaluate[Sequence @@ options], PlotRange -> Allls&, {opt,
aux}],

If[ax, Graphics3D[dim = Dimensions[al];
Which[dim === {2}, al = First[{#, #, #, #} & /@ {al}],
dim === {1, 2}, al = First[{#, #, #, #} & /@ alll;
dim2 = Dimensions[ae];
Which[dim2 === {}, ae = First[{#, #, #, #} & /@ {ae}],
dim2 === {1}, ae = First[{#, #, #, #} & /@ aell;
{{an, ap}, {bn, bp}, {cn, cp}, {dn, dp}} = al;
{First[1ls],
MapThread|[
Text [Style[#1, Italic, Last([ls]],
Scaled[.045 (Sel + S$Se2 + $e3 + Sed), #2111 &,
", "w"}, {ap $el, bp $e2, cp $e3, dp $ed}}l,

{{"=", "y", "z
First[as],
Line[{{0, 0, 0}, #}] & /@ (1.05 {ap $el, bp $e2, cp $e3, dp $ed}),
Dashed,
Line[{#, {0, 0, 0}}] & /@ (1.05 {an $el, bn $e2, cn $e3, dn Sed}),
MapThread|[
If[#1, Table|
Text[Style[PaddedForm[i, {2, 0}], Firstlas], Lastlas]], 1 #21],
{i, #3[0[111, #3[[211}1, {}]1 &, {ae, {Sel, Se2, $e3, Sed}, alll

P, {}] 1]

48. EJEMPLOS

Para obtener las gréficas que se muestra en este apartado es preciso copiar los cddigos del
apartado previo y luego ejecutar cada uno de ellos presionando simultdneamente las teclas
SHIFT+ENTER.
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Mathematica

Gréficas de puntos, lineas, flechas y un poligono con Graphics4D.

Graphics4D[{Green, Thick, Line[{{0,0,0,0}, {1,0, —1,0}}], Line[{{0,0,0,0},{1,0,1,0}}],
Red, Arrowheads[0.05], Arrow | Tube[{{1,0,1,0}, {1,0,~1,0}},0.015] |,

Blue, PointSize[0.03], Point[{1,0,1,0}], Point[{1,0, —1,0}], Point[{0,0,0,0}],
{Pink, Polygon[{{0,0,0,0}, {1,0,—1,03}, {1,0,1,0}},
VertexColors — {Red, Green, Blue}|}}, AxesLength — {—1,1},
Axes — True, AxesEdge — True, PlotRange—> All],
Ver Figura 32

Al

Figura 32. Uso de Graphics4D para graficar primitivas.

Mathematica

Gréfica del solido w = x? + y? + z2 con Plot4D.

Plot4D[x? + y? + z%,{x,—1,1},{y,—1,1},{z,—1,1}]
Ver Figura 33

Mathematica

-

Gréfica de la curva a(t) = (cos(j—g),sen(‘%), cos(\z/—g), sen(f/—%)) con ParametricPlot4D.

ParametricPlot4D [{Cos[%], Sin[%], Cos[2 %], Sin[2 %]}, {u, 0,57}, AxesLength — {—1,2}]

Ver Figura 34




e ™~ X
1 | -
1

Figura 33. Uso de Plot4D para graficar sélidos.

W

Figura 34. Uso de Parametric4D para graficar superficies.

Mathematica

-

Gréfica de la superficie x(u, v) = (u, v,u? + v?, —2uw) con ParametricPlot4D.

ParametricPlot4D[{u, v, u? + v?, —2uv}, {u, —1,1}, {v, —1,1}, PlotPoints — 15,
PlotStyle — Directive[Opacity[0.8]], AxesLength — {—3,3}]
Ver Figura 35

Mathematica

Gréfica del sélido x(u, v, w) = (u? — v?, 2uv, w, u) con ParametricPlot4D.

ParametricPlot4D[{u, v, u? + v?, —2uv}, {u, —1,1}, {v, —1,1}, PlotPoints - 15,
PlotStyle — Directive[Opacity[0.8]], AxesLength — {—3,3}]
Ver Figura 35
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Figura 36. Uso de Parametric4D para graficar sélidos.
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CONCLUSIONES

1. Se establecio los fundamentos matematicos en la elaboracion de modelos para visualizar objetos
del espacio euclidiano tetradimensional, esto es, la submersion, la base apdcrifa y las matrices
de rotacion. La submersidn posee una matriz asociada cuyas columnas estan constituidas por los
vectores de base apocrifa. Al aplicarse la submersion a un punto cualquiera del espacio
euclidiano tetradimensional se consigue obtener su respectiva proyeccion sobre el espacio
euclidiano tridimensional. Si se tiene un conjunto de puntos del espacio euclidiano
tetradimensional y se les aplica submersion se obtendra la proyeccién de dicho conjunto que
podria ser: una curva, una superficie o un sélido. Finalmente, las matrices de rotacion permiten
obtener una simulacién del cambio de puntos de vista de algin subconjunto de puntos especifico.

2. Se extendi6 el modelo bidimensional mas comun para visualizar objetos del espacio euclidiano
tridimensional a un modelo tridimensional para visualizar objetos del espacio euclidiano
tetradimensional.

3. Se definié analiticamente el modelo tridimensional para visualizar objetos del espacio euclidiano
tetradimensional, obtenido a partir de la extension del modelo bidimensional mas comdn para
visualizar objetos del espacio euclidiano tridimensional, y otros modelos.

4. Se visualizaron puntos, curvas, superficies y solidos en los modelos elaborados.

5. Se simuld diferentes puntos de vista de los objetos del espacio euclidiano tetradimensional en
los modelos elaborados.

6. Se automatizO las interpretaciones geométricas de los resultados obtenidos con ayuda del

software Wolfram Mathematica.
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RECOMENDACIONES

Se hace las siguientes recomendaciones:

1. Incluir los resultados obtenidos en el dictado del curso de geometria diferencial.

2. Realizar una investigacion similar a la de este trabajo con un software libre.

3. Utilizar una computadora de caracteristicas superiores a una Intel(R) Core(TM) i7-6500U CPU
@ 2.50GHz 2.60 GHZ para ejecutar los ejemplos mostrados en este trabajo.
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ANEXOS



ANEXO 1

Titulo: FUNDAMENTOS MATEMATICOS EN LA ELABORACION DE MODELOS PARA VISUALIZAR
OBJETOS DEL ESPACIO EUCLIDIANO TETRADIMENSIONAL

Nombre del tesista: Emanuel Enrique Sobrino Merino

Problemas

Objetivos

Hipotesis

Metodologia

General

¢ Serd posible establecer los

fundamentos matematicos en la

elaboracion de modelos para
visualizar objetos del espacio
euclidiano tetradimensional?

Especificos

1. ¢Seraposible extender el
modelo bidimensional mas
comun para visualizar
objetos del espacio
euclidiano tridimensional a
un modelo tridimensional
para visualizar objetos del
espacio euclidiano
tetradimensional?

2. ¢Sera posible definir
analiticamente el modelo
tridimensional para
visualizar objetos del
espacio euclidiano
tetradimensional, obtenido
a partir de la extension del
modelo bidimensional mas
comun para visualizar
objetos del espacio

General

Establecer los fundamentos

matematicos en la elaboracion

de modelos para visualizar
objetos del espacio euclidiano
tetradimensional.

Especificos

1. Extender el modelo
bidimensional méas comin
para visualizar objetos del
espacio euclidiano
tridimensional a un modelo
tridimensional para
visualizar objetos del
espacio euclidiano
tetradimensional.

2. Definir analiticamente el
modelo tridimensional para
visualizar objetos del
espacio euclidiano
tetradimensional, obtenido
a partir de la extension del
modelo bidimensional mas
comun para visualizar
objetos del espacio
euclidiano tridimensional, y
otros modelos.

General
Es posible Establecer los fundamentos

matematicos en la elaboracion de modelos

para visualizar objetos del espacio
euclidiano tetradimensional.

Especificos

1.

Es posible extender el modelo
bidimensional mas com(n para
visualizar objetos del espacio
euclidiano tridimensional a un
modelo tridimensional para visualizar
objetos del espacio euclidiano
tetradimensional.

Es posible definir analiticamente el
modelo tridimensional para visualizar
objetos del espacio euclidiano
tetradimensional, obtenido a partir de
la extension del modelo
bidimensional mas com(n para
visualizar objetos del espacio
euclidiano tridimensional, y otros
modelos.

3. Es posible visualizar puntos, curvas,
superficies y sélidos en los modelos
elaborados.

4. Es posible simular diferentes puntos

de vista de los objetos del espacio

Métodos

Extender el modelo bidimensional
mas comun para visualizar objetos del
espacio euclidiano tridimensional a
un modelo tridimensional para
visualizar objetos del espacio
euclidiano tetradimensional.

Definir analiticamente el modelo
tridimensional para visualizar objetos
del espacio euclidiano
tetradimensional, obtenido a partir de
la extension del modelo
bidimensional méas comin para
visualizar objetos del espacio
euclidiano tridimensional, y otros
modelos.

Visualizar puntos, curvas, superficies
y s6lidos en los modelos elaborados.
Simular diferentes puntos de vista de
los objetos del espacio euclidiano
tetradimensional en los modelos
elaborados.

Automatizar las interpretaciones
geométricas de los resultados
obtenidos con ayuda del software
Wolfram Mathematica.




euclidiano tridimensional, y
otros modelos?

¢Sera posible visualizar
puntos, curvas, superficies
y solidos en los modelos
elaborados?

¢Sera posible simular
diferentes puntos de vista
de los objetos del espacio
euclidiano tetradimensional
en los modelos elaborados?
¢Serd posible automatizar
las interpretaciones
geométricas de los re-
sultados obtenidos con
ayuda del software
Wolfram Mathematica?

Visualizar puntos, curvas,
superficies y sélidos e en
los modelos elaborados.
Simular diferentes puntos
de vista de los objetos del
espacio euclidiano
tetradimensional en los
modelos elaborados.
Automatizar las interpreta-
ciones geométricas de los
resultados obtenidos con
ayuda del software
Wolfram Mathematica.

euclidiano tetradimensional en los
modelos elaborados.

5. Es posible automatizar las interpreta-
ciones geométricas de los resultados
obtenidos con ayuda del software
Wolfram Mathematica.

Justificacion

Este trabajo se realizara porgue no se han

encontrado los fundamentos matematicos

en los que se basa la elaboracién de los
diversos modelos utilizados para
visualizar objetos del espacio euclidiano
tetradimensional.

Importancia

Este trabajo se realizaré para establecer

los fundamentos matematicos en la

elaboracion de modelos para visualizar
objetos del espacio euclidiano
tetradimensional.
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