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RESUMEN

Este trabajo de grado se presenta como una herramienta bibliografica orientada a estudiantes de
célculo vectorial y geometria analitica que se encuentren interesados en las ecuaciones
paramétricas, mostrando un estudio de algunas curvas planas definidas como lugares geométricos.
Teniendo en cuenta la poca variedad de ejemplos que se muestran usualmente en los libros de
texto, se disena este documento de tal forma que se amplie el conocimiento de otras curvas planas
de la siguiente forma: (1) ligera revision histérica de la curva en cuestion, (2) definicién y
construccién geométrica empleando el software de geometria dindmica Geogebra, y (3) los pasos
para la obtencién de las ecuaciones paramétricas de la curva. A modo de facilitar la visualizacién
y exploraciéon de propiedades de cada curva, se crea también un repositorio digital que permite
controlar algunos parametros asociados a su trazo, forma y tamafo. Se espera asi que este trabajo
sirva como una referencia rapida y una ventana hacia el estudio de otras propiedades generales de

las curvas planas y de las ecuaciones paramétricas.

Palabras clave: ecuaciones paramétricas, lugar geométrico, curvas planas, geometria analitica,

calculo, Geogebra

ABSTRACT

This document is presented as a bibliographic tool aimed at students of vector calculus and
analytical geometry who are interested in parametric equations, showing a study of some plane
curves being defined as a locus. Considering the limited variety of examples that are usually shown
in math textbooks, this document is designed in such a way that the knowledge of different plane
curves is expanded as follows: (1) slight historical revision of the curve, (2) definition and geometric
construction using the dynamic geometry software Geogebra, and (3) the steps to obtain the
parametric equations of the curve. To facilitate the visualization and exploration of the properties
of each curve, a digital repository is also created that allows controlling some of the parameters
associated with its trace, shape and size. It is thus hoped that this work serves as a quick reading
reference and as a window towards the study of other general properties of plane curves and

parametric equations.

Keywords: parametric equations, locus, plane curves, analytical geometry, calculus, Geogebra
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1. Introduccion

Este trabajo de grado presenta el estudio de algunas curvas planas que han surgido, usual-
mente, gracias a los procesos de exploracion, representacion, modelacion por parte de cientifi-
cos. A lo largo de la historia se han creado artefactos mecénicos y gréaficos cuidadosamente
elaborados, recreando curvas que satisfacieran condiciones geométricas especificas involu-
crando el movimiento de los objetos geométricos. No obstante, poner la idea en marcha de
estas configuraciones en algunos casos ha sido por serendipia, entendida como esos hallazgos
inesperados o accidentales que ocurren al estudiar otros campos de las ciencias: por ejemplo,
la observacién de la forma de una flor, o ligeras variaciones del movimiento de un disco o

engranaje en el diseno de maquinas.

En cualquier caso, el papel central de este documento es la creacion de estas curvas a partir
del movimiento de figuras geométricas bajo condiciones especificas en el plano. Para esto,
teniendo en cuenta la disponibilidad de software de geometria dinamica, la facilidad que
brinda prescindir de objetos fisicos permite revisar las formas de construir curvas y estudiar

caracteristicas sobre las mismas, siendo las ecuaciones paramétricas una de ellas.

Inicialmente, se abordan como preliminares algunos resultados basicos de la geometria analiti-
ca que seran utilizados en secciones posteriores. Luego, se aborda la deduccion de las ecua-
ciones paramétricas de varias curvas planas a partir de su definicion como lugar geométrico,

no sin antes presentar una revision suscinta de tipo historico.

Se espera asi que este trabajo sirva como una referencia de consulta para definiciones
geométricas de curvas planas, y a la vez, de sus expresiones paramétricas que sirvan pa-

ra el estudio de otras propiedades geométricas de las mismas.



2. Justificacion

Este trabajo surge en el marco de las actividades del curso de geometria analitica al abordar el
estudio de curvas planas. Al realizar una revisiéon documental de distintos libros de geometria
analitica y célculo vectorial, se evidencia que hay pocos ejemplos entorno a la variedad de
curvas planas presentadas, o que centran su atencién principalmente en resultados de las

secclones conicas.

Bajo esta premisa, se propuso desarrollar un recurso bibliografico que contenga un estudio
de curvas planas partiendo de definiciones como lugar geométrico junto con la deduccion de
sus ecuaciones paramétricas; todo con el animo de ampliar el espectro de curvas conocidas

que se abordan cominmente en estos cursos.

Es implicito también, revisar la importancia del estudio de curvas planas en la evolucién
de las matematicas, pues han sido fuente de motivacién para la conformacién de nuevas
teorias que han permitido desarrollar otras estrategias frente a cémo pensar un problema

matematico.



3. Objetivos

A continuacién se presentan los objetivos para el desarrollo de la monografia:

Objetivo general

Elaborar un recurso bibliografico que aborde la deduccién de ecuaciones paramétricas de

curvas planas definidas a partir de lugares geométricos.

Objetivos especificos

= Realizar una revision y recopilacion del estudio de curvas planas presentes en libros de

texto de geometria, de calculo y memorias de eventos.

= Realizar su construccién geométrica a partir de una definicién como lugar geométrico,

empleando software de geometria dinamica.
» Deducir las ecuaciones paramétricas de las curvas construidas.

» Elaborar un recurso bibliografico en donde se recopilen las curvas construidas y las

deducciones de sus ecuaciones paramétricas.



4. Preliminares

Teniendo en cuenta que se estudiardn curvas planas, es necesario presentar algunas genera-
lidades. La informacién que se muestra a continuacion proviene de Spivak(1988) y Lehmann

(1989).

4.1. Espacio Euclideo

Definicién 1. Un espacio euclideo n-dimensional R™ consiste de un conjunto de todas las
n-tuplas

R"™ ={(x1,...,2,) | z; es un nimero real para j =1,...,n} (4-1)
El congunto definido por R? es frecuentemente llamado plano.

Los elementos de R™ representan puntos en el espacio n-dimensional, y vectores de posicion.
Consecuentemente, R™ es un espacio vectorial luego operaciones de adicion y multiplicacion
escalar estan definidas. Adn mas, operaciones en este conjunto como la distancia y otras

propiedades vectoriales también son bien definidas.

Centrando la atencién sobre R2, las duplas de este conjunto usualmente se representan bajo

(x,y) y representan las coordenadas de un punto sobre un plano cartesiano.

4.2. Ecuacidn cartesiana

Definicién 2. Una ecuacion cartesiana representa un subconjunto S de un espacio euclideo
n-dimensional de la forma:

S f(l‘l,l‘g, ,[L’n) =0 (4—2)
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La expresion de la izquierda es alguna expresion de las coordenadas cartesianas xy, s, . . . , Ty,.
Las n-tuplas de los nimeros (x1, s, ..., x,) que satisfacen la ecuacién, son coordenadas de

los puntos de S.

Teniendo en cuenta que se aborda el estudio de curvas sobre un plano euclideo, estas

ecuaciones cartesianas son de la forma:
C: flz,y) = (4-3)

4.3. Lugar geométrico en el plano

En el estudio de la geometria analitica, se tienen en cuenta dos problemas fundamentales

(Lehmann, |1989} p. 32):

[. Dada una ecuacién, esta se interpreta geométricamente: la construccion de su grafica

correspondiente y detalles caracteristicos importantes de esta.

II. Dada una figura geométrica o las condiciones que cumplan los puntos de la misma,

determinar la expresion algebraica que la caracteriza.

Sabiendo que z y y son valores reales, y que (x,y) representan las coordenadas de un punto

en plano, se presenta la siguiente definicién:

Definicién 3. Un lugar geométrico es el conjunto de puntos y solamente aquellos puntos que
estan determinados por una o varias condiciones especificas. Cuando estos puntos satisfacen

la ecuacion (4-3), se denominan lugar geométrico o también grdfica de la ecuacion.
Otra definicién importante que apoya la anterior es la siguiente:

Definicién 4. cualquier punto cuyas coordenadas satisfagan la ecuacién (4-3|) pertenecen al

lugar geométrico de esta.

Estas dos definiciones establecen directamente una relacién entre representaciones analiticas
y graficas, en donde se involucran procesos como la interpretacion, el computo y el trazado

segun el tipo de expresion.
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4.4. Ecuaciones paramétricas de curvas planas

Un lugar geométrico que satisface f(z,y) = 0 suele representar una curva plana C'. Esta
expresion analitica también puede ser caracterizada a través de un par de ecuaciones de tal

forma que = y y sean funcién de una tercera variable 6 (llamado parametro):

Definicién 5. Sea C' un conjunto de puntos P(x,y) cuyas coordenadas x yy estdn definidas

por las expresiones

z=x(0) ; y=y0) ; a<0<b (4-4)

en donde x(0) y y(0) son continuas sobre [a,b]. Estas ecuaciones determinan una parame-

trizacion de la curva plana C.

Las expresiones en (4-4)) se denominan ecuaciones paramétricas de la curva. Ademas, cual-
quier punto P(x,y) cuyas coordenadas x y y sean calculadas mediante estas ecuaciones se
denomina punto de la curva C. De esta forma, un punto P(z(f),y(6)), o mas bien, P(f) se

llama punto de la curva C respecto al valor del pardmetro 6.

Una de las ventajas de usar este tipo de ecuaciones es que muestran la posicién de P para un
valor especifico 6 y su direccion del movimiento. En contraste con las ecuaciones cartesianas,
no es posible determinar a partir de ellas la direccién del trazado o la posicién especifica en un
momento dado. Por otro lado, las ecuaciones paramétricas vienen con una desventaja y es que
el lugar geométrico adquiere mas de una forma de describirse analiticamente: dependiendo

del punto de partida o direccién del trazado, sus ecuaciones cambian.

4.5. Coordenadas polares y ecuaciones polares

El sistema de coordenadas polares usa distancias y angulos para ubicar puntos en el plano.
Basicamente, se escoge un punto fijo O y se traza un rayo con origen sobre ese punto:
estos son los objetos de referencia, el punto se denomina polo, y el rayo eje polar. Ahora, es
posible establecer la coordenada de cualquier punto en el plano de la forma P(r,§) donde r

corresponde a la distancia de O a P, y @ es el dngulo formado entre el eje polar y OP.
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El dngulo @ recibe el nombre de dngulo polar, mientras que OP se llama distancia radial o
radio vector. Por convencién, los angulos son medidos de forma positiva en sentido contrario
a las agujas del reloj, y los valores de r < 0 corresponden a un cambio de direccién (el punto
se ubica en el rayo opuesto al punto con radio | r |).

Una ecuacién que describa el comportamiento de una curva empleando coordenadas polares,
se denomina ecuacién polar. Debido a la naturaleza circular del sistema, curvas con un
comportamiento de este estilo como espirales o rosas poseen una expresion mas simple en

comparacion con el sistema cartesiano.

Definicién 6. Sea f una funcién definida en un intervalo [a, b]. El conjunto de puntos P(r, 0)

que satisfacen r = f(6) se denomina ecuacién polar

4.6. Relacion entre coordenadas cartesianas y polares

Las coordenadas polares pueden ser cambiadas a coordenadas cartesianas y viceversa. La

conexion entre estos dos sistemas de coordenadas se muestra en la figura.

P(r,0)
P(z,y)

rsinfd

7 cosf

Figura 4-1: Conexién entre sistemas coordenados cartesiano y polar

a. Para cambiar de coordenadas polares a cartesianas, se usan las ecuaciones:

r=rcosf ; y=rsenf

b. Para cambiar de coordenadas cartesianas a polares, se usan las ecuaciones:

r? =2+t tang = 7 (x #0)
x



5. Estudio de curvas

5.1. Circunferencia

Es la curva mas antigua de la que se tiene registro, y cuyos hallazgos muestran un desa-
rrollo aritmético primitivo. Del latin circum (alrededor de) y ferre, (cargar), literalmente
“cargar alrededor” (Schwartzman, 1994)|]. Si bien hay registros de la palabra alrededor del
siglo I (Folkerts, 2005, p. 151), no fue sino hasta la época medieval que se vié la necesidad
de distinguir la linea que encierra al circulo. Los trabajos mas antiguos que involucran cir-
cunferencias datan de los babilonios en el desarrollo de la rueda y mediciones astronémicas
(quizé inspirados por la observacién celeste de la Luna y el Sol). El estudio de esta curva ha
permitido el desarrollo de la geometria, la astronomia y el calculo, siendo también fuente de
inspiracion en el arte hasta el punto de pensarse en la Edad Media como sinénimo de divino
o perfeccién (de ahi las pinturas con el halo sobre la cabeza).

La definicion de circunferencia, se presenta en Los Elementos de Euclides: E]

[Definicién 15] Un circulo es una figura plana limitada por una linea curva
que se llama circunferencia, respecto de la cual las rectas que sobre ella inciden
desde uno de los puntos colocado en el interior de la figura son iguales entre si.

[Definicién 16] Dicho punto es llamado centro del circulo.

Basados en estas dos definiciones, se construye la definicién actual de circunferencia:

1 Cualquier nota de tipo etimoldgica que se muestre de aqui en adelante, es a partir de este autor.
2 Euclides usa un término que hace més referencia a periferia como nocién de circunferencia segin un

fragmento de texto de Los Elementos encontrado en las ruinas de Herculaneum (Russo|, [2003, p. 321).

Las versiones modernas de Los Elementos incluyen la definiciéon de circunferencia en la de circulo.
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Definicién 1. Una circunferencia es el lugar geométrico de los puntos de un plano que

equidistan a otro punto llamado centro.

Dicho de otra forma, es el conjunto de puntos del plano P(z,y) que estdn a una distancia r
de un centro C(h, k). Esto se expresa matemdticamente como:
|CP|=r (5-1)
Para desarrollar esta expresién, se usa el teorema de la distancia entre dos puntos y un poco
de zilgebraﬂ7 llegando a la expresién general de una circunferencia:
(x—h)?*+(y—k)?=r? (5-2)
Aligual que con la geometria sintética, todo lo que se necesita para obtener una circunferencia
son el centro y el radio; en este caso, las coordenadas del centro y la longitud del radio. Para

el caso en que la circunferencia estd centrada en el origen, es decir h = k = 0, la ecuacién

queda reducida a la forma 2 + y? = 12,

Por otro lado, una definiciéon mas mecanica de la circunferencia podria ser la siguiente:

Definicién alternativa. La circunferencia es el lugar geométrico que determina un Seg-

mento al girar en el plano sobre uno de sus extremos manteniéndose fijo.

Figura 5-1

Siendo C'P con C fijo sobre el cual gira el segmento, tricese C@ de tal forma que sea pararela

con el eje X, y llamese 6 a la medida del angulo determinado por ZBC'P donde se evidencia

3Para detalles paso a paso, basta con tomar cualquier texto de geometria analitica.
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que 6 € [0,27]. Por otro lado, sean A y D los pies de las perpendiculares de C'y P respecto
al eje X, y E el punto de corte entre C@ y W Se sabe que ZC'E'P es recto por ser angulo
correspondiente con ZODP, y por consiguiente se deduce que AECP es rectangulo y que
OADEC es rectangulo, luego AC' = DE y AD = CE. De esta forma, se obtiene:

z2=0D=0A+AD =0A+CFE =h+rcosf
y=DP=DE+EP=AC+ EP =k+rsenf

Luego, las ecuaciones paramétricas de la circunferencia son:

’xzh—i—rcos@ ; y=k+rsenf (5-3)

Ademas, la circunferencia permite una parametrizacion racional realizando la sustitucién de

Euler-Weierstrasg’, donde ¢ = tan(6/2):

r(l—t) 2rt

_pe Y gt
S T S )

(5-4)

en donde t € R y cuyos puntos en el infinito (es decir, cuando ¢ tiende a valores muy grandes

y muy pequenos) se ubican en M (h —r, k)

4 Ver Anexo B
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5.2. Parabola

El trabajo mas antiguo que se conoce de la parabola se le atribuye a Menecmo, y data del siglo
IV a.C. (Smith, 1923a, p. 92) al estudiar uno de los tres problemas clasicos de la geometriaﬂ
Sin embargo, la curva recibe su nombre por Apolonio de Perge (Rosenfeld, [s.f., p. 11) en
su trabajo acerca de las cénicas en la Proposicién 11: del griego para (junto con, cercano
a) y ballein (lanzar), literalmente “lo que es cercano a lanzar”. Desde la Antigua Grecia
se estudiaron las propiedades geométricas de la parabola donde se destacan los trabajos de
Aristételes y Pappus como los primeros tratados de 6ptica (Russo, 2003, p. 57) que siglos
mas tarde retomarian matematicos para el diseno de telescopios, y varias aplicaciones en la

fisica y la ingenieria.

La definicion de parabola como lugar geométrico es:

Definicién 2. Una pardbola es el conjunto de puntos de un plano que equidistan de un punto

fijo (foco) a una recta (directriz).

Para hallar las expresiones analiticas de la parabola, llamense F' y [ al foco y directriz de
la parabola, respectivamente. El punto ubicado a la mitad de la distancia entre la recta
directriz y el foco se denomina vértice de la pardbola, y por definicién, esta hace parte de la
parabola. Por conveniencia, ubiquese este vértice en el origen del plano coordenado, y sea
F(p,0). Por definicién se sabe que la recta directriz debe ser = —p. Sea P(z,y) un punto
cualquiera de la pardbola, tracese PA de tal forma que PA L I.

Se tiene entonces que el conjunto de puntos P que determinan la parabola deben cumplir:
| AP |=| FP | (5-5)
Por el teorema de la distancia, se sabe que:
| FP|=+/(z —p)* + ¢
Y también:

| AP [=|z —(=p) |=[z+p|

5 Triseccién de un 4ngulo, cuadratura del circulo y duplicacién del cubo, todos ellos usando tnicamente

regla y compaés.
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Figura 5-2

Por lo tanto, la condicién geométrica en (5-5)) queda expresada analiticamente de la forma:
|z +pl= V(e —p)?+y (5-6)

Realizando las operaciones necesarias, se concluye que la ecuacion buscada es:
y* = dpx (5-7)
De esta ecuacion, se sabe que si p > 0 la parabola abre a la derecha; si p < 0 la parabola abre

a la izquierda. Usando el mismo procedimiento puede deducirse la ecuacion de la pardbola

vertical:

x? = 4dpy (5-8)

De la misma forma, si p > 0 la parabola abre hacia arriba; si p < 0 la pardbola abre hacia
abajo. Realizando las sustituciones x = 2’4+ h y y = 3/ +k que corresponden a una traslacion,

se obtienen las ecuaciones de la pardbola con centro (h, k):
(y — k)* = 4p(z — h) (5-9)
(x = h)* = 4p(y — ) (5-10)
Por otro lado, para obtener las ecuaciones paramétricas de la pardbola, sea F'(—p,0) el

punto de corte de [ con el eje X, y llamese 6 a la medida de ZF'FA como se muestra en

[6-2] Se sabe que [ es perpendicular al eje X, luego AFF’A es rectangulo. Ahora, trécese el
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pie de la perpendicular B de P en el eje X, se tiene que AF BP también es rectangulo.

Sea también AFPA. Por definicion, AP = FP |,y por consiguiente AFPA es isosceles.
— —
Como jﬁ L1y F'F 11, se deduce que F'F || fﬁ Luego, ZPAF = /F'FA por ser

angulos alternos internos, y por ser tridangulo isosceles ZPAF = ZAF P. Por lo tanto:
T=20+/PFB <+— /PFB=m—20

Luego, por relaciones trigonométricas se obtiene:

t=VB=VF+FB=p+ BP-cot(r — 26)

y=BP=FA=FUF- -tanf =2ptan

Resolviendo la expresion para x:

cos(m — 20) — cos(20)
= 2 —20) = 2 —_— | = 2 —
x=p+2ptanfcot(m —20) =p+ ptan@(sen(ﬂ_29)> P+ ptané’( sen(20)

+ 9ptand sen? ) — cos? 0 + 9ptand sen @ cos 0
= an = an —
p P 2sen 6 cos 6 P P 2cosf 2sent

=p+ptan’d —p = ptan®d

Se concluye esta forma que las ecuaciones paramétricas de la parabola son:

r=ptan®’d ; y=2ptand (5-11)

Haciendo la sustitucion ¢t = tan 6, la parametrizacion toma la forma:

z=pt* ;. y=2pt (5-12)

Un detalle a tener en cuenta es que esta parametrizacion corresponde a una parabola cuyo
eje es horizontal. En cambio, si se desea que tenga eje vertical basta con intercambiar las

parametrizaciones de x y .
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5.3. Elipse

Recibe este nombre gracias a Apolonio de Perge, del griego elleipsis que significa “que queda
corto”. En su tratado sobre las cénicas, en el Libro I - Proposicién 13, Apolonio define la
elipse a partir del angulo de corte del plano: cuando este es menor que el dangulo del cono,
la seccién “se queda Corta”ﬂ La elipse es una figura muy recurrente en fisica, ingenieria, y

especialmente en astronomia.

Figura 5-3: A la izquierda, se muestran elipses como modelos de trayectoria de varios cuer-
pos celestes del Sistema Solar. A la derecha, la caAmara de susurros de la Estacion
Gran Central de la ciudad de Nueva York: lo que se diga en las esquinas ubi-
cadas diagonalmente, se escucha en la otra a pesar de los 15m que las separa.
El arquitecto Rafael Gustavino disené la camara inspirado en las propiedades

acusticas de la elipse.

La definicién de elipse como lugar geométrico es la siguiente:

Definicién 3. Una elipse es el conjunto de puntos del plano tal que la suma de las distancias

a dos puntos de ese plano (llamados focos) es constante.

Para deducir la expresion analitica de la elipse, sean F'y F’ los focos de la elipse situados
sobre el eje X, con coordenadas F(c,0) y F'(—c,0). Sea V(a,0) uno de los vértices de la

elipse, se tiene que:

6 Es de resaltar que la forma en que Apolonio “define” las cénicas viene siendo més una descripcién, v es
demasiado larga para los estandares actuales. La razon es que muchas de sus proposiciones son hechas a

través de palabras, sin ningtin simbolo que acorte o condense sus afirmaciones.
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|F'V|=a—(-¢c)=a+c

|[FV|=a—-c¢
P(xy)
V'(-a, / V(a,0)
F(-c,0) F(c,0)
Figura 5-4

Luego, la suma de las distancias de los focos al vértice es (a + ¢) + (a — ¢) = 2a. Sea P(x,y)
el conjunto de puntos de la elipse, y sabiendo que V'(a, 0) hace parte de la elipse, la suma de
las distancias a cualquier punto P(z,y) es 2a. Por lo tanto, siguiendo la definicién de elipse

se tiene que:

|FP| + |F'P| = 2a (5-13)

Usando el teorema de la distancia:
FPl= /@ — o) + ¢

PPl =@+ P+

De manera que la condicién geométrica de forma analitica es:

Ve =) +y?+(x+e)? +y?=2a (5-14)

Elevando al cuadrado y simplificando términos, se obtiene la ecuacion:

7*(a* — ) + a*y? = a*(a® — &) (5-15)

Sea b? = a? — 2. A partir de AFPF’ puede deducirse que la suma de las distancias de P a
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los focos es mayor que la distancia entre los focoﬂ, es decir 2a > 2c, luego se tiene que a > ¢

y a? — ¢ > 0. De esta manera, se obtiene la ecuacién més conocida de la elipse:
2 2
T Y
——l—ﬁzl ; a>b>0 (5-16)
Realizando las sustituciones z = 2’ + h y y = ¢/ + k, se obtienen las ecuaciones de la elipse

con centro (h, k):

(x — h)? N (y — k)?

a? b2

=1 (5-17)

Esta ecuacion corresponde a una elipse con eje focal paralelo al eje X; en caso de una elipse
con eje focal pararelo al eje Y, los denominadores a? y b? se intercambian. El valor de a
corresponde a la longitud del semieje mayor, el valor de b al semieje menor, y el valor de ¢

es la distancia del foco al centro de la elipse.

Figura 5-5: A la izquierda, la ecuacién (z — h)?/a® + (y — k)?/b* = 1. A la derecha, la
ecuacion (z — h)?/b* + (y — k)?/a® = 1. Nétese la diferencia al intercambiar los

valores de a y b en los denominadores.

Por otro lado, una definicion alternativa de la elipse podria ser la siguiente:

Definicién alternativa. Sean dos circunferencias concéntricas y un rayo que gira alrededor
de su centro. Siendo A y B los puntos de corte del rayo con las circunferencias, trdcese [y
paralela al eje Y por A, y ly paralela al eje X por B. Luego, el lugar geométrico de los puntos

P(z,y) que corresponden a la interseccion de ly y ly se denomina elipse.

Para hallar las ecuaciones paramétricas de la elipse, ubiquese el centro de las circunferencias

de radio a y b en el origen, de tal forma que A y B se encuentran en la circunferencia

"Teorema de la desigualdad triangular



5.3 Elipse 31

\

B
e
O
D

Figura 5-6

de radio mayor y menor, respectivamente. Llamese 6 al angulo de giro del rayo respecto
al eje X, y sean D y E el pie de la perpendicular de B y el punto de corte de l; con el
eje X, respectivamente. Se determina [JDEPB, de donde se deduce que es paralelogramo y
rectangulo, luego EP = DB. De esta forma, siendo ACDB y ACE A recténgulos, se deduce

por relaciones trigonométricas que:

x=CFE =acosf y=FEP=DB ="bsenf

Es decir, las parametrizaciones de la elipse son de la forma:

x=acos ; y=bsenf (5-18)

Un punto a tener en cuenta es que en la parametrizacion se considerd a > b, luego la elipse
trazada es horizontal. Si se desea una elipse vertical, basta con intercambiar los valores de a
y b de las ecuaciones. Teniendo en cuenta su similitud con la circunferencia, una parametri-
zacién racional de la elipse es de la forma:

2at b(1 —t?)
T=7—07 ; Y=——7"
1+ t2 1+ ¢2

(5-19)

haciendo la sustitucion de Euler - Weierstrass. Notese también que cuando a = b, las para-

metrizaciones equivalen a las de la circunferencia.
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5.4. Hipérbola

El primer registro de trabajos de la hipérbola es por parte de Menecmo, es sus investigaciones
relacionadas con el problema de Delos (duplicacién del volumen del cubo). Se referia a ella
como “secciones de conos obtusos”. Apolonio fue quien le acuné el nombre de hipérbola en
su tratado sobre las cénicas en el Libro I - Proposicién 12, siendo huper (sobre, encima)
y ballein (lanzar), literalmente “lanzar més alld” aludiendo a una expresién de que es algo
excesivo. Se cree que Apolonio hacia referencia a cuando el angulo de corte del plano es
mayor que el angulo del cono. Por otro lado, se destaca que muchos objetos mateméaticos
tienen su origen o se fundamentan en la hipérbola: las funciones hiperbdlicas, la geometria
de Lobachevsky, o los espacios girovectores (un modelo geométrico reciente que se aplica en

la mecénica cudntica y la relatividad).

La definicién de hipérbola como lugar geométrico es la siguiente (nétese que es muy similar

a la de la elipse):

Definicién 4. La hipérbola es el conjunto de puntos del plano en donde la diferencia de

distancias desde dos puntos fijos (llamados focos) es una constante.

Para deducir la expresion analitica de la hipérbola, se sigue casi que el mismo proceso que
con la elipse. Sean F'y F’ los focos de la hipérbola situados sobre el eje X, con coordenadas
F(c,0) y F'(—¢,0). Sea V(a,0) uno de los vértices de la hipérbola, se verifica que:
|F'Vl=a—(—-c¢)=a+c
|[FV|=c—a
La diferencia entre estos dos valores es (a+c¢)—(c—a) = 2a, y también, (c—a)—(a+c) = —2a.
Sea P(z,y) el conjunto de puntos que satisface esta condicion, se tiene por definicién que:
|FP|— |F'P| = +2a (5-20)
Y, sin pérdida de generalidad, esta expresion también puede escribirse como:
||FP|—|F'P|| = 2a (5-21)

Usando el teorema de la distancia al igual que con la ecuacién de la elipse, se obtiene la
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Figura 5-7

expresion analitica:

\/(x —c)?2+y?— \/($ +c¢)?2+y?==+2a (5-22)

Nuevamente trasponiendo términos, elevando al cuadrado y simplificando términos, se ob-

tiene la ecuacién:

23 — a?) — a®y? = d*(* — d?) (5-23)

Sea b* = ¢* — a®. Teniendo AFPF’ se deduceﬂ que 2a < 2c¢, luego se tiene que ¢ > a 'y

c? —a? > 0. Simplificando una vez més se obtiene la ecuacién de la hipérbola més conocida:

2 2
A

ey ;o a>b>0 (5-24)

Realizando las sustituciones x = x'+h y y = y'+k, se obtienen las ecuaciones de la hipérbola
con centro (h, k):
(z—h)? (y—k)?* _

e =1 (5-25)

Esta tltima ecuacién corresponde a una hipérbola con eje focal paralelo al eje X. De forma

analoga se puede mostrar que para una hipérbola con eje focal paralelo al eje Y es la ecuacién:

(y—Fk? (z-h)?
a? b?

8Teorema: la diferencia de dos lados de un tridngulo es menor que el lado restante

=1 (5-26)
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Notese que en comparacion con la elipse, en la hipérbola es muy importante el orden de los
valores de la ecuacion: cambiar el orden de la diferencia representa una hipérbola horizontal

o vertical. Otro detalle a destacar es la existencia de asintotas oblicuas, ya que al despejar y

de la ecuacion (5-23|) se obtiene:
b a?
=42z f1-L 5-27
y==+_u e (5-27)

Luego, para valores muy grandes de x la hipérbola tiende a comportarse como las rectas
y = £(b/a)z. Puede verificarse andlogamente que la pendiente de las asintotas de hipérbolas

verticales cambia a a/b.

Figura 5-8: En la izquierda, la hipérbola horizontal x?/a? — y?/b*> = 1 con sus asintotas
y = £(b/a)x. En la derecha, la hipérbola vertical y?/a? — 22/b*> = 1 con sus
asintotas y = +(a/b)x

Por otro lado, para hallar las ecuaciones paramétricas de la hipérbola es conveniente trazar
la siguiente circunferencia auxiliar:

Considérese una hipérbola horizontal centrada en el origen y tracese la circunferencia de radio
a (es decir, la distancia del origen al vértice de la hipérbola) y centro O. Sea un punto B
que se mueve sobre la circunferencia, llamese 6 al angulo parametro asociado a la medida de
ZV OB, y tracese la tangente a la circunferencia por B siendo A al punto de corte con el eje

X. Seguidamente, tracese la perpendicular al eje X por A que corta a la hipérbola en P(z,y).
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o

AN

Figura 5-9

Ya con esto, sea AACB se deduce que es rectangulo, luego por relaciones trigonométricas:

a
cose—m <— OA=uz=asecl (5-28)

Para obtener el valor de y, se sustituye el valor de x en (5-24)):

a? _ﬁ—l
2
—:Z—Q:l—SGCQH

y? = b*(sec’d — 1)
v = b’ tan?6
y = tbtanf (5-29)

Teniendo en cuenta que el signo en y corresponde a direccién, se omite el signo negativo

obteniendo las ecuaciones paramétricas de la forma:

‘xzasec@ ;  y=btand (5-30)

Si se desea una parametrizacién racional de la hipérbola, se realiza la sustitucién de Euler -

Weierstrass haciendo t = tan(6/2) obteniendo:

Ca(l+t?) 2t
T=ES—m b Y=ETp (5-31)




36 5 Estudio de curvas

5.5. Cicloide

Esta curva ha sido estudiada por numerosos matematicos a lo largo de la historia (Cajori,
1999, p. 176). Destaca por la belleza de sus propiedades mateméticas y fisicas, que han dado
solucion a problemas como los de la curva braquistocrona y la curva tautocrona. Etimologi-
camente, proviene de la composicién griega kuklos para circulo y -oide para “con forma de”

(literalmente, con forma de circulo).

La construccién de la curva es realmente sencilla. La circunferencia que rueda se denomina
“circunferencia generatriz” y la recta “recta directriz”. Sin méds, se presenta a continuacion

su definicién:

Definicién 5. La cicloide es el conjunto de puntos del plano generados por un punto fijo de

una circunferencia, que rueda a lo largo de una recta fija sin deslizarse.

Y
M
'C(ae,a)
)
P(xy 1
.:. E X
ol A B
Figura 5-10

Se procede a hallar las ecuaciones paramétricas de la cicloide. Se tiene entonces, una circun-
ferencia de radio a que gira a lo largo del eje X. Sea P(x,y) un punto cualquiera del lugar
geométrico iniciando desde el origen y 6 el angulo de giro de la circunferencia, la longitud
de OB debe ser la misma longitud de ]SE, y sabiendo que esta longitud es a#, se deduce
también que el centro de la cicunferencia es C'(af, a). Ahora, a partir de la imagen se observa

que:
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r=0B—AB=0B—PD =af —asenf = a(f — sen @)
y=AP =BD =BC —DC =a—acosf = a(l — cosf)

Luego, se tiene que las ecuaciones paramétricas de la cicloide son:

r=a(@—send) ; y=a(l—cosh) (5-32)

Esta curva se puede generalizar un poco mas tomando los otros dos casos restantes: cuando
el punto fijo estd al interior de la circunferencia (cicloide cortata o cortada) y cuando el
punto fijo esta por fuera de la circunferencia (cicloide prolata o prolongada). Estos dos casos

se detallan mejor en la curva denominada “trocoide”.

Cicloide comun N
Y P(x.y)
@ C(ap.a)
Y & X
o B
Cicloide prolata o alargada 2

Cicloide cortada P

/_\/\ a)

®
0] B

Figura 5-11: Tipos de cicloides al prolongar el nimero de revoluciones. Cuando es una
cicloide alargada, se determinan bucles sobre ella; cuando es una cicloide cor-

tada, esta no se cruza entre si y es suave.
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5.6. Trocoide

La curva trocoide es una generalizacion de la cicloide. Del griego trokhos que significa “rueda”
y el sufijo -oide de “con forma de”. Esta curva agrupa los casos en los que se traza una cicloide
acortata, prolata o la misma cicloide. Dicho esto, su definicién como lugar geométrico es la

siguiente:

Definicién 6. La trocoide es el conjunto de puntos del plano generados por un punto fijo
del radio de un circulo (o una extension de este), en donde dicho circulo rueda a lo largo de

una recta fija sin deslizarse.

La deduccion de las ecuaciones paramétricas de esta curva es idéntica a la de la cicloide: lo
que cambia es la introduccion de un parametro b que corresponde a la distancia del punto

P(z,y) al centro de la circunferencia.

Y

E x

Figura 5-12: El trazo de una trocoide cuando b < a corresponde a una cicloide acortata.

Siguiendo el mismo procedimiento y manteniendo las mismas condiciones que se tienen de

la curva anterior, se tiene que:
r=0B—-AB=0B—PD =af —bsenf
y=AP=BD =BC —DC =a—bcost

Por tanto, las ecuaciones paramétricas de la trocoide son:



5.6 Trocoide 39

x=af —bsenf ; y=a—bcosH (5-33)

Notese que la ecuacion de una cicloide acortata y prolata son la misma: si bien cambian las

distancias, las relaciones trigonométricas de AP DC no varian.

Y

Figura 5-13: El trazo de una trocoide cuando a < b corresponde a una cicloide prolata.

Ademads, de la ecuacién se verifica que cuando se cumple el caso b = a las ecuaciones se

reducen a las de la cicloide.

Figura 5-14: Trocoides al prolongar el niimero de revoluciones.
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5.7. Epicicloide

Los epiciclos son conocidos desde la Antigua Grecia. El modelo astronémico geocéntrico
desarrollado por Ptolomeo se sustentaba esencialmente en el movimiento de circulos alrededor
de circulos (Russo, 2003, p. 91), siendo este una mejora al modelo astronémico aristotélico.
Por casi un milenio fue el modelo aceptado para realizar observaciones celestes, ya que
lograba predecir los movimientos prégrados y retrégrados de los planetas, y se ajustaba a
las mediciones hechas por los astronomos.

La epicicloide hace referencia a la curva generada por cicloides alrededor de un circulo: del
griego epi- que significa “sobre, por fuera de”, kuklos para “circulo” y -oide para “con forma
de” (en otras palabras, una cicloide por fuera). Su definicién como lugar geométrico es casi
idéntica a la cicloide, y lo que cambia es que no hay una recta directriz sino una circunferencia

directriz. Se presenta a continuacion su definicion:

Definicién 7. La epicicloide es el conjunto de puntos del plano generados por un punto
fijo de una circunferencia que rueda en el exterior de una circunferencia estacionaria sin

deslizarse.

Y
Cc
b
B
a A=Y Picy)
|
1
d : X
O O1 F

Figura 5-15: La circunferencia generatriz de radio b gira alrededor de la circunferencia

directriz de radio a, donde el punto fijo P marca la epicicloide en azul.
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Se procede entonces a hallar las ecuaciones paramétricas de la epicicloide. Sea la circunfe-
rencia fija con centro en el origen y radio a, y la circunferencia generatriz con centro C'y
radio b junto al punto P(z,y) que describe el lugar geométrico. Se establece como punto de
partida el punto O; y se toma como parametro el angulo # siendo A el punto de tangencia
entre las dos circunferencias. Ahora, sean F y F' los pies de las perpendiculares bajadas de
C'y P respectivamente, y tracese PD de tal forma que PD L CE. Del punto P(x,y) se

tiene que:

r=0F=0E+ EF =0FE+ DP = (a+b)cosf + bsend (5-34)
5-34
y=PF=DE=CE—-CD = (a+b)senfl —bcosd

Luego, el problema se reduce a hallar las expresiones para sen ¢ y cos 6. Como la circunferencia

generatriz gira sin resbalarse, se tiene:

6;4:@ < af=0b(f+9)

Sin embargo AFOC' es rectdngulo, y por tanto § = 7/2 — 0. Reemplazando este valor se

obtiene:

Por tanto:

af T ad T T ad
send = sen (?+9—§> = sen (7%—9) cos <§> — sen <§> oS (7%—9)
:O—1~cos(a—9+9>
b
a+b
——cos( 2 9)
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ab T ab T ab T
cosd = cos <? +6— 5) = cos (? + 9) cos (§> + sen <? + 9) sen <§>

:0+sen(a—be+0) -1

a-+b
—sen( 2 0)

Reemplazando estos dos valores en las ecuaciones de x y y de (5-34]) se obtienen las ecuaciones

paramétricas de la epicicloide:

z = (a+b)cosf — bcos (a—;—be)
(5-35)

y = (a+0b)senf — bsen (a?;%)

Algunos detalles que se pueden ver de esta curva es que la figura es acotada superiormente
por la circunferencia con radio a 4+ 2b, ademas de que la epicloide siempre es simétrica con

respecto al eje X. Otras caracteristicas puede verse al tomar la razén a/b:

1. Si los valores de a y b son racionales positivos, la expresién p/q que equivale a la
simplificacién irreducible de este cociente muestra que el valor de p es el nimero de
picos o “pétalos” y el valor de ¢ es el niimero de revoluciones que realiza la circunferencia
generatriz alrededor de la circunferencia directriz para generar el trazado de la curva

sin repetir.

2. En esta expresion irreducible p/q, si el valor de p es par, la curva trazada se vuelve

simétrica con respecto al eje Y.

3. Si alguno de los valores de a o b es irracional, y a # b, el trazado de la curva genera un
subespacio en el plano (la curva seguird trazandose infinitamente hasta rellenar toda

la regién por la que gira la circunferencia generatriz).

Algunos ejemplos de epicloides se muestran a continuacién:
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Figura 5-16: Ejemplos de epicicloides con distintos parametros.
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5.8. Epitrocoide

Al igual que con la cicloide, la epitrocoide es la generalizacién de la epicicloide. La epi-
trocoide contempla los otros casos del punto que traza el lugar geométrico: al interior de la
circunferencia generatriz, o en la elongacion del su radio. Una primera mencién de esta curva
aparecio en la obra “Instruccion en las medidas con regla y compés” del artista renacentista
Albrech Durer (Andrews, |2016| p. 417) aunque con el nombre de “lineas de arana” debido a

que en su bosquejo aparecia el boceto de una arana.
Su definicién como lugar geométrico es:
Definicién 8. la epitrocoide es el conjunto de puntos del plano generados por un punto fijo

del radio de un circulo (o una extension de este), en donde dicho circulo rueda a lo largo del

exterior de una circunferencia fija, sin deslizarse.

La deduccién de las expresiones analiticas de esta curva prosigue de forma analoga a la de
la epicicloide: lo que cambia es la introduccion de un pardmetro d que corresponde a la

distancia del punto P(z,y) al centro de la circunferencia generatriz.

-V

P(x.y)

D
e~
O

(@)
A
e ---

Figura 5-17: El punto P(z,y) se encuentra a una distancia tal que d > b, trazando una

epicicloide prolata.

Siguiendo el mismo procedimiento de la deduccién de la curva anterior y manteniendo las

mismas condiciones iniciales, se tiene:
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t=0F =0E+FEF =0FE+ DP = (a+b)cos +dsend
(5-36)
y=PF=DE=CE—-CD = (a+b)senf —dcosd
Noétese que al igual que con la trocoide, los cambios ocurren en APDC' y son meramente
ajustes de distancia y por lo tanto, no suponen cambios en sus razones trigonométricas. Re-
emplazando los valores de sen d y cos d en las ecuaciones anteriores, se obtienen las ecuaciones

paramétricas de la epitrocoide:

b
x = (a+b)cosf — dcos (a;r 0)
(5-37)

y=(a+0b)senf — dsen (GZ%)

Cuando la distancia del punto P(x,y) es la misma que el radio de la circunferencia generatriz,

la ecuacién es la misma de la epicicloide.

Los griegos se basaron en esta curva para modelar el movimiento de los planetas en su
teoria geocentrista: cada planeta tenia un epiciclo distinto que trazaba orbitas con forma
de epitrocoides. Curiosamente, el Sol no se ajustaba al modelo y describia una trayectoria

circular.

Figura 5-18: Modelo geocéntrico del Universo representado en la obra Encyclopedia Britan-
nica de 1771, basado en los diagramas del matemético y astrénomo italiano

Giovanni Cassini.
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Se muestra a continuacién algunos ejemplos de epitrocoides:

Figura 5-19: Ejemplos de epitrocoides con distintos pardmetros. Los cuatro ejemplos de
arriba corresponden a epicicloides prolatas (d > b); los cuatro ejemplos de

abajo, epicicloides cortatas (d < b).
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5.9. Hipocicloide

Siguiendo la idea de los epiciclos, surge lo que podria llamarse como “hipociclos”. El concepto
es copiado directamente del epiciclo, y en este caso la circunferencia generatriz no gira
alrededor de otra circunferencia, sino en su interior. Del griego hypos(bajo, por debajo de)

y kuklos (circulo), literalmente, “por debajo del circulo”. Se presenta su definicién:

Definicién 9. La hipocicloide es el conjunto de puntos del plano generados por un punto fijo

de una circunferencia que rueda al interior de una circunferencia estacionaria sin deslizarse.
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B
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(xy)
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Figura 5-20

Se procede entonces a hallar las ecuaciones paramétricas de la hipocicloide. Las condiciones
son las mismas, y el método de deduccién es muy similar: sea la circunferencia fija con
centro en el origen y radio a, y la circunferencia generatriz con centro C' y radio b junto
al punto P(z,y) que describe el lugar geométrico. Se establece como punto de partida el
punto O y se toma como parametro el angulo 6 siendo A el punto de tangencia entre las
dos circunferencias. Ahora, sean E y F' los pies de las perpendiculares bajadas de C'y P

respectivamente, y tracese PB de tal forma que PB L CE. Del punto P(z,y) se tiene que:

r=0F =0FE+ EF =0FE + BP = (a—b)cosf + bsend (5-38)
0-38
y=PF=BE=CE—-CB=(a—b)senf —bcosd



48 5 Estudio de curvas

Nuevamente, la dificultad se encuentra en hallar las expresiones para send y cosd. A partir
de la imagen [5-20] se sabe que DA corresponde al didmetro de la circunferencia generatriz,

por lo que corta a esta en dos sectores con una amplitud de 7 cada uno. Por lo tanto:
T=a+d+p

Como la circunferencia generatriz rueda al interior de la otra sin deslizarse, O1A = AP,
luego:
af

a6:ba<:>oz:?

Por otro lado, el 4ngulo § hace parte del tridngulo rectangulo AOEC'. Por lo que 8 = 7/2—6.

Reemplazando estos valores se obtiene:

W:an+6+<g_9><:)5:ﬂ_a_9_<z_9>

Ya conociendo 4, es posible hallar las expresiones buscadas. Sabiendo que sen(w/2 — z) =

cos(x) y que cos(m/2 — x) = sen(x), se obtiene:

T ab ab a—>b
sen d = sen [E— (7—0)} = Cos (? —6’) = COS (TH)

T al ald a—>b
cosé—cos[§—<?—9>}—sen<?—0>—sen< 2 0)

Reemplazando estos valores en (5-38|) se obtienen finalmente las ecuaciones paramétricas de

la hipocicloide:

x = (a —b)cosf + bcos <aT—b€)

L (5-39)
y = (a —b)senf — bsen <Tﬁ>

Un detalle especial de las ecuaciones de la hipocicloide es su similitud con las ecuaciones

(5-35)) de la epicicloide: al reemplazar todos los valores de b por —b en las expresiones pa-
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ramétricas de la epicicloide se obtienen las de la hipocicloide y viceversa. Otras caracteristicas

incluyen:

1. La curva es simétrica respecto al eje X

2. De la razén a/b donde p/q es su fraccién irreducible, el valor de p corresponde al
, . “ . , . .
nimero de picos o “puntas”, y el valor de ¢ el niimero de veces que la circunferencia

generatriz pasa por el origen para generar todo el trazado del lugar geométrico.

3. De la expresion irreducible p/q, si el valor de p es par, la curva trazada es simétrica

con respecto al eje Y.

4. Si alguno de los valores de a o b es irracional, y a # b, el trazado de la curva genera
un subespacio en el plano: la curva seguira trazandose infinitamente hasta rellenar la

region por donde gira la circunferencia generatriz.

5. Toda curva posee dos circunferencias generatrices: la primera, la circunferencia de radio

b; la segunda, de radio a — b.

Algunos ejemplos de hipocicloides se presentan a continuacién:

Figura 5-21: Ejemplos de hipocicloides con distintos parametros de a y b
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Figura 5-22: Ejemplos de hipocicloides con distintos pardmetros de a y b
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5.10. Hipotrocoide

Como se ha visto anteriormente, la trocoide generaliza la cicloide contemplando los otros
casos en los que el punto no se encuentre en la circunferencia: para el caso de la hipocicloide,

existe la hipotrocoide. Bajo el mismo principio, se presenta su definicién:

Definicién 10. La hipotrocoide es el conjunto de puntos del plano generados por un punto
fijo del radio de un circulo (o de una extension de este), en donde dicho circulo rueda al

interior de una circunferencia fija sin deslizarse.

Figura 5-23: El punto P(z,y) se encuentra a una distancia tal que d < b, cuyo trazo

corresponde a una hipocicloide cortata.

La deduccion de las ecuaciones paramétricas de la hipotrocoide sigue el mismo procedimiento
que con la hipocicloide, en donde se introduce un parametro d que corresponde a la distancia
del punto P(x,y) al centro C' de la circunferencia generatriz. De esta forma, mantiendo las

mismas condiciones iniciales que con la hipocicloide se tiene:

r=0F =0F+ EF =0F + BP = (a—b)cosf + dsen
(5-40)
y=PF=BE=CE—-CB=(a—0b)senfl —dcosd
Como ya se ha visto, los cambios en APBC corresponden a ajustes de distancia mas no

en sus angulos. Reemplazando los valores de send y cosd obtenidos de la hipocicloide, se
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concluye que las ecuaciones paramétricas de la hipotrocoide son:

x = (a—b)cost + dcos (QT_bH)
(5-41)

y = (a—b)send — dsen (GT_Z)Q)

Se muestran algunos ejemplos de hipotrocoides:

a=

|

|

2.1
b=0.7
d=2
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Figura 5-24: Trazado de hipotrocoides con distintos parametros. Las dos superiores son

2 <

IS

hipotrocoides prolatas, y las dos inferiores son hipotrocoides cortatas.
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5.11. Astroide

Recibe su nombre por el astrénomo austriaco Joseph Littrow (von Littrow, |1838, p. 299):

del griego aster que significa “estrella” y -oide “con forma de” (literalmente, con forma
de estrella). También ha recibido el nombre de “tetracispide” a razén de sus cuatro picos.
Su estudio aparece por primera vez en escritos de Johann Bernoulli y de Leibniz. Una de
sus construcciones como lugar geométrico es a partir de la hipocicloide, como se detalla a

continuacion:

Definicién 11. La astroide es una hipocicloide de cuatro vértices. Dicho de otro modo, es
el conjunto de puntos del plano generados por un punto fijo de una hipocicloide cuando el

radio de la circunferencia generatriz es un cuarto del radio de la circunferencia directriz.

Figura 5-25

A partir de esta definicion, se sabe que a = 4b. Una forma de obtener las ecuaciones pa-
ramétricas de esta curva es realizar el método empleado con la hipocicloide para el caso
particular de la astroide. Sin embargo, ya teniendo las ecuaciones generales de esta familia

de curvas basta con sustituir los valores de los radios:

x =3bcos® + bcos(30) ; y=3bsenf — bsen(36) (5-42)
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Una forma de resolver cos(36) es emplear el teorema del coseno para la suma de angulos
como cos(26 + 0), y proceder de igual forma para sen(36). Otro camino es empleando el

teorema de De Moivre:
(cos@ +isen )" = cos(nd) + isen(nb)

(cos @ +isen ) = cos(36) + i sen(30)

De donde se sigue que:
cos(360) = R{(cos O + isenf)*)}
= R{cos’ O + 3i cos® O sen O + 3i* cos O sen® § + i* sen” 0}
= R{cos® @ — 3cosfsen’d +i(3 cos® O sen § — sen” §)}
= cos® § — 3cosfsen? §
= c0s® 0 — 3cosO(1 — cos® ) = cos® @ — 3cos ) + 3 cos® 0)

= 4cos®f — 3cos b

Y de la misma forma:
sen(30) = 3{cos® § — 3 cos fsen” § + i(3 cos® O sen  — sen® §)}
= 3cos’fsenf — sen®f
= 3sen (1 — sen” ) — sen® § = 3sen § — 3sen® @ — sen® 0

= 3senf — 4sen’6

Reemplazando estos valores en ((5-42)):

x = 3bcosf + bcos(30) y = 3bsen 6 — bsen(36)
— 3bcosf + 4bcos® 0 — 3bcos b = 3bsenf — 3bsenf + 4bsen>
= 4bcos® 6 = 4bsen>

= acos’f = asen® 0
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Por lo tanto, las ecuaciones paramétricas de la astroide son:

r=acos’d ; y=asen®d (5-43)

Por otro lado, la curva permite una parametrizacion racional al realizar la sustitucién de

Euler-Weierstrass tomando ¢ = tan(6/2):

a(l—1t%)? 8at®
T arey 0 VT ayep &4

cuyos puntos en el infinito se ubican en la cispide izquierda con coordenadas M (—a, 0)

Una de las propiedades destacables de la astroide es su relacién con la elipse. Puede darse

una definicién alternativa como lugar geométrico de la siguiente forma:

Definicién alternativa. La astroide es el lugar geométrico de los centros de curvaturd’| de

la elipse

9 El lugar geométrico de los centros de curvatura se denomina “curva evoluta”. Luego, la astroide es la

curva evoluta de la elipse.
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5.12. Tricaspide

También recibe el nombre de “deltoide” (por su similitud con la letra griega mayuscula delta)
o curva de Steiner, en honor al matematico suizo Jakob Steiner quién descubrié algunas

propiedades de la curva. Otros matemaéticos habrian abordado el estudio de la tricuspoide

en diferentes situaciones (Teixeira, 1905, p. 442): Leonhard Euler abordé la curva buscando

una soluciéon a un problema de 6ptica con las curvas catsticas; y Ole Romer, en la biisqueda

de optimizacion del movimiento y encajamiento de engranajes.

Una de sus construcciones como lugar geométrico también es a partir de la hipocicloide:

Definicion 12. la tricuspide es una hipocicloide de tres vértices. En otros términos, es el
congunto de puntos del plano generados por un punto fijo de una hipocicloide cuando el radio

de la circunferencia generatriz es un tercio del radio de la circunferencia directriz.

/ :

Figura 5-26

Para hallar las ecuaciones de la trictispide, se procede de forma analoga que con la hipoci-

cloide, siendo esta un caso particular teniendo en cuenta la relacién a = 3b. Como se muestra

en [5-26] se tiene que:
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r=0F=0E+ EF =0FE+ BP =2bcosf + bsend ( )
5-45
y=FP=FEB=FC— BC =2bsenf —bcosd

Debe entonces hallarse una expresion para § en términos del parametro 6. Teniendo en cuenta
que 0/171 = 21\3, se sabe que:
a-0=b-aa <= 3b-0=0-«
> a =30
A partir de AOEC se deduce que 8 = w/2 — 6 por ser rectangulo. Luego, al cumplirse que

O — C — A se puede afirmar que:

T=0+d+a < 7w=(7/2-0)++30
—  d=n/2-20 (5-46)

Al reemplazar el valor de 0 en (5-45)), y aplicar las identidades sen(mw/2 — 20) = cos(20) y

cos(m/2 — 20) = sen(26), se obtiene la parametrizacién de la trictispide:

x =2bcosf +bcos(20) ; y=2bsenf — bsen(20) (5-47)

Debe notarse que se obtienen las mismas parametrizaciones si se reemplaza a = 3b en
las ecuaciones ([5-39)). Por otro lado, si se desea una parametrizacion racional se realiza la

sustitucién de Euler-Weierstrass en donde ¢ = tan(6/2):
1 ¢ 1-2\? 2t \?
=2b b =
! (1+t2)+ (1+t2) (1+t2>

2t 2t 1—1t? 8ht3
y=2b —-bl2- . =
1+ ¢ 14+t 141¢2 (1412)2

Es decir, una parametrizacion racional de la tricispide es de la forma:

b(3 — 6t* —t*)
(1412)2

b(3 — 6t% — t*) 8ot
T arer . YT ey (5-48)
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5.13. Curva de Agnesi

Recibe su nombre en honor a la matematica Maria Agnesi, quien estudié y publicé algunas
de sus propiedades en lo que seria uno de los primeros libros de texto para la ensenanza
del cédlculo. La curva también es conocida como “la bruja de Agnesi” debido a un error de
traduccién (Truesdell, |1992). Originalmente, la curva se llamaba versiera cuya etimologia
se dice proviene del latin vertere (girar), sin embargo las palabras del italiano aversiero y
versiero eran comunes para referirse al demonio en expresiones como “adversario de Dios”.
En alguna traduccion de su obra al inglés, a alguien se le ocurrié el término de bruja por el
de avversiera (mujer demonio, diablesa). Struik (1986, p. 178) menciona que el matematico
Luigi Brando fue quien originalmente le acuné el nombre de versiera en dos casos: o por la
palabra del latin versoria que significa “cuerda que hace girar la vela”, o por una relacién
trigonométrica ya en desuso llamada versin que aparece en la construccion de la curva.
Independientemente de su nombre original, lo que si es seguro es que el error ha perdurado

hasta la actualidad.
Su definicién como lugar geométrico es la siguiente:

Definicién 13. Sea una circunferencia de didmetro OA yl; L. OA por A. Siendo E un punto
que se mueve sobre la circunferencia, lldmese F' al punto de corte entre ﬁ y l1. Luego, el
lugar geométrico de los puntos P(x,y) que corresponden a la interseccion de ly 1. OA por

E, yls || OA por F, se denomina Curva de Agnesi.

Para deducir las ecuaciones paramétricas de esta curva, constriyase la circunferencia con
centro C(0,a) y radio a en el eje Y, de tal forma que OA sea didmetro y O<—1>4 coincida con
el eje Y. Sean EH y PG los pies de las perpendiculares de E y P sobre el eje X. Lldamese
6 al parametro que corresponde a la medida del angulo ZGOF' que describe el cambio de

posicién del punto F sobre la circunferencia, en donde se evidencia que 0 < 0 < 7. A partir

de [5-27| se sabe de P(z,y) que:

r=0G=AF ; y=PG=FEH=O0F- senf (5-49)

Ahora, sea AOFEA. Por estar inscrito en una semicircunferencia se deduce que es triangulo
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Figura 5-27

recténgulom, y al verificarse que AOFEA ~ ANOHE, se deduce que ZOAE = /FEOH. De
esta forma, por relaciones trigonométricas se obtiene que OF = 2asenf, y reemplazando

este valor en la ecuacion (5-49)) de y se obtiene:

y = OFEsenf = (2asen ) send = 2asen® (5-50)

Por otro lado, sea AEF A, se deduce que este es rectangulo y que ZEOH = ZAFFE por ser
angulos alternos internos. Luego:

AFE AFE
AF sen 6

Sin embargo, de AOF A se sabe que AE = 2a cos . Reemplazando este valor se obtienen la

senf =

expresion paramétrica para x:

2
x=AF = acost 2a cot (5-51)
sen

Por lo tanto, las ecuaciones paramétricas de la curva de Agnesi son:

x=2acotf ; y=2asen’d (5-52)

Una forma alternativa de obtener las ecuaciones paramétricas es la siguiente. Nétesen los
cambios en los tridngulos designados y la forma como estd definido el parametro 6, en este

caso tomando valores entre —7/2 <0 < 7/2:

10 Segundo Teorema de Thales: sea una circunferencia con centro O y didmetro AC. Si B es un punto de

la circunferencia distinto de A y C, entonces ZABC es recto, AABC es rectangulo
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Figura 5-28

Se tiene entonces AOAF y ACBE. Por el teorema del angulo central'] la medida de Z/BCE
es el doble de ZAOE. Luego, a partir del punto P(z,y) se tiene que:

r=0G = AF y= PG =BC+CO =acos(20) +a (5-53)
De AOAF se obtiene la ecuacién para x:

AF T
tanf = 04" 22 < x =2atanb

Simplificando la expresion de y se tiene que:
y = acos(20) + a = a(cos(20) + 1)
= a(cos? § — sen® § + sen® O + cos? )
= 2acos® 0

Por lo tanto, la parametrizacion buscada es:

r=2atanf ; y=2acos’f (5-54)

Aparte de las numerosas propiedades matematicas que posee la curva de Agnesi, aparece
en otros campos como un modelo que permite describir el flujo de electrones en rayos X, y
la forma de ciertas ondas en la hidrodindmica. También aparece en probabilidad como una

alternativa a la funcion de densidad debido a su forma mesocurtica.

HTeorema: sea una circunferencia con centro O y dos puntos A y B diferentes sobre la circunferencia,

entonces la medida de ZAOB es el doble que cualquier otro angulo inscrito ZAPB.
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Por otro lado, tanto ((5-52)) como ([5-54)) permiten parametrizaciones racionales si se reescriben

en términos de tanf. A razon de preferencia, se muestra de la segunda tomando ¢ = tan 6:

B 2a
1+tan26 142

xr = 2atanf = 2at y = 2acos’f = 2a -

Es decir, una parametrizacion racional de la curva de Agnesi es:

2a
1+t

r=2at ; y= (5-55)
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5.14. Curva de ballesta

Esta curva comparte ciertas similitudes con la curva de Agnesi. Recibe su nombre debido
a que toma forma de un arco de ballesta medieval. Un nombre menos comun es “curva de

gastrafetes”.

Figura 5-29

Se presenta su definicion:

Definicién 14. Sea una circunferencia de didmetro OA y 1, L OA por A. Siendo D un
punto que se mueve sobre la circunferencia, llimese E al punto de corte entre % yl.
Luego, el lugar geométrico de los puntos P(x,y) que satisfacen DP = PE sobre @ se

denomina Curva de ballesta.

Para la deduccién de las ecuaciones paramétricas del lugar geométrico, basta con hallar las
expresiones de los catetos de AOGP siendo G el pie de la perpendicular del punto P en
el eje X. De esta forma, llamese 6 el parametro con valores de 0 < # < 7w que denota la
posicion del punto D sobre la circunferencia, es decir, la medida de ZPOG]; y sean AODA
y AEDA. Luego, se tiene partir del punto P(x,y) que:
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r=0G =OPcost = (OD + DP)cosf
(5-56)
y=GP =0OPsenf = (OD + DP)senf

De ANODA, se deduce que es rectangulo por estar inscrito en una semicircunferencia y

también que ZOAD = ZOPG. Luego OD = 2asen¥.

De AEDA se deduce que es rectangulo y que ZGOP = ZDFEA por ser angulos internos

alternos. Por lo tanto:

DA 2acosf acosf acos @
tanH—DE— 5DP — DP < DP= o~ = acosf cot f
Reemplazando los valores de OD y DP en (5-56|) se tiene que:
x = (2asenf + acos b cot ) cos 6 y = (2asen + acosf cot 0) sen §

Simplificando para x se obtiene:
x = 2asenfcosfh + acos?0cotf = 2asenfcosd + acoth — asen b cosb
= a(sen f cos O + cot 6)

De la misma forma, simplificando para y:

y = 2asen® 0 + acos® = asen®d + a(sen® 6 + cos® f)
= a(sen? 6 + 1)

Por lo tanto, las ecuaciones paramétricas de la curva de ballesta son:

r=a(senfcosf +cotd) ; y=a(sen’d+ 1) (5-57)

Si se desea una parametrizacién racional, se reescribe (5-57)) en términos de tanf y se hace

t =tanb:
tan 6 1 2+ (2 +1) a(2t* +1)
r=a 3 + =a 5 = 3
tan0 +1  tané t(t2+1) tt2+1)
tan? 6 24+ (2 +1) a(2t?* +1)
y=a|—5— +1)=a — | =
tan® 6 + 1 t = +1
Es decir, una parametrizacién racional de la curva de ballesta es:
2t* + 1 27 +1
_e@t+l) o a@0+]) (5-58)

ot ?2+1
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5.15. Cisoide de Diocles

Dentro de la familia de curvas conocidas como cisoides, la méas conocida es la cisoide de
Diocles. Esta curva fue estudiada por el matematico griego Diocles alrededor de IT a.C en
su intento por resolver uno de los problemas cléasicos de la Antigua Grecia: la duplicacién
del volumen de un cubo. [ Su nombre proviene del griego kissos que traduce “hiedra” y
-oide “con forma de” (literalmente, con forma de hoja de hiedra). Es mencionado por otros
matematicos de su época como Nicomedes y Arquimedes en algunos de sus trabajos. Casi
veinte siglos después, matematicos como Fermat, Huygens, Wallis y Newton retoman los
fundamentos de esta curva y desarrollan varias de sus propiedades que involucran el area y

calculo de tangentes.

Figura 5-30: Hoja de hiedra. Diocles probablemente hacia referencia a sus terminaciones

con forma de punta, o a las nervaduras.

Su definicién como lugar geométrico es la siguiente:

Definicién 15. Sean O y A los extremos fijos de una circunferencia de radio a. Sea l; una
tangente a la circunferencia por A, y ls una secante de la circunferencia en D que pasa por O

y que corta aly en E. La cisoide de Diocles es el conjunto de puntos P tales que OP = ED.

Para la deduccién de las ecuaciones paramétricas de la cisoide, tracese la circunferencia de
radio a sobre el eje X con centro en C(a,0), de tal forma que OA sea didmetro. Trazando

[, tangente a la circunferencia, se tiene que l; L. OA. Sea también 6 el pardmetro sobre

12También es llamado como el problema de Delos o problema daliano.
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Figura 5-31

el angulo ZAOE en el intervalo —7/2 < 0 < /2. Tracese PG L I; y sea F el pie de la

perpendicular bajada de P. De este modo, se tiene que:

r=0F=0A—-FA=0A- PG
(5-59)
y=PF =0OFtan6

Sea AGPE, se sabe que este es rectangulo y que ZGPE es igual a 6 por ser angulo corres-
pondiente. Ademas, se tiene que OF = OD + DFE y andlogamente OF = OP + PFE. Siendo
OP = DE, se deduce que OD = PFE.

Por otro lado, sea AAOD, se sabe que también es rectangulo por estar inscrito en una

semicircunferencia. Por tanto, OD = 2a cos . De este modo, se obtiene el valor de PG:

PG = PEcosf) = OD cos = (2acos ) cos ) = 2a cos®f

Reemplazando este valor en la ecuacién de = en (5-59)) se obtiene:
v =OF = 2a — 2acos® 0 = 2a(1 — cos® §) = 2asen
Conociendo este valor, también se obtiene la ecuacién para y:

y=O0Ftanf = 2a sen” @ tan 6

Es decir, se concluye que las ecuaciones paramétricas de la cisoide de Diocles son:
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r=2asen’f ; y=2asen’ftand (5-60)

Ademas, la cisoide de Diocles permite una parametrizacion racional al reescribir ambas

expresiones en términos de tan# y hacer t = tan 6. De este modo:

tan? 2at? 2at?
r = 2asen’d = 2a - a2n —— y:2asen29tan8:tx:a—
tan®0+1 t2+1 t2+1
Es decir, una parametrizacion racional de la cisoide de Diocles es de la forma:
2at? 2at3
— : = - 5-61

siendo t cualquier valor real y cuyos puntos en el infinito corresponden a la asintota x = 2a

Figura 5-32: Cisoide de Diocles
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5.16. Trisectriz de Hipias o Cuadratriz de Dinéstrato

Esta curva es una de las primeras que histéricamente, hacen referencia a su construccién
involucrando el movimiento. Desarrollada por el matematico griego Hipias de Elis en el siglo
V a.C. en su intento para resolver el problema clésico de la triseccién del dngulo (de ahi el
nombre de trisectriz); y por el matematico griego Dindstrato, posteriormente en el siglo 111
a.C., en el otro problema clasico de la cuadratura del circulo (de ahi su nombre de cuadratriz).
Si bien ambos lograron dar soluciéon a los problemas, la curva no es construible mediante

regla y compés (condicién necesaria para resolver los problemas clasicos).
La definicién de la curva como lugar geométrico es la siguiente:

Definicién 16. Sea [JAOO,A; un cuadrado y A/(i sobre una circunferencia con centro en
O vy radio OA. Sea D un punto sobre A/O\l que se desplaza con velocidad uniforme sobre este,
partiendo desde A en direccion a Oy. También, sea Y; un punto que se desplaza sobre OO;
con velocidad uniforme partiendo desde O en direccion a Oy al mismo tiempo que D, de tal
forma que Y llega a Oy a la vez que D a Oy. Luego, la cuadratriz de Dindstrato es el lugar

S
geométrico de los puntos P de la interseccion entre Iy || OA por Yy, y 0<_[5

Figura 5-33

Se procede entonces a hallar las ecuaciones paramétricas de la curva. Sea la circunferencia

con centro en el origen y radio a, y 6 el parametro en el intervalo 0 < 6 < 7/2 sobre ZAOD.
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Ademas sea X; el pie de la perpendicular de P. Inicialmente, se debe calcular un factor
de velocidad adecuado para Y; estableciendo las proporciones del arco recorrido con el arco
total, y el segmento recorrido y el segmento total. Es decir:

ad  OY; _ 2a0
a2 a — OY; = - (5-62)

De esta forma, como OY; = PX; = y, se tiene que y = 2af/m. Ahora, a partir de AX;0P

por ser rectangulo, se obtiene:

2a6
tanf=2 = z=-2 = oty (5-63)
x tan 6 ™

Por lo tanto, las ecuaciones paramétricas de la cuadratriz de Dindstrato son:

2a0 2a0
r =" cot ;oY= “ (5-64)
s m

Por supuesto, la cuadratriz puede extenderse para todo el plano tomando otros intervalos de

. Luego, una definicién mas global de la curva es:

Definicién alternativa. La cuadratriz de Dindstrato es el lugar geométrico de los puntos
de interseccion entre una linea que se desplaza verticalmente de manera uniforme, y otra

recta que gira uniformemente, coincidiendo mutuamente en su velocidad.

—]

o ——
t=0.8
o — —_—————
\/ ]
' \ j,"
/
L —

Figura 5-34: Cuadratriz de Dindstrato extendida al plano
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5.17. Bicornio

También llamada como “curva sombrero” por su apariencia que asemeja a un sombrero
de tres picos (sombrero militar de la Edad Moderna). Fue estudiada por los mateméticos
ingleses James Sylvester en 1864 (quién le dio el nombre a la curva), y por Arthur Cayley

tres anos después.

Figura 5-35: Sombrero bicornio. Popular en recuadros de capitanes de la Edad Moderna y

ceremonias formales de algunos ejércitos europeos.

Su definicién como lugar geométrico es:

Definicién 17. Sean C' y C’ circunferencias con centro en O y B respectivamente, ambas
de radio a y tangentes, y Py un punto en C'. El bicornio es el lugar geométrico de los puntos
P que resultan de interseccion entre la linea paralela a Oﬁ que pasa por Py, y la recta ly que

es inverso polar de Py con respecto a C'.

Se procede entonces, a hallar las ecuaciones paramétricas del bicornio. Ubiquense las dos
circunferencias de tal forma que C este centrada en el origen, y C’ sobre el eje Y, y sea 6
el pardmetro sobre ZO1BP; en el intervalo 0 < @ < 2r. Tracese BO; tal que BO; L m
A medida que P; recorre la circunferencia C’, el punto P(x,y) traza el lugar geométrico.

Teniendo en cuenta la figura se tiene que:
xr=0G =BD =acosf
(5-65)
y:PGzplG—Plp

Por otro lado, sean AOP,G y ACP, P, se tiene que AOP,G es rectangulo. Ademéas, AC P, P

también es rectangulo ya que l; L OP por ser inverso polar. Luego, como ZOP,G = PP,C
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Figura 5-36

por ser angulo comun, por criterio de semejanza AA se deduce que AOP,G ~ APP,C.

Luego, se tiene que:
nC PP
PG  OP

De acuerdo con lo anterior, sabiendo O — C' — Py, se sabe que P,C = OP; — OC. Ahora, P;

(5-66)

tiene las coordenadas (acos#,2a + asen @), luego:

PG =2a+asenf (5-67)

También, de acuerdo con el teorema de la distancia:

OP; = +/(acos0)? + (2a + asen 0)? = Va2 cos? 0 + 4a + 4a2 sen 0 + a2 sen? 0

= Va2 + 4a? + 4a2sen § = V/5a? + 4a2sen ) = \/a?(5 + 4send)
=avb+4send (5-68)

Ahora, para calcular OC, de acuerdo con la definicién de inversién polar:

a? a

=|0C|- 0P| <= |OC|= =
a” = |0C] - |OR] 0C] av/b+4sen /5 + 4senf

(5-69)

De este modo:
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a 4a(1 + sen0)
PC=0P, —0OC=aVv5+4senf — =
! ! ¢ N V5 +4senf V5 +4senf (5-70)

Ya con esto, reemplazando los valores de (5-67)), (5-68]) y (5-70]) en (5-66]):
4a(1 + sen6) B PP
(2a + asen)(v/5+4senf) ayvb+4send

4a*(1 + sen6)(1/5 + 4sen 0)

— PP =
' a(2 +senf)(v/5 + 4senf)
4a(1 + send)
= =7/ 5-71
2 +senf (5-71)

Reemplazando este tltimo valor junto con ((5-67)) en la ecuacién paramétrica de y en ((5-65)):

da(1 0
Y= PG = PG — PP = a(2 + sen §) — L £ senf)

2 +senf
_a(2+send)®  da(l +send)
~ 24sené 2+ senf
_ (4a+4asend + asen®0) — (4a + 4asen )
N 2 +senf
asen? 0
= 5-72
2 +sent ( )
En conclusion, las ecuaciones paramétricas del bicornio son:
asen? )
_ 0 - - 7 5-73
T = acos Dy >+ sond ( )

Ademas, la curva permite una parametrizacion racional al realizar la sustitucién de Euler-

Weierstrass haciendo ¢ = tan(6/2):

a(l —t?)
pr— 6: —_—
Xz a COS 1—|—]f2
(2t)* 4at?
_ asen®f 7@ (1+t2)2 (1+)2 4at?*(1 +t%) B 2at*
YT ¥ send oy 2 242042 2(1+t+2)(1+0P  (I+t+2)(1+0)
1+¢2 1+ ¢t2

Es decir, una parametrizacién racional del bicornio es de la forma:

a(l—t?) 2at?
_ . - 5-74
Tre VT a0 e (5-74)
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5.18. Trisectriz de Maclaurin

Tal como dice su nombre, es la curva que estudié el matematico Colin Maclaurin alrededor del
siglo XVIII en su intento de dar soluciéon al problema de la triseccién del angulo. Realizando
algunas transformaciones sobre la trisectriz, puede convertise en el folio de Descartes y

viceversa. Ademds, hace parte de la familia de curvas denominadas “concoides de Sluze”[™]
Su definiciéon como lugar geométrico es la siguiente:

Definicién 18. La trisectriz de Maclaurin es el lugar geométrico de la interseccion de dos
rectas que rotan uniformemente en dos puntos distintos O y A, de tal forma que la proporcion

de las velocidades de rotacion es de 3:1, y que el origen de ambas rectas es 8?1

Para la deduccion de una expresion analitica de la curva, es conveniente usar coordenadas
polares. Sean [; y Iy las rectas que rotan en los polos O y A separados por una distancia a.
Sea 6 el parametro sobre ZAOP, la interseccion de las rectas en [y y Iy en P(r,§) trazan el

lugar geométrico.

Figura 5-37

Sea AOPA, se tiene que ZPAO = 7 — 30 y también que ZOPA =7 — 60 — (7w — 30) = 26.

Luego, por el teorema del seno se obtiene:

13Ecuaciones polares de la forma r = sec + a cos
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a OP

sen(26) - sen(m — 36) (5-75)
Resolviendo el denominador aplicando el teorema del seno para la suma de dngulos:
sen(m — 30) = sen 7 cos(30) — sen(36) cos
=0 —sen(30)(—1)
= sen(30)
Reemplazando este valor se obtiene:
a OP asen(360)
= <— OP=—-"+*-
sen(260)  sen(36) sen(26)
_a(3senf — 4sen® 0)
N 2senf cos
a (senf(3 — 4sen?0)
2 sen 6 cos 6
_a (3—4(1—cos*0)
2 cosf
_a (4cos?0—1
2 cosf
a
= 5(4 cos ) — sec ) (5-76)
Como OP = r, se concluye asi que la ecuacién polar de la trisectriz de Maclaurin es:
r= g(él cosf — sec0) (5-77)

Ahora, para obtener las ecuaciones paramétricas basta con sustituir el valor de r en las

expresiones que corresponden a las relaciones de x y y. Es decir:

z=r(0)cosl = %(400829 —1) y=r(0)send = %(4008986119 — tanf)

Por lo tanto, las ecuaciones paramétricas de la trisectriz de Maclaurin son:

$:g(4co529_1) : y:g(élcostenG—tan@) (5-78)

Ademas, la curva permite una parametrizacién racional si se reescribe en términos de tan 6

y se realiza la sustitucion t = tan 6:
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x:g(‘lCOSQQ—l):g(L 1) :g<4—t2—1) a3 1)

tan26 + 1 2\ £2+1 2(t2 + 1)
a a ( 4tanf a (4t —13 —1 at(3 — t?)
Yy 2( sen(20) — tan6) 5 (tan29+ N tan@) 5 ( ] ) 2ET 1) tx

Por lo tanto, una parametrizacion racional de la trisectriz de Maclaurin es de la forma:

a(3—1t>) _at(3 —t%)
"SyErn YT aea) (5-79)
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5.19. Curva aracnida

Recibe su nombre por su similitud con la forma de una arana. Su construccion es analoga

con la trisectriz de Maclaurin. Se presenta su definicion:

Definicién 19. la curva ardcnida es el lugar geométrico de la interseccion de dos rectas que
rotan uniformemente en dos puntos distintos O y A, de tal forma que la proporcion de las

velocidades de rotacion es de 6:1, y que el origen de ambas rectas sea &)4

Figura 5-38: Curva aracnida en comparacién con la imagen de la arana Holocnemus Plu-

chei, llamada coloquialmente como arana de techo.

Para la deduccién de sus expresiones analiticas se procede de manera andloga que con la
Trisectriz de Maclaurin. Manteniendo las mismas condiciones, sea P(r,#) el punto que traza

el lugar geométrico, a partir de AON P usando el teorema del seno se deduce:

a oP
sen(50)  sen(m — 66)
a r asen(60)
= = — = 5-80
sen(h0)  sen(mw — 60) = sen(50) (5-80)
Teniendo la ecuacion polar, se obtienen las ecuaciones paramétricas de la forma:
. a cos 6 sen(66) = asen 0 sen(66) (5.81)
sen(b6) sen(50)
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5.20. Involuta del circulo

Hace parte de la familia de curvas denominadas involutas (también llamadas curvas envol-
ventes). Del latin involvere que significa envolver o enrollar. Fueron estudiadas inicialmente
por el matematico Christian Huygens en el siglo XVII, junto a otras curvas como la cicloide
y la otra familia de curvas llamadas evolutas para el diseno y optimizacién de engranajes,
que posteriomente abordd Leonhard Euler con el estudio de engranajes envolventes.

Su definicién como lugar geométrico es la siguiente:

Definicién 20. La curva involuta de un circulo es el lugar geométrico que traza la punta de

una cuerda cuando se desenrolla, manteniéndola tensa, alrededor de este.

Figura 5-39

A partir de esta definicion, la idea de “cuerda tensa” trae consigo la propiedad de tangencia
de una recta respecto a la circunferencia. Ademas, siendo 6 el parametro sobre ZO10D se

establece la expresion para la cuerda desenrollada como:

—_— —

O.D =DP (5-82)
Para determinar las ecuaciones paramétricas de la involuta del circulo, ubiquese la circunfe-
rencia con centro en el origen y radio a. Luego, el arco de circunferencia comprendido por el

angulo 6 es:

O.D = afl (5-83)
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Ahora, tracense los pies de las perpendiculares A y B que pasan por D siendo A en el eje x v
B en el eje Y, se tiene entonces que ZBDA es recto, y por tanto ﬁ es paralela al eje X. Por
lo tanto, ZBDO = ZAOD = 6 por ser angulos alternos internos, luego /BDA = 0+ /0D A.

Por otro lado, como W 1 % por ser recta tangente de la circunferencia por D, se tiene
que ZODP es recto, es decir:
/BDA=/0DP
0+ /0DA=/0ODA+ ZADP
0 =/LADP (5-84)
Tracese ahora ﬁ tal que ﬁ L ﬁ, se tiene entonces que WH@ Por tanto, ZEPD =

ZADP = 0 por ser angulos alternos internos. Ya con esto, se deduce que las coordenadas

del punto P(x,y) que traza el lugar geométrico son:

z=0A+ DFE =acosf + abfsenl

(5-85)
y=AD — EP = asenf + af cos 6
Es decir, las ecuaciones paramétricas de la involuta del circulo son:
x=a(cosd +0senf) : y=a(sent —0fcosb) (5-86)

D)

Figura 5-40: Involuta del circulo para 0 < 6 < 47
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5.21. Lemniscata de Gerono

También llamada “curva de ocho”, recibe su nombre en honor al matematico francés Camille
Gerono que la estudié en el siglo XIX, sin embargo hay registros que la ubican alrededor de

dos siglos antes. Fue estudiada también por Christian Huygens y Gabriel Cramer.

Su definiciéon como lugar geométrico es la siguiente:

Definicién 21. Sea una circunferencia con centro en el origen y radio OOy sobre el eje X,

y D un punto arbitrario que se mueve sobre ella. Sea también Iy L 501 por O, y A € [y
<—

de tal forma que A tiene la misma ordenada que D. Al trazarse l, L OOy que pase por

D, la lemniscata de Gerono es el lugar geométrico de los puntos P(x,y) que resultan de la

interseccion de ly y &)4

_/

Figura 5-41

Para hallar las ecuaciones paramétricas de la curva, sea 6 el parametro sobre Z0;0D.
Llamese X; a la interseccién de [l con <O_/_>l, como O<—1>4 coincide con el eje X, se cumple que
X, es el pie de la perpendicular de D y P sobre el eje X, luego se tiene que x = OX; y
y = X1 P. Ahora, sean APOX; y ANAOO, siendo ZPOX; = ZPOQO por ser angulo comun,
y ZPX,0 =2 ZAO;0 por ser rectos, por el teorema de criterio de semejanza AA se deduce
que APOX; ~ AAQOO;. Por lo tanto:
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Xi1P 0O,A
= 5-87
0X; 00, ( )
Por definicién de la curva, se tiene que X;D = O A. Luego:
XPXyD
00X, 00,
X1P
1P asend < X;P =asenfcosf (5-88)
acos @ a

Por otro lado, sea AOX;D. Al ser rectangulo, se deduce por relaciones trigonométricas que

0OX; = acosf. De esta forma, las ecuaciones paramétricas de la Lemniscata de Gerono son:

’xzacos@ ;  y=asenfcosd (5-89)

Ademsds, la curva permite una parametrizacion racional al realizar la sustitucién de Euler-
Weierstrass en donde ¢ = tan(6/2):
a(l —t?)
(1+1¢2)
a(l—1t*) 2t 2at(l—1¢?)
1+ 1482 (1412)?

T =acosf =

y =asenfcost =

Por lo tanto, una parametrizacion racional de la lemniscata de Gerono es de la forma:

Ca(l—t?) ~ 2at(1 —¢?)
Sl Ty

(5-90)
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5.22. Lemniscata de Bernoulli

Conocida también como “lemniscata hiperbdlica”. Estudiada por Jacob Bernoulli en 1694, la
describié como una curva “con forma de mono, como de cinta colgante”. Le acund el nombre
b

del latin lemniscus que significa cinta, haciendo referencia a la decoracion de las coronas de

la Antigua Roma (Olalquiaga y Olalquiagal [2005). Conjuntamente, se dice que la palabra

lemniscata proviene del nombre de la ciudad griega Lemnos en donde se creaban cintas de

lana.

Su definicién como lugar geométrico es la siguiente:

Definicién 22. sean dos focos F y F’ situados a una distancia de 2a, se denomina Lemnis-
cata de Bernoulli a los puntos P del plano en donde el producto de las distancias a los focos

es la constante a®.

Figura 5-42

Dicha condiciéon geométrica puede escribirse como:

|PF|-|PF| = a® (5-91)

Para deducir las expresiones analiticas de la curva, sean F(a,0) y F'(—a,0) los focos y

P(zx,y) los puntos del lugar geométrico. Aplicando el teorema de la distancia:
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V=t = o
(2 —a)* +y°] - [(z +a)* +y°] = a
(2% — 2ax + a® + 3?)(2* + 2az + a* + *) = a*
ot 4+ 22%% + ¢t — 2a%2? + ot + 2d%y° = o
(2% +9°)* — 2a*(2® — y°) = 0 (5-92)
Luego, esta es la expresién cartesiana de la lemniscata de Bernoulli. Ahora, con esta expresién

se obtiene su ecuacién polar:

(r*)? — 2a*(r? cos* § — r*sen® ) = 0
r?(r* — 2a* cos(26)) = 0

r? = 2a* cos(26) (5-93)

De esta expresion, puede verificarse que la curva posee simetria respecto al eje polar, el eje

vertical y el polo. Luego, despejando para r se obtiene:

r = +av/2+/cos(26) (5-94)

Como se sabe que la expresion es simétrica respecto al polo puede omitirse el valor negativo.

Por tanto, una primer ecuacion paramétrica de la lemniscata de Bernoulli es:

z =+V2acosfy/cos(20) ; y =+ 2asenb/cos(26) (5-95)

Sin embargo, puede notarse que la expresién no esté definida para cualquier 0, ya que cos(26)
toma valores negativos. Es decir, para que se cumpla que cos(20) > 0 se tiene:
—m/2<20<7/2 <= —7n/4<0<7/4

3n/2<20<57m/2 <= 3n/4<60<5n/4
(5-96)

T T
- = — : Z
He[lm 4,k7r+4] ke
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0,2

CANVA WA WA

-m/4 0 3w/ 4 T 5m/4 3m/2 7wl 4 2m o/ 4 5m/2 1/ 4 3T 13m/4  Tmw/2

-05

Figura 5-43: Representacion de la primera expresion paramétrica de la lemniscata y el trazo
de la expresion 4/cos(260). Los puntos muestran el orden de trazo, iniciando

desde —m/4 hasta 57/4 para dar un ciclo completo.

De lo anterior, puede evidenciarse que el intervalo de definicién de 6 no es continuo (de
hecho, posee infinitos intervalos de discontinuidad). Debido a esto, una mejor representacion

paramétrica se obtiene al reescribir (5-95)) en términos de tan 6.

Asi, tomando —7/2 < 0 < 7/2, por identidades trigonométricas se obtiene:

0 tan 6 0 1 (26) 1 —tan?6
senf) = —— cosl) = ———— cos i
Vtan? 0 + 1 Vtan?6 + 1 tan?6 + 1
Reemplazando estos valores en (5-95)):
1 V1 —tan?6 V1 —tan?46
T = \/Ea . . == \/Ea/ T 54 1
Vtan20+1 Vtan?26 + 1 tan® 6 + 1
5-97
tané V1 —tan?6 tan #v/1 — tan? 6 ( )
y = \/ia . . e \/éa/ . 3
VianZ6+1 Vtan?0 + 1 tan2 6 + 1

Tomando a tan # como el parametro de las ecuaciones, puede realizarse un cambio de variable

tal que sen = tan 6, en donde 6 = arctan(sen ). Simplificando las expresiones:
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N V1 —sen? « _av2cosa

xr=v2 =
sen?a + 1 sen? o + 1
senav/1 —sen2a  av/2sen acos o
y=v2a- =
sen? o + 1 sen?a + 1

De esta manera, se obtienen las ecuaciones paramétricas de la lemniscata de Bernoulli:

av/'2cos « av/'2sen o cos o
r = ; — 5-98
sen? o + 1 y sen?a + 1 ( )
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5.23. Ovalos de Cassini

Recibe su nombre en honor al matematico y reconocido astrénomo Giovanni Cassini, quién
estudio junto a su padre las propiedades geométricas de esta, y publicd sus resultados en
1680. Cassini la propuso como curva modelo de las trayectorias planetarias creyendo que se
ajustaban mejor que las orbitas elipticas propuestas por Johannes Kepler. Afios mas tarde,
otros matematicos descubrieron que los évalos de Cassini representan la interseccién de un
plano con el toroide, haciendo parte de las secciones téricas junto con la espira de Perseo.

Su definicién como lugar geométrico es muy similar a la elipse, ya que en vez de una su-
ma constante es un producto constante (por esta razén también se les denomina elipses

cassinianas). Se muestra entonces, su definicién:

Definicién 23. los dvalos de Cassini son el conjunto de puntos del plano tal que el producto

de las distancias a dos puntos del plano (llamados focos) es constante.

Sean F y F’ los focos de la curva, y lldmese la constante como b?, dicha definicién puede

escribirse como:
|F'P| - \F’P| = (5-99)

Ubicando los focos sobre el eje X de tal forma que tengan las coordenadas F'(a,0) y F'(—a,0)
y sean P(x,y) el conjunto de puntos del lugar geométrico, por el teorema de la distancia se

tiene:
|FP|=+/(z—a)®+y?

PPl = Vo +

Por lo tanto, la condicién geométrica de (5-99)) se expresa analiticamente de la forma:

Ve —a)2+y?-(z+a)?+y2 =0 (5-100)

Elevando al cuadrado y operando términos, se obtiene la ecuacion cartesiana de los 6valos

de Cassini:
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(2 = a)* +y°][(z + a)* + y*] = b
[2? — 2az + a® + y*][z® + 2ax + a® + y*] = b
(2 + 22292 + y*) — 2a%2? + 2022 + at = bt
(2 +yH)? — 2a*(2? — y?) + a* = b* (5-101)
Ya con la expresion cartesiana, se puede obtener su ecuacion polar:
(r*)? — 2a*(r? cos® 0 — r?sen® §) + a* — b* =0
rt — 2a%r® cos(20) +a* — b* =0 (5-102)

Resolviendo esta tltima expresién empleando la ecuacién cuadritica para r? se obtiene:

r? = a® cos(20) + \/a* cos?(20) — a* + b (5-103)
A partir de esta ultima ecuacion, puede verificarse que la curva es simétrica respecto al eje

polar, al eje vertical y al polo. Simplificando un poco mas la expresién se obtiene:

1% = a® cos(26) £ /b* — a*sen2(26)

4

b
r? = a® cos(20) + a® pri sen?(26)

a

1
r? =a? [cos(%) + b—4 - sen2(29)]

a

r = %ay | cos(260) £ \/ <9>4 — sen?(26) (5-104)

Ahora bien, para obtener una expresion paramétrica adecuada deben evaluarse los diferentes
casos que se presentan de esta ecuacion. Un primer paso que se puede realizar es omitir los
valores negativos de r debido a que la curva es simétrica respecto al polo y por tanto, este
cambio sélo hace referencia a la direccion de trayectoria. Por otra parte, quedan los radicales
que pueden tomar valores negativos y por tanto, es necesario restringir los valores de 6 segiin

los valores de by a.

I. Caso b > a

Teniendo en cuenta que sen®(26) tiene por rango [0,1], y al ser b/a > 1, se deduce que
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este primer radical esta definido para cualquier valor de 6. Ademas, numéricamente, el

radical interno siempre es mayor que cos(26), luego es necesario tomar el signo positivo

para que la expresion esté definida en el plano real, de lo contrario la expresién siempre

arroja una expresién compleja.

\/(b/a/)"1 — sin?(26)

0 \/3 |
-1

Figura 5-44

Esta expresion describe 6valos comprimidos y 6valos convexos para cualquier valor de

6, dando un ciclo completo en el intervalo [0, 27]. La ecuacién paramétrica de este caso

corresponde a:

T = aCOSQ\

costn) () o

Yy = asenQ\

coston) [ (2) - sen

II. Caso b=a

En este caso, la expresion ((5-104])

se reduce a:

r = av/2+/cos(26)

(5-105)

Esta expresién corresponde a la lemniscata de Bernoulli. En otros términos, la curva

de Bernoulli es un caso especial de los 6valos de Cassini.
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Figura 5-45: Ovalos de Cassini para distintos parametros de b en el caso I. A la izquierda,

P(x.y)

un 6valo de Cassini comprimido; a la derecha, un 6valo de Cassini convexo.

ITI. Caso b < a
En este caso, el valor de b/a < 1 hace que el radical interno tome valores negativos en
algunos valores de . Restringiendo estos valores de tal forma que (b/a)* —sen?(20) > 0

se debe cumplir que:

b sen?(20 20 = v
g—sen( ) = = arcsen | —
(5-106)
0 = L arc sen i
2 a?
Es decir, § € [—1 arcsen(b?/a?), ; arcsen(b?/a?)]. Sin embargo, cos(26) también es po-

sitivo en este intervalo. Numéricamente, cos(20) > +/(b/a)* — sen2(26) para cualquier
valor de # del intervalo. Dicho esto, se tiene entonces que ambos signos del radical son

valores reales, y por tanto forman trazos distintos del 6valo.

\/(()s 20) + \/ )/a — sin?(20)

\II."'II(.‘{)H{Q(}} — \V.-"'.{?),-"'r':)] — sin?(20)

Figura 5-46
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; POxY)

Figura 5-47: Pares de 6valos de Cassini en donde se muestra P(z,y) con punto de inicio
en # = 0 segun el signo del radical. El punto sobre la traza azul sigue una
trayectoria en sentido contrario a las agujas del reloj; mientras que el otro

punto sigue una trayectoria en sentido a las agujas del reloj.

Por otro lado, puede verificarse que un conjunto més completo de los valores de 0 es
de la forma [km — 1 arcsen(b?/a?), kw + 5 arcsen(b?/a?)] para k € Z, permitiendo que
se trace otro 6valo de Cassini. En conclusién, para el caso b < a se generan un par
de évalos de Cassini. Dicho esto, las ecuaciones paramétricas de este caso del 6valo de

Cassini son:

a

x = acos | cos(20) £ \/<9)4 e (5-107)

y = asen 9\ cos(26) + \/(§>4 — sen?(20)

en donde la curva se construye en dos partes que corresponden al signo positivo y

negativo del radical.
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5.24. Concoide de Nicomedes

Recibe su nombre en honor al matemaético de la Antigua Grecia, Nicomedes, que descubrio la
curva alrededor del siglo IT a.C intentando dar solucién a los problemas de la duplicacién del
cubo y la triseccion del angulo. Su nombre viene del griego konkhe que significa “concha”,
y el sufijo -oide para “con forma de” (literalmente “con forma de concha”). La curva de
Nicomedes es mencionada en otros trabajos geométricos hechos por Pappus y Eutocio, y
siglos méas adelante seria redescubierta con ayuda del desarrollo de la geometria analitica y

el calculo.

Figura 5-48: Concha de mar o mejillon. Nicomedes dio nombre a la curva inspirado en su

forma.

Su definiciéon como lugar geométrico es la siguiente:

Definicién 24. Sea una recta fija l y un punto O exterior a ella. Sea también, I' una recta
arbitraria que pasa por O y corta al en algin punto B. Luego, el conjunto de puntos P y P’
que se encuentran a una distancia fija b sobre I’ de tal forma que PB = P'B = b a medida

que l' gira alrededor de O, se denomina Concoide de Nicomedes

Al referirse a las concoides como una familia de curvas, la concoide de Nicomedes es la

concoide de una recta. (Lockwood, [1967, p. 127).

Para deducir las ecuaciones paramétricas de la concoide de Nicomedes, es conveniente usar
coordenadas polares. Sea O el punto exterior a la recta ubicado en el origen y sea la recta [

perpendicular al eje X por el punto A(a,0). Luego, tracese la recta I’ de tal forma que pasa
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Figura 5-49

por O y corta a la recta [ en B, ya que I’ gira alrededor de O, llamese 6 al éngulo ZBOA
de tal forma que —7/2 < 6 < 7/2. Ahora, sea b un valor arbitrario, lldmense P y P’ sobre

I’ los puntos del lugar geométrico, se tiene que:

rn=0P=0B—-PB

(5-108)
ro=0P =0OB+ P'B
Sea AOAB, se sabe que es rectangulo. Por lo tanto, se deduce que:
AB
tan = — <= AB =atan¥
a
Luego, por el teorema de Pitdgoras se obtiene:
a? + a*tan® 0 = (OB)?
a’(1+tan?0) = (OB)?
a’sec’ § = (OB)?
asecld = OB
Reemplazando este valor en (5-108)) se tiene:
rn=0B — PB =asect —b
(5-109)

ro =0B+ P'B =asec +b

Es decir, la ecuacion polar de la concoide de Nicomedes es de la forma:
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r=asecf+b (5-110)

en donde cada signo representa una rama de la concoide: el signo negativo traza la rama que
se encuentra mas cerca del punto O, la rama interior; y el signo positivo la rama exterior.
Sin embargo, al tomar la ecuacién r; = asecf + b, en el intervalo [0,27] se realiza un
trazo completo de la concoide; de la misma forma, ro = asecf — b hace un trazo completo
pero en direccién opuesta. Puede mostrarse por propiedades de simetria de las coordenadas
polares que las dos ecuaciones corresponden al mismo lugar geométrico, o también, hallando

la expresién cartesiana y verificar que corresponden a la misma curva.

Por lo tanto, en (5-110)) puede omitirse uno de los signos si se toma 6 sobre el intervalo [0, 27].

Esto permite reducir la ecuacién a la expresion més conocida de la concoide de Nicomedes:

r=asect +0b (5-111)

Luego, las ecuaciones paramétricas de la concoide de Nicémedes son:

z=1r-cosl =a-+bcosb
(5-112)

y=r-senf) =atant + bsend

Por otro lado, una parametrizacion racional de la concoide de Nicémedes se halla al realizar

la sustitucién de Euler - Weierstrass haciendo ¢ = tan(6/2):

1—t2 a b
=a+b oy =2t 5-113
roat (1+t2) Y (1—t2+1—|—t2) ( )

Un detalle a resaltar de la curva es la relacién entre los valores de a y b:

= Cuando a = b, la concoide genera una ctspide en el polo.
= Cuando a > b, la concoide es suave en ambas ramas.

» Cuando a < b, la concoide genera un bucle en la rama interior.
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)

Figura 5-50: De izquierda a derecha: concoide de Nicomedes suave, con cuspide y con bucle.
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5.25. Estrofoide

Los primeros trabajos de la curva fueron hechos por Gilles de Roberval, Isaac Barrow (uno
de los profesores de Newton), y Evangelista Torriceli alrededor de la mitad del siglo XVII.
Inicialmente, recibié el nombre de pteroide: del griego pteron que significa ala; y -oide, con
forma de (literalmente, con forma de ala). Dos siglos més tarde, fue rebautizada por Enrico
Montucci tomando del griego la palabra strophos, que significa cinturén o cuerda. Dicho esto,

la curva significa “con forma de cinturon o de cuerda”.

Su definiciéon como lugar geométrico es la siguiente:

Definicién 25. Sea [, O un punto exterior a ella, y A el pie de la perpendicular sobre [

de O. Construyase I de tal forma que pase por O y que corte al en C. La estrofoide es el

conjunto de puntos P y P" sobre I’ tales que AC = CP = CP’ al girar l' sobre O.

Debe aclararse que esta definicién hace referencia a la estrofoide recta, teniendo en cuenta
que existe una definicion mas general de la curva estrofoide como familia de curvas, de

manera muy similar a las concoides.

Figura 5-51

Para deducir una expresiéon analitica de la curva, ubiquese el punto O en el origen, y sea la

recta [ ubicada a una distancia a de O perpendicular al eje X, de tal forma que A tenga
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coordenadas (a,0). Ahora, lldmese ¢ al angulo de giro de I’ donde P(r,0) y P'(2’,0) trazan

la estrofoide. Se tiene entonces que:

ri=0OP=0C—CP
(5-114)
ry = OP' = OC + CP'

Sabiendo que AOAP es rectangulo, por identidades trigonométricas se obtiene:

tanf = A—C — AC =atant
a

Teniendo en cuenta la definicién de la curva, se deduce que AC = CP = CP' = atan6.
Luego, por el teorema de Pitdagoras:
a® + a*tan’ § = (OC)?
a*(1+tan®6) = (OC)?
a’sec’ = (0C)* <+= OC =asech
Luego, reemplazando estos dos valores en ((5-114)) se tiene:
ry = asech —atanb
(5-115)
ro = asect + atan6
en donde 71 () corresponde a la traza del bucle y r9(0) a las dos “ramas” de la estrofoide en

el intervalo —m/2 < 0 < 7/2. Luego, la ecuacién polar de la estrofoide es de la forma:
r = a(sect + tan f) (5-116)

Sin embargo, al tomar r1(6) en el intervalo [0, 27| la estrofoide realiza un recorrido completo,
y sucede lo mismo si se toma 749(f) sobre el mismo intervalo: la diferencia entre las dos
ecuaciones corresponde a la direccién del trazado. Dicha relacion puede mostrarse mediante
las propiedades de simetria de las coordenadas polares, o verificando que la misma expresion
cartesiana de la estrofoide puede hallarse a partir de las dos ecuaciones. Por lo tanto, es

posible remover el signo menos de (5-116|) sobre el intervalo [0, 27], obteniendo:

r = a(secf + tan0) (5-117)

De esta ecuacion, se obtienen las ecuaciones paramétricas de la estrofoide:

x=r-cosf =a(l +send)
(5-118)
y=r-senf = atanf(1 + send)
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De estas dos ecuaciones, es posible obtener una parametrizacion racional al realizar la sus-
titucién de Euler-Weierstrass (¢ = tan(6/2)):

( 2t) <t2+2t+1) a(l+1t)?
r=al|l+ =a =

14 ¢2 1+ ¢2 1+ ¢2

a(l+t)* 2t 2at(1 +t)
= -t 9 = . =
vyt 1+ 1-£2 (1-t+e)

Es decir, una parametrizacion racional de la estrofoide recta es:

Ca(l+t)? o 2at(1+1)
Tire VT aona+e) (5-119)

Por otro lado, otra variante de estrofoide se obtiene cuando se toma un punto arbitrario
A sobre [ en vez de ser la proyeccion de O sobre [. Esta estrofoide se denomina estrofoide
oblicua. Puede verificarse facilmente que si A tiene coordenadas (a,b), la ecuacién de la

estrofoide oblicua es de la forma:

r = a(sec + tanf) + b (5-120)

Figura 5-52: Estrofoides oblicuas
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5.26. Curva kappa o curva de Gutschoven

Recibe su nombre por su “similitud” con la letra griega kappa. El primero en estudiar la
curva fue el médico y matematico Gerard van Gutschoven, alrededor del ano 1662. Otros

matemdaticos como Isaac Newton y Johann Bernoulli la estudiaron siglos més tarde.

Se presenta a continuacién su definicién como lugar geométrico:

Definicién 26. Sea [, O un punto exterior a ella, y A el pie de la perpendicular sobre | de

O. Sea también, ' de tal forma que pase por O y que corte a l en B. La curva kappa es el

lugar geométrico de los puntos P y P’ sobre l' tales que AB = OP = OP' al girar I sobre
0.

Figura 5-53: Curva kappa y letra griega kappa

Para hallar la expresién analitica de la curva, ubiquese el polo O en el origen y la recta [ de
tal forma que sea perpendicular con el eje X, siendo A(a,0) la proyeccién de O en [. Llamese
0 el pardmetro que corresponde al angulo de rotacién de I, usando coordenadas polares se

tiene que los puntos P(ry,61) y P'(r2,63) que trazan el lugar geométrico son de la forma:

r = OP = AB
(5-121)
9 = OP, = AB

Siendo que AOAB es rectangulo, por relaciones trigonométricas se obtiene:
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tanf = % & AB =aqatanf

Reemplazando este valor en 1 y ro:

rn =AB =atanf
ry =AB =atan(f +7) = atand
Es decir, la ecuacion polar de la curva kappa es de la forma:
r=atand (5-122)

Y hallando su expresion polar, su expresion paramétrica es de la forma:

r=asenf ; y=asenftanf (5-123)

Ademas, realizando la sustitucion de Euler-Weierstrass se obtiene una parametrizacion ra-

cional de la curva:

2at 0tand 2at 2t 4at?
S EE— = asen anov = . =
112 y 142 12 1_4

T =asenf =

Es decir, una parametrizacién racional de la curva kappa es:

2at _ 4at?
1+1¢2 ’

(5-124)
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5.27. Campila de Eudoxo

Recibe su nombre en honor al matematico y astrénomo de la Grecia Antigua, Eudoxo de
Cnido, y de la palabra kampily que significa “curva” o también “doblado o torcido”. Los
trabajos de Eudoxo son de alrededor del siglo IV a.C y se consideran precursores del célcu-
lo. Sirvieron de inspiracién para otros matematicos como Arquimedes, Newton, Leibniz y
Dedekind, los cuales retoman sus ideas acerca del método de exhausion y sus tratados de
conmensurabilidad y proporcionalidad. Al igual que otros contemporaneos a su época, cred

la curva en su intento de resolver el problema de Delios.

Su definiciéon como lugar geométrico es la siguiente:
Definicién 27. Sea C' una circunferencia de radio a con centro en el origen y un punto A
sobre ella. Trdacese sobre A la recta tangente a la circunferencia, y sea B el punto de corte

con el eje X. Siendo | la recta perpendicular al eje X que pasa por B, se denomina Campila

de Fudoxo al lugar geométrico que consta de las intersecciones entre | y &)4 a medida que

AN

A se mueve a lo largo de C.

Figura 5-54

Para hallar las ecuaciones paramétricas de la curva, sabiendo que O es el origen, llamese 6 al

parametro asociado al angulo que se forma al moverse A sobre la circunferencia y el eje X.
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Ahora, ZOAB es recto ya que @ es tangente de la circunferencia, luego AOAB ~ AOBP
por criterio de semejanza AA. Ya con esto, por trigonometria se obtienen las expresiones

para OB y BP:
OA a

O—B:O—B <~ OB = asect

cosf =

PB
tanf = OB < BP =asecftanf

Por lo tanto, las expresiones paramétricas de la Campila de Eudoxo son:

x=asec ; y=asechtand (5-125)

Ademas, realizando la sustitucién de Euler-Weierstrass se obtiene su parametrizacién racio-
nal:

a a(l+t?)
cosf 1—1¢2

a(l+t%) 2t 2at(1 + %)
y:asecetanéz( ¢ )(1—t2) = SENBE

r=asecld =

Por lo tanto, la parametrizacion racional de la Campila de Eudoxo es de la forma:

Ca(l+t?) ~ 2at(1+ %)

=1 _p Yy = —(1 — ) (5-126)
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5.28. Cruciforme

Recibe su nombre de las palabras en latin cruz y forme que traducen “con forma de cruz”.
También se le conoce como “la curva del policia de transito”. Fue estudiada por primera vez
por el matematico francés Olry Terquem en 1847. Como lugar geométrico, se define de la

siguiente forma:

Definicién 28. Sea C' una circunferencia de radio a con centro en el origen y un punto A
sobre ella. Tracese sobre A la recta tangente a la circunferencia, y sean B y C' los puntos
de corte con los ejes X y Y respectivamente. Si l; es la recta perpendicular al eje X que
pasa por B, y ls es la recta perpendicular al eje Y que pasa por C, la cruciforme es el lugar

geométrico de las intersecciones entre ly y ly a medida que A se mueve a lo largo de C'.

Figura 5-55

Para hallar las ecuaciones paramétricas de la cruciforme, sea 6 el angulo formado por A a
medida que se desplaza sobre la circunferencia de radio a con centro en el origen, partiendo
desde el eje X. Al trazar la recta tangente de la circunferencia por A se sabe que esta es
perpendicular a su radio, luego AOAB y AOAC son rectangulos. Ain més, se deduce que
NOAB ~ ACAO por teorema de semejanza AA, y por tanto ZAOB = ZACO = 6. Por
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otro lado, JOBPC es rectangulo y por lo tanto PB = C'O. De esta forma, se tiene que:
xr=0B =asect

y=PB=CO =acsch

Es decir, las ecuaciones paramétricas de la curva cruciforme son:

’xzasec@ ;. y=acsch (5-127)

Ademas, la curva permite una parametrizacién racional realizando la sustitucién de Euler-

Weierstrass:

a  a(l+1t?) a a(l+1t?)

p— f— 9 p— p—
cos 0 1 —¢2 y=aosse sen @ 2t

T =asecl =

Es decir, la parametrizacion racional de la cruciforme es de la forma:

a(l+t?) a(l+t?)
_ ) -12
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5.29. Cardioide

En 1741, el matematico francés Giovanni Salvemini de Castiglione logra su primera publi-
cacion de un articulo en el que muestra propiedades geométricas de una curva “con forma
de corazén”. Sin embargo, otros matematicos como Philippe de la Hire y Etienne Pascal
ya habrian abordado la curva un par de décadas antes. Esta curva aparece constantemente
en distintos contextos matematicos: es construible como ruleta, podaria y concoide; se ma-
nifiesta como fenémeno 6ptico en las llamadas curvas causticas; incluso aparece en analisis
complejo como parte del conjunto de Mandelbrot, por mencionar algunas.

La definicion de la cardioide como lugar geométrico suele ser a partir de una ruleta:

Definicién 29. La cardioide es una epicicloide de una cuspide. Dicho de otro modo, es el
conjunto de puntos del plano generados por un punto fijo de una epicicloide cuando el radio

de la circunferencia generatriz es igual al radio de la circunferencia directriz.

Es decir, la cardioide es un caso particular de la epicicloide cuando a = b. Conociendo las
ecuaciones paramétricas de la epicicloide, basta con reemplazar estos valores para hallar las

expresiones de la cardioide, siendo estas de la forma:

x=2acosf —acos(20) ; y=2asenf — asen(26) (5-129)

Sin embargo, la cardioide también puede ser definida de la siguiente forma:

Definicién alternativa. Sea una circunferencia y puntos A y O sobre ella, de tal forma
que A se encuentra en movimiento y O es fijo. Sea l; tangente a la circunferencia por A, y
ly tal que ly 1 1y y que pase por O. Luego la cardioide es el lugar geométrico de los puntos

P(z,y) que resultan de la interseccion entre ly y ly.

Para hallar las ecuaciones paramétricas segun la definicion, ubiquese el centro de circunfe-
rencia sobre el eje X, y el punto fijo en el origen. De esta forma, sea la circunferencia de
radio a con centro en D(—a,0). Lldmese 6 al dngulo formado por A respecto al radio DO. Al

ser j@ tangente a la circunferencia, se cumple que E)l il fﬁ, y cOmo W il jﬁ’ se deduce
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que Ei [ Oﬁ Por lo tanto, siendo el eje X recta secante de rectas paralelas, se concluye
por teorema de angulos correspondientes que ZADO = ZPOC = 0.

Figura 5-56

Ahora, considérese AADOQO. Siendo DA = DO por ser radios de la misma circunferencia,
se tiene asi un tridngulo isésceles. Luego, la suma de sus angulos internos es satisface que
m = 0 + 2. Por otro lado, también es cierto que m = 8+ ZAOP + 6, por lo cual se deduce

de ambas expresiones que = ZAOP. De lo anterior, también se deduce que:
T—0
h==3

Tomando AOPA, por ser rectangulo se obtiene:

OP = OA - cos (W > 9) (5-130)

Para calcular OA se aplica el teorema del coseno sobre AADO:
OA? = 24 — 2a® cos ) = 2a*(1 — cos )
OA = +aV/2V1 — cos b (5-131)

Por otro lado, al simplificar la expresion ((5-130]) se obtiene:

T™—0 0 1 —cost
COS( 5 )—sen (5) _iVT (5-132)

De tal forma que al reemplazar estos dos tltimos valores en ([5-130|) se obtiene la expresion

polar de la cardioide:
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r=0P = (£av2\/I~cos0)) <i, /1—Te>

r=a(l—cosh) (5-133)

Ya con la ecuacién polar, se obtienen las ecuaciones paramétricas:

x=a(cosf —cos’f) ; y=asend— gsen(%) (5-134)

Al comparar esta expresién con (5-129)), puede verse que difieren entre si respecto a un factor
de escala y una constante de desplazamiento horizontal. Sin embargo, ambas son expresiones

paramétricas de la cardioide.

Figura 5-57: La cardioide en rojo corresponde a la expresién hallada a partir de la epici-

cloide.

Ademas, la curva posee parametrizacion racional al realizarse la sustitucién de Euler - Weiers-

trass en (5-134) para t = tan(6/2), obteniendo:
1—¢2 1— 2\ 2at%(1 —t2)
r=a|l——>]—a =
1412 1+41¢2 (1+1¢2)2

2t 1—t2 2t 4at?
Y 142 14+t2) \1+1¢ (1+1¢2)2
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Es decir, una parametrizacion racional de la cardioide es de la forma:
2at*(1 —t? 4at?
_(-) o dat (5-135)
(1+12)2 (1+1¢2)2

Por si fuera poco de las numerosas apariciones de la cardioide en campos matematicos,

también aparece en la naturaleza: la forma de las hojas de algunas plantas describen un

cardioide.

Figura 5-58: Hojas de la planta Galaz Urceolata.
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5.30. Nefroide

Los primeros registros de la curva datan de 1678 y se deben a los experimentos 6pticos
llevados a cabo por Huygens. Al publicar sus resultados de la exploracién de curvas causticas
en su Tratado de la luz, no presenta una explicacion a estos fenémenos épticos. Sin embargo,
en 1838 el fisico y matematico George Airy dio una demostraciéon basado en la teoria de
longitud de onda de la luz. Posteriormente, la curva recibiria su nombre caracteristico gracias
al matematico y astronomo inglés Richard Proctor en 1878 de su publicacion Geometria de
las cicloides: del griego nephros que significa rindn, y el sufijo -oide (literalmente, “con forma
de rinon”).

Su definiciéon como lugar geométrico es a partir de una ruleta:

Definicién 30. La nefroide es una epicicloide de dos ciuspides. Dicho de otro modo, es el
congunto de puntos del plano generados por un punto fijo de una epicicloide cuando el radio

de la circunferencia generatriz es la mitad del radio de la circunferencia directriz.

En otros términos, la nefroide es una epicicloide cuando a = 2b, siendo a y b el radio de
la circunferencia directriz y generatriz respectivamente. Reemplazando estos valores en la

ecuacion general de la epicicloide se obtienen las ecuaciones paramétricas de la forma:

x = 3bcosf — bcos(30)
(5-136)
y = 3bsend — bsen(30)

No obstante, una construccién alternativa de la nefroide es la siguiente (Sarmientol 2011)):

Definicién alternativa. Sean dos circunferencias concéntricas de radio a y 3a. Sea Py sobre
la circunferencia interior, y Py en la circunferencia exterior de tal forma que que los arcos
respecto al eje X sean iguales. Ahora, el lugar geométrico que describe el punto terminal de
la suma de los vectores p1 y ps a medida que se mueven a lo largo de sus circunferencias, se

denomina nefroide.

Se procede a mostrar que la curva generada corresponde a una nefroide:
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Figura 5-59

Ubiquense las circunferencias con centro en el origen de radio a y 3a, y sean P, y P, de tal
forma que O/I\Pl = O/Q\PQ Llamese 6 el parametro asociado a la medida del angulo que forma

Py sobre Oq, y (8 al de P, sobre O,. De esta forma, se tiene que:

0
a = 3af <= 525

Ahora, los vectores asociados a P; y P, son de la forma p; = (acosf,asenf) y p5 =

(3acos(0/3),3asen(0/3)). Luego:

p1+ ps = (acosf + 3acos(0/3),asend + 3asen(6/3)) (5-137)

Por lo tanto, al ser pj + p3 las coordenadas del punto terminal P(z,y) que traza el lugar

geométrico, sus ecuaciones paramétricas son:

x=acos+3acos(0/3) ; y=asenf+ 3asen(d/3) (5-138)

Al comparar esta expresion con ((5-136|), puede verse que la diferencia de signo en las ex-
presiones representa una rotacién de la nefroide. Ademads, esta primera expresion realiza un

trazado “mas rapido”, debido a los coeficientes enteros al interior de los senos y cosenos.
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Por supuesto, esto también se refleja en el intervalo de definicion de 6, siendo necesario en
(5-138) que 0 < 6 < 67 para realizar un trazado completo de la nefroide. Estos dos ultimos
detalles pueden omitirse al realizar la sustitucién o = 6/3 sobre (5-138|).

Figura 5-60: Trazado de nefroides en naranja y azul de acuerdo con su primera y segunda

expresion paramétrica, respectivamente.

Desde un punto de vista anatémico, la nefroide no se parece tanto a un rifion (o al menos,
al de la gran mayorfa de mamiferos). No obstante, si se realiza una diseccién cuidadosa del

rinon se obtiene la forma de la curva en cuestion.

© Universidad del Norte de Arizona

Figura 5-61: Diseccién de un rinon de oveja.
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5.31. Caracol de Pascal o limacon

Recibe su nombre de la palabra francesa limacon["] viene del latin lamacis que significa
“caracol”, y el sufijo de aumento -on (literalmente, “caracol grande”). Fue estudiada deta-
lladamente por el matematico aficionado Etienne Pascal en el siglo XVII, aunque se tienen
registros de que el artista renacentista Albrecht Durer también realizé estudios de cémo
trazar la curva (Andrews, 2016)

Su definicién usual suele ser a partir de una ruleta:

Definicién 31. FEl caracol de Pascal es el conjunto de puntos del plano generados por un
punto fijo del radio de un circulo (o una extension de este), en donde dicho circulo rueda a

lo largo del exterior de una circunferencia fija del mismo radio, sin deslizarse.

En otras palabras, el caracol de Pascal es una epitrocoide con ambas circunferencias del
mismo radio. Al saber que a = b se reemplazan en las ecuaciones paramétricas generales de

la epitrocoide, obteniendo:

r=2acosf —dcos(20) ; y=2asenf — dsen(26) (5-139)

en donde d viene siendo la distancia comprendida entre el centro de la circunferencia gene-
ratriz y el punto que traza el lugar geométrico. Otra forma muy similar de definir la curva

es a partir del movimiento de una circunferencia sobre otra tangencialmente:

Definicién alternativa. Sean dos circunferencias tangentes de radio a y b, en donde una
es fija y la otra gira alrededor de esta. Si P es un punto sobre el radio (o una extension de
este) de la circunferencia rotatoria de tal forma que sea el mismo dngulo dngulo de rotacion,

el lugar geométrico de los puntos P describe un caracol de Pascal.

Se procede a hallar las ecuaciones paramétricas del limacon. Notese que el proceso de deduc-
cion de la curva es andlogo al de la epicicloide. Manteniendo las mismas condiciones iniciales

se obtienen las ecuaciones:

[T

14 F] cardcter “¢” se denomina “c cedilla”, e indica que su pronunciacién cambia a la de una s: en este caso,

limason.
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Figura 5-62: Deduccion de las ecuaciones del caracol de Pascal

t=0FE=0C+CE=0C+DP = (a+b)cost + dsen ( )
5-140
y=EP=CD=CA—-DA=(a+0b)senf —dcosf

Por otro lado, se tiene que ZPAO = 60 = a4+ 0. De ACOA por ser rectangulo, se deduce
que a = pi/2 — 6. De modo que:

0= (r/2-0)+p <= p=20—-7/2
sen(20 — 7/2) = — cos(26)
cos(20 — 7/2) = sen(20)

Al reemplazar estos valores en (5-140)) se obtienen las ecuaciones paramétricas alternativas

del caracol de Pascal:

x = (a+b)cosf — dcos(20)
(5-141)
y = (a+b)senf — dsen(20)

Noétese la similitud con las ecuaciones obtenidas en (5-139). Se muestra a continuacion el

trazado de algunos caracoles de Pascal:
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(1) | (2) |

Figura 5-63: Trazado de caracoles de Pascal. De acuerdo con su nimero, se pueden clasifi-

car como: caracol con bucle, caracol con cispide (cardioide), caracol suave y
caracol convexo.
Una forma de clasificar los caracoles es a partir de la relacién entre (a 4+ b) y d, en donde:
» Si(a+b)/d < 2, el caracol tendra un bucle en su interior.

» Si(a+b)/d = 2, el caracol tendrd una cuspide. Puede verificarse que corresponde a

una cardioide.
» Si(a+0b)/d> 2, el caracol serd una cardioide suave.
» Si(a+b)/d> 4, el caracol serd convexo.

» A medida que (a+b)/d — 0, el caracol traza una circunferencia (el bucle se hace mas

grande).

» A medida que (a + b)/d — o0, el caracol traza una circunferencia.
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5.32. Nefroide de Freeth

Recibe su nombre en honor al matematico inglés T.J. Freeth (poco se sabe de su vida,
aparte de que estudié las curvas estrofoides y otras curvas planas). La curva tiene un interés
particular entre los matematicos debido a que es un punto de partida para dibujar poligonos
regulares con multiplos de 7 lados. Por otro lado, no debe confundirse con la curva nefroide

convencional.

Su definiciéon como lugar geométrico es la siguiente:

Definicién 32. Sea una circunferencia de centro O y puntos A y C sobre ella, de tal forma
que A es fijo y C se mueve por la circunferencia. La nefroide de Freeth es el conjunto de

puntos P y P sobre ﬁé tales que CP = CP' =2 CA

Figura 5-64

Se procede a hallar una expresion analitica de la curva. Ubiquese la circunferencia con centro
en el origen y de radio a, de tal forma que A sea la interseccién de la circunferencia con el
eje X. Luego, sea C' el punto que se mueve sobre la circunferencia, llamese 6 al parametro
que corresponde al angulo de rotacién de % respecto al eje X y ubiquense Py P’ de tal
forma que cumplan la definiciéon como se muestra en la figura . Luego, al ser P(r1,0) y

P'(ry,0) los puntos que trazan el lugar geométrico, se tiene que:
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r=0C+CP=a+CP
(5-142)
ro =00 —~CP =a—-CPF
Por otro lado, sea ACOA, se deduce que es isosceles. Aplicando el teorema del coseno se
obtiene:

AC? = a® + a® — 2a* cos ) = a*(2 — 2 cos 0)

AC = av2 —2cosb (5-143)

Como AC = CP’' = CP, al reemplazar en (5-142)) se obtiene:
rn=a+av2—2cosb
ro =a—av2—2cosl

(5-144)

Figura 5-65: Gréfico de la nefroide de Freeth. Se muestra el trazado en azul y morado de

las expresiones P(ry,0) y P'(rq,0) respectivamente.

De lo anterior, la expresion polar para la nefroide de Freeth puede escribirse de la forma:

r=atav2—2cosf (5-145)

Sin embargo, esta expresion necesita del trazado positivo y negativo que hacen referencia a
los puntos P y P’: omitir alguna de ellas implica un trazado incompleto de la Nefroide de

Freeth. Esta situaciéon puede evitarse al reescribir la expresiéon polar como:
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r=atav2—2cosf=a(l+v2—2cosb)

T:a<1i w)
2

r=a(l+2sen(6/2)) (5-146)

De esta expresién puede verse que 0 < 0 < 4n para realizar un trazado completo de la
nefroide de Freeth: [0, 27] corresponde al trazado exterior azul, y [27,47] al trazado de las
espiras de color morado. De esta expresion polar se obtienen sus ecuaciones paramétricas,

que son de la forma:

x = acosf + 2acosfsen(d/2)
(5-147)
y = asenf + 2asenfsen(f/2)

Por otro lado, si se desea una parametrizacion racional de la Nefroide de Freeth, se realiza
la sustitucién a = 0/2 (de esta forma se obtienen coeficientes enteros sobre las expresiones
trigonométricas) y posteriormente, la transformacién de Euler - Weierstrass haciendo ¢ =

tan(a/2). De esta forma se obtiene para x:

x = acosf + 2acosfsen(0/2) = acos(2a) + 2a cos(2a) sen o

= a(cos® a — sen® a + 2sen a cos® a — 2sen® @)

1—12)° 2t 2+2 2t 1—2)° o (2 ’
1+ ¢2 1+ ¢2 1+2) \1+¢2 1+ ¢2
a(t® + 4t5 — 5t* — 2413 — 52 + 4t + 1)

(t2+1)3

Y realizando lo mismo para y:
y = asenl + 2asenfsen(f/2) = asen(2«) + 2a sen(2a) sen «v

= 2a sen a cos o + 4a sen? o cos o

o 1—¢2 o \2/1—¢
+2
14+ ¢2 14+ ¢2 14+ ¢2 14 ¢2
4at(1 —2) (2 + 4t + 1)
(t2_|_1>3

= 2a
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De esta forma, se concluye que una parametrizacion racional de la Nefroide de Freeth es:

a(t® + 415 — 5t* — 2413 — 52 + 4t + 1)
xr =
(t2 + 1)3
(5-148)
_ dat(1 — %) (12 + 4t + 1)
T (2 + 1)

en donde t € R y cuyos puntos en el infinito se ubican en M (a,0). Cuando ¢t — oo se traza
el exterior del nefroide (trazo en azul de |5-65|), y cuando t — —oo se trazan las espiras en

su interior (trazo en violeta).
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5.33. Folio de Durero

El artista renacentista Albrecht Durer realizé varios estudios en el dibujo de curvas que
posteriormente aplicaba en sus pinturas. La influencia del estudio del hombre y del universo
por parte de los cientificos de la época, hizo que Durer considerara los fundamentos de la
matematica y la fisica como un punto en comun entre las distintas formas de arte. Este folio
tiene relevancia debido a que sirve como curva auxiliar en la triseccién de un éngulo (se
desconoce si Durer sabia de la propiedad de triseccion, o si la usé simplemente como una

referencia geométrica para sus obras de arte).

La curva es simplemente un caso particular de la epitrocoide:

Definicién 33. El folio de Durer es el conjunto de puntos del plano generados sobre una
extension del triple del radio de un circulo, en donde dicho circulo rueda a lo largo una de

una circunferencia fija del doble de su radio, sin deslizarse.

Dicho en otros términos, es una epitrocoide cuya circunferencia fija de radio a y su circun-
ferencia generatriz de radio b satisfacen a = 2b, y la distancia del punto P al centro de la

circunferencia generatriz sea d = 3b.

Figura 5-66: Folio de Durero en azul en donde se muestra su propiedad de trisectriz: pa-
ra cualquier dngulo dado (resaltado en rojo) es posible hallar su triseccién

(resaltado en verde).
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Para hallar sus ecuaciones paramétricas basta con sustituir estos valores en la ecuacion

general de la epitrocoide, obteniendo:

x = 3b(cosf —cos(36)) ; y = 3b(senf — sen(36)) (5-149)

Noétese la similitud de las ecuaciones con las de la nefroide. El signo negativo en ambas
ecuaciones traza el folio en posicion vertical. Si se cambian a signo positivo trazan un folio

horizontal como el que se muestra en la imagen.
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5.34. Séxtica de Cayley

Fue propuesta por primera vez por Maclaurin como una curva auxiliar para trisecar un

angulo, y un siglo después Arthur Cayley realizé un analisis detallado de la misma.
Su definiciéon como lugar geométrico es la siguiente:

Definicién 34. Sea una cardioide, O y A sobre ella en donde O corresponde a su cuspide y
A un punto que se mueve libremente sobre su arco. Luego, tracese l; tangente a la cardioide
por A yls L 1y que pase por O. Luego, la séxtica de Cayley es el lugar geométrico de los

puntos P que resultan de la interseccion de ly y ls.

Figura 5-67

Para hallar las ecuaciones paramétricas de la curva, se procede a hallar su ecuacién polar.
Sea entonces la cardioide con cuspide en el origen y « el angulo parametro que corresponde
al punto A(r,«) que se mueve sobre la cardioide. Sea también, la recta tangente sobre A
y la recta perpendicular a esta que pase por el origen, cuya intersecciéon P traza el lugar

geométrico conforme A se mueve sobre la cardioide.
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La propiedad caracteristica de la séxtica de Cayley es como trisectriz: la medida del angulo
ZPOA es la mitad de ZAOD. Para verificar que esto es cierto es necesario usar las herra-
mientas del cdlculo: debe verificarse que la recta normal de un punto A sobre la cardiode que
forme un angulo 6, tiene por pendiente 30 /2. Asi, hallando la pendiente de la recta tangente

de la cardioide sobre A se obtiene:

dy
. _dy g _ acos®+a(cos’d —sen’d)  cos® + cos20
T_dx_@_ —asenf —2asenfcosf  —(sen® + sen 20)
do

De este modo, la pendiente de la recta normal es de la forma:

sen 6 + sen 26

mymr=—1 <+—= my=-—"—
NI N cos 6 + cos 26

Témese 6 = 20, se tiene que:

25 + sen 49
SN0 SN0 n3s (5-150)

mN = c0s20 + cos4d

De este modo, la pendiente de la recta normal sobre la cardioide es 3§ = 36/2, verificando

su propiedad como trisectriz.

Retomando la parametrizacion, sabiendo la ecuacion polar de la cardiode se puede reescribir

2
r=a(l+ cosf) =2a (1+TCOS6)> = 2a (\/1%(3089>

r = 2a cos’ (g) (5-151)

COo1mao:

Siendo ¢ la medida del dngulo formado por ZPOA, se tiene P(r,f) en donde se probé que

0 = 39. Al ser AOPA rectangulo, por relaciones trigonométricas se obtiene:
r=O0P =0A-cos(0/3) (5-152)
Conjuntamente, a partir de (5-151)) se deduce que:

2
OA = 2a cos? (%) = 2acos?(0/3) (5-153)

Luego, reemplazando (5-153)) en (5-152)) se obtiene la ecuacién polar de la Séxtica de Cayley:

0
r = 2acos’ (5) (5-154)
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De esta forma, las ecuaciones paramétricas de la curva son:

x = 2acos A cos® (g) .y = 2asenf cos® (g) (5-155)

Por otro lado, si se desea una parametrizacion racional de la séxtica de Cayley, se realiza la

sustitucion a = 0/3 y posteriormente, se reescribe la expresién en términos de ¢ = tan a:

0 0
x = 2acos f cos® <§> y = 2asen f cos® (§>
= 2a cos(3a) cos® a = 2asen(3a) cos® a
= 2a(4 cos® a — 3 cos? ) = 2acos’® a(3sena — 4sen’ o)
5 4 3 5 3tan o 4¢3
(tan*a+ 1) (tan?a + 1)2 (tan?a+1)2  (tan®’a +1)3
~ 2a(1—3t?) ~ 2at(3 —t?)
EGCEDE S (ZESIE

Por lo tanto, una parametrizacion racional de la curva de Cayley es de la forma:

C 2a(1-3t) 2at(3-—1t?)

SNCES T Y o150
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5.35. Trisectriz de Deslanges

Descubierta por el matemético e ingeniero italiano Paolo Deslanges, publicando sus resulta-

dos en 1783. Su definiciéon como lugar geométrico es la siguiente:

Definicién 35. Sea una circunferencia y dos rectas que pasen por su centro de tal forma que
una sea variable y la otra fija. Si se traza la recta bisectriz del dngulo formado entre estas
dos rectas cortando a la circunferencia en B y B’, y se trazan rectas paralelas a la recta fija
por B y B', la Trisectriz de Deslanges es el lugar geométrico formado por las intersecciones

P y P’ entre la recta variable y las rectas paralelas.

Figura 5-68

Para hallar las ecuaciones paramétricas de la Trisectrix de Deslanges, se procede inicialmente
hallando su ecuacién polar. De esta forma, sea la circunferencia de radio a con centro en el
origen y sea la recta fija el eje X. Llamese [y la recta variable en donde 6 es el parametro
asociado al angulo formado entre [; y el eje X. Al trazar la bisectriz sobre 6, ubiquense B y
B’ y las rectas paralelas m y n como se muestra en la imagen. De esta forma, para P(r,0)
se tiene que:

asen(6/2) asen(6/2)

=" = /7 5-157
sett r1 " sen 6 ( )
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De forma anéaloga, la expresién para P’ es:
—asen(0/2)

-1
sen f (5-158)

To =

Asi, m1(0) y ro(0) trazan las ramas izquierda y derecha de la Trisectriz de Deslanges sobre
el intervalo [0, 27], respectivamente. No obstante, tanto r; como ry realizan un recorrido
completo de la curva sobre [0, 47], siendo ambas expresiones del mismo lugar geométrico.
Esto puede evidenciarse a través de la simetria polar que comparten ambas expresiones (P’
es el simétrico polar de P y viceversa), o también, verificando que ambas hacen referencia
a una Unica expresion cartesiana. Por lo tanto, es posible omitir el signo menos en r5(6) y

afirmar que la ecuacién polar es de la forma:

. asen(0/2) (5-159)

sen 6

Ya con esta expresion, se obtienen las ecuaciones paramétricas de la Trisectriz de Deslanges:

x=asen(f/2)cotld ; y=asen(f/2) (5-160)

Por otro lado, una parametrizacion racional es posible a través de la sustitucién de Euler-

Weierstrass. Sin embargo, es necesario realizar un cambio de variable v = 0/2:

x = asen(0/2) cot @ = asenacot(2a) = = —

asenacos(2a)  a [cos?a —sen®
2sen v cos o 2

COS v

a
:5(cosoz—S.enatane):5 TTE TiE = 20 1)

a (1—t 2t 2t a(l — 6t% 4 t*)
1—¢2

Del mismo modo se realiza para y:

2at
1+t

y=asen(f/2) = asena =

Por lo tanto, una parametrizacion racional de la trisectriz de Deslanges es:

Ca(l—62 4+t 2at

- = -161
v 2(1 — %) YTy e (5-161)
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5.36. Cornoide

Descubierta por el mateméatico e ingeniero salvadorefio Juan Alberto Sanchez en 1895 al
realizar investigaciones sobre curvas planas clasicas. Le dio su nombre caracteristico debido

a que al trazar la curva aparece la forma de un cuerno.

Figura 5-69: Trazado de la cornoide sobre [0, 7/2]. La linea continua corresponde a la ecua-
cién de la cornoide, y la linea punteada un arco de circunferencia. Ambas

curvas dibujan la forma de un cuerno.

Su definicién como lugar geométrico es la siguiente:

Definicién 36. Sea una circunferencia de centro O y una recta horizontal que se mueve
uniformemente sobre ella con puntos de corte en A y B, la cornoide es el lugar geométrico

<
de los puntos P de la proyeccion de A sobre la recta paralela a OA por B.

Se procede a hallar las ecuaciones paramétricas de la cornoide. Constriyase la circunferencia
con centro en el origen de radio a, y la recta horizontal que corta la circunferencia en
Ay B, siendo € el parametro correspondiente al angulo formado entre (<)—1>4 y el eje X.
Trécense también [y || O<—1>4 y la proyeccién P de A en [y, en donde D corresponde al pie de la
perpendicular de P sobre el eje X, y C el punto de corte con Zg Asi mismo, sea E el pie
de la perpendicular de A sobre el eje X. Siendo % una recta secante a las paralelas j@
y eje X, este forma angulos congruentes, luego ZPCA = ZPDFE por ser angulo recto y ser

par correspondiente. Luego, a partir de la imagen se tiene:
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Figura 5-70

x=0D=0E—DE=0E - CA
(5-162)
y=PD = PC+CD = PC + AE

Sean los triangulos AAOFE, ANABP y ANAPC. Siendo ZPCA y LZAEO rectos, AAOFE y
NAPC son rectangulos. Ademas, como ZAPB es recto por definicion de proyeccion, AABP
también es rectangulo. Por otro lado, también se tiene que ZABP = /BAO = ZAOFE por
ser alternos internos. Conjuntamente, por teorema de semejanza AA se deduce también que
ANAABP ~ AAPC ya que ZPAB es comun, y de esta forma /PBA = /CPA. Luego, por

relaciones trigonométricas se obtiene:
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r=0F—CA=acost — AP -senf = acosf — (AB -senf)send
= acosf — 2acosfsen’

= acosf(1 —2sen? ) (5-163)

y=PC+ AE = AP -cosf + asenf = (AB - senf) cos + asen
= 2acos® fsenf + asend

= asen (1 + 2 cos® 0) (5-164)

Por lo tanto, las ecuaciones paramétricas de la cornoide son:

r=acosf(l —2sen’d) ; y=asend(1l+2cos’0) (5-165)

Ademas, a partir de estas ecuaciones es posible obtener una parametrizacion racional usando

la sustitucién de Euler-Weierstrass en donde ¢ = tan(6/2):

v (a(l_—tz)) (1 202t ) a1 - )1+ ) — 8a’(1- 1)

1+1t2 (1+12)2 (1412)3

_a(l— t2)(t* — 612 + 1)

(£ + 1)
_ [ 2a 21— %)%\ 2at(1+t*)? + dat(1 — )
o= (i) () - e

 2at(3t" — 2t* + 3)
B (2 +1)3

Es decir, una parametrizacion racional de la cornoide es:

_a(l- )t —62+1)  2at(3t* — 22 + 3)

(2 +1)3 AN (2R Ve (5-166)

siendo t cualquier valor real.
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5.37. Cocleoide

La curva fue estudiada alrededor del ano 1700, por los matematicos ingleses John Wallis y
John Perks, aunque recibié su nombre caracteristico (Smith, [1923b)) hasta 1884 por su forma:
del griego kokhlias que significa “caracol”, y el sufijo -oide para “con forma de” (literalmente,

“con forma de caracol”).

Su definiciéon como lugar geométrico es la siguiente:

Definicién 37. La cocleoide es el lugar geométrico formado por un extremo de los arcos
de circunferencia que se mantienen de longitud constante sobre una circunferencia de radio

variable, mientras su otro extremo es fijo y tangente a una recta fija.

Figura 5-71

La recta tangente funciona como un eje de referencia para el trazado de la cocleoide. Asi,
para hallar las ecuaciones paramétricas de la cocleoide, se ubica la recta tangente sobre el
eje X (o eje polar) y se toma al origen como el punto fijo del arco de circunferencia. Ahora,
tracese la circunferencia de radio r. y centro C' sobre el eje Y, y tomese un punto arbitario
P sobre la misma de tal forma la longitud de opP siempre es fija a medida que r. toma

valores distintos, es decir, que C' se mueve a lo largo del eje Y. También, sean los pies de
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las perpendiculares A y B que pasan por P en el eje X y Y, respectivamente; y lldmese 6 al

angulo formado por el eje X y OP. De esta forma, se sabe del arco de circunferencia que:
(ro)a=a (5-167)

en donde se evidencia que las variables r. y « son inversamente proporcionales. Por otro
lado, sea AOCP se sabe que es isésceles ya que CO y C'P son radios de la circunferencia
y por tanto, congruentes. Consecuentemente, al cumplirse que ZCOP = ZC' PO, se deduce

que:

T=a+2(r/2—-0)=a+71—20

= a=20 (5-168)
Y reemplazando esta expresién en (5-167]), se obtiene:

re(20) =a == r.= 2% (5-169)

Sean ahora ACPB y APOA, al ser rectangulos, se obtiene a partir de relaciones trigo-

nométricas que:

r=0A=BP =r.sen(20) = asen(26)
20
y=AP=0B=0C—-BC =r.—r.cos(20) = %(1 — cos(26))
Es decir, las ecuaciones paramétricas de la cocleoide son:
asen(20) _a(l —cos20)

(5-170)

RY7 Y= 20

Asimismo, puede hallarse la ecuacién polar de la cocleoide determinando una expresién para
OP. Con los resultados obtenidos del AOC'P basta con usar el teorema del seno o del coseno

que conllevan a la misma expresién:
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(5-171)

Otro detalle importante a tener en cuenta es el intervalo de definiciéon de 0. Segun la cons-
truccién geométrica, la cocleoide se sitia en uno de los semiplanos definidos por la recta
inicial fija (y el punto de origen), por lo que 6 € (0,00). Simultdneamente, se puede trazar
una nueva cocleoide en el otro semiplano cuando 6 € (—o0,0) de donde se puede verificar su

simetria respecto a la recta fija (en este caso, el eje polar).

Figura 5-72: Cocleoide sobre el intervalo 6 € (—o0, 00)

Llama la atencién de la expresién f(6) = sen /6. Esta curva permite otra forma de
abordar de forma intuitiva lo que sucede cuando § — 0 y § — oo. En el primero, se visualiza
que P tiende a acercarse a un punto N en donde ON = a, por lo que f(#) deberia ser 1 para
valores cercanos a cero de . En el segundo, puede evidenciarse que P se mueve de forma
espirica realizando revoluciones cada vez mas cercanas al origen, es decir que para wvalores
suficientemente grandes de 0, f(0) tiende a 0. Por supuesto, estas ideas tomarian fuerza con

la formalizacién del concepto de limite.
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5.38. Espiral de Arquimedes

También llamada “espiral uniforme”. Fue descubierta por Conon de Samos alrededor del
siglo 11T a.C. inspirado en los métodos de fabricacién de cestas en Egipto (Smith, |1923a,
p. 107). No obstante, fue Arquimedes quién la estudi6 en detalle y la bautiz6 con el nombre
“hélice”ﬁ, del griego helix que significa “con forma de espiral”. La curva puede ser utilizada
como trisectriz, y es de interés particular en el estudio del movimiento circular en la fisica y
la ingenieria.

Su definicién como lugar geométrico es la siguiente:

Definicién 38. La espiral de Arquimedes es el lugar geométrico que describe un punto que

se mueve uniformemente sobre un segmento, y este ultimo a su vez gira de manera uniforme

alrededor de uno de sus extremos.

Figura 5-73

De esta definicion, puede apreciarse que la espiral es la combinacion del movimiento rectilineo
uniforme y el movimiento circular uniforme. En la imagen se muestra que OA gira alrededor

de O siendo € el dngulo de giro. Siendo la posicién inicial sobre el eje X, P; esta ubicado

15 En la actualidad, el término hélice hace referencia a una espiral tridimensional: por ejemplo, hélice

cilindrica, hélice esférica o hélice cénica. Intuitivamente, puede pensarse como la forma que resulta de

enrollar una cuerda sobre estos cuerpos geométricos.
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de tal forma que OP; corresponde a un cuarto de la medida de OA (llamese k), y al mismo
tiempo, marca un cuarto de vuelta respecto a la posicion inicial. Anadlogamente, P, marca
la mitad del segmento y media vuelta, y asi sucesivamente hasta P, que corresponde al otro
extremo del segmento y un giro completo. Ahora, a partir del movimiento rectilineo uniforme

se tiene que p(f#) = OP' = k0 /2x, y siendo r = OP = OP’, la ecuacién polar es de la forma:

ko

r=—
2

en donde 6 € [0,2x]. Usualmente se toma a = k/2m para obtener la expresién polar més

conocida:

r=af (5-172)

Y asi, se obtienen las ecuaciones paramétricas de la espiral de Arquimedes:

r=afcosf ; y=absend (5-173)

Figura 5-74: Recibe el nombre de espiral uniforme debido a que la distancia entre arcos
después de la primera revolucion se mantiene constante. Las espirales en azul
y rosa corresponden cuando 6 toma valores positivos y negativos, respectiva-

mente.
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5.39. Espiral hiperboélica

Descubierta por el matematico francés Pierre Varignon en 1704, y un par de anos mas tarde
por Johann Bernoulli y Roger Cotes al abordar el estudio de las espirales. También es llamada

“espiral reciproca”.

Su definiciéon como lugar geométrico es:

Definicién 39. Sea una circunferencia centrada en el origen y de radio variable con punto
de corte Oy sobre el eje X. La espiral hiperbdlica es el conjunto de puntos P(r,0) tales que

O, P siempre es una constante a.

-

Figura 5-75

La expresion analitica de la espiral hiperbdlica se deduce directamente a partir de ecuacion del
arco de circunferencia. Sea 6 el &ngulo formado por OP y el eje X, se tiene que 6\]31 =rf = a,
y por lo tanto:

(5-174)

T =

a
0

A partir de esta ecuacion evidenciarse la razén por la cual recibe el nombre de espiral

reciproca. Luego, las ecuaciones paramétricas de la espiral hiperbdlica son:
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(5-175)

A partir de la construccién geométrica se tiene que # € (0,00). Sin embargo, es posible

extender este intervalo para valores negativos de 6.

01

Figura 5-76: Espiral hiperbdlica. El trazo en azul y violeta corresponden a valores positivos
y negativos de 6, respectivamente. Se evidencian dos valores especiales: el

origen (f — +00); y la asintota y = a (6 — 0).
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5.40. Lituus (o espiral de lituus)

Fue descubierta por el matemético y fisico inglés Roger Cotes en 1710. El origen de su nombre
proviene de su homénimo en latin lituus que corresponde a un baston curvo que usaban
sacerdotes romanos al practicar rituales de adivinacion. Su articulo Harmonia Mensurarum
publicado en 1722, mostro el estudio de espirales y otras curvas planas a través del céalculo

diferencial.

SCNP Ine.

Figura 5-77: Lituus en el reverso de una moneda romana, y siendo sujeta por un sacerdote.

Su definicién como lugar geométrico es la siguiente:

Definicién 40. Sea una circunferencia centrada en el origen y de radio variable con punto
de corte A sobre el eje X. La espiral de Lituus es el lugar geométrico de los puntos P(r,0)
que se mueven de tal forma que el drea del sector circular comprendido por ZPOA siempre

es constante.

Figura 5-78
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Para obtener una expresion analitica de la espiral de Lituus, llamese § = ZPOA al angulo

que corresponde al sector circular cuya area corresponde a un nimero k > 0. Luego, se tiene

a partir de la ecuacion de sector circular que:

20 o 2k
T—k < 7“—7
2k
SR uidd
" 0

(5-176)

La expresion anterior corresponde a la ecuacion polar de la lituus. Se evidencia la restriccién

0 € (0,00) para obtener valores reales de la misma, y también que el trazado de la curva

esta compuesta de dos espirales segin su signo: son simétricas respecto al polo.

Figura 5-79: La espiral de lituus en azul corresponde a r > 0, y en rojo a r < 0.

Por lo tanto, para obtener una parametrizacién de la espiral de lituus también se consideran

los signos segun sea la rama de la espiral. Simplificando 2k = a? se concluye que:

0 0
a cos L asen

A A

(5-177)
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5.41. Rhodonea o rosetdn

Descubierta por el matematico italiano Luigi Grandi sobre la década de 1710, la bautizd
rhodonea por su forma de flor: del griego rhodo que significa “rosa”. Por tal razén, la curva

también es conocida como “rosa de Grandi”.

Su definicién como lugar geométrico es la siguiente:

Definicién 41. Sea una circunferencia centrada en el origen de radio a y Oy su punto de
corte con el eje X. Sean también, A y B sobre la circunferencia tal que ZO10A =0, y B que
cumpla ZO10B = mb conm € Z>y. St se traza el pie de la perpendicular P de B sobre <O_1>4,
entonces el lugar geométrico que trazan los puntos P(r,0) al moverse A y B se denomina

rosa de Grandi.

~~~~~

Figura 5-80: Caption

Para obtener una expresion analitica de las rosas de Grandi se procede a hallar una expresién
para r = OP. Sea AOPB, se sabe que es recto por condiciones iniciales. Por lo tanto, a

partir de relaciones trigonométricas se tiene que:

r=0P = acos(mf — 0) = acos(6(m — 1)) (5-178)
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Realizando la sustitucién n = m — 1 se obtiene la ecuacién polar mas conocida de la curva

rhodonea:

r = acos(nf) (5-179)

en donde n € Z". En consecuencia, la parametrizacién de la curva rhodonea es:

r =acosfcos(nfd) ; y=asenbcos(nb) (5-180)

Se muestran a continuacién algunos de los folios obtenidos:

Figura 5-81: Rosas de Grandi paran € Z

De lo anterior, se evidencia una relacién entre el nimero de los pétalos de la flor y el valor

de n:
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Numero de pétalos

4

Nlo ol lw| oS
ot | oo | w

Al examinar la tabla se observa que el nimero de pétalos omite valores de 4k+2 con k € Z™;
y que la relacién distingue de valores pares e impares para n. Sin embargo, estrictamente
hablando, el nimero de pétalos siempre es 2n: lo que sucede es que cuando n es impar los

pétalos se solapan y solamente se ve la traza de n pétalos[lﬂ

Es de recordarse que la construccién aqui mostrada corresponde a rosetones tales que n € Z*.
No obstante, n también puede tomar valores racionales y la construccién se podria adaptar
para que se consideren los casos en que n € Q1 (aunque este acercamiento es menos intuitivo,
y resulta mds natural considerarse a partir de la expresién analitica obtenida). Por otro
lado, debe mencionarse que las curvas rhodonea aparecen como un caso particular de la
hipotrocoide: para valores especificos de a (radio de la circunferencia fija), b (radio de la
circunferencia generatriz y d (distancia al centro sobre el eje de la circunferencia generatriz)

se obtienen distintas curvas de rhodonea para n € Q.

161a grafica de cos(nf) tiene n picos y n valles. Cuando n es par, la rosa ubica los picos y valles en distintos

pétalos; cuando n es impar, se ubican sobre los mismos pétalos.
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Figura 5-82: Ejemplos de distintas rosas de Grandi. La primera fila muestra la rhodonea
como casos particulares de la hipotrocoide. La segunda fila muestra el caso de
n = p/q (nétese que tienen el mismo nimero de pétalos que la fila anterior,

aunque cubren un drea mayor). La tercera fila, otros casos de n = p/q.
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5.42. Folio simple u Ovoide de Kepler

Descubierta por Kepler alrededor del afio 1609 al estudiar las curvas podarias. Inicialmente
la denominé folia (Lawrencel 2013, p. 151) y posteriormente adquirié el término de “ovoide”:
del latin ovum para huevo; y el sufijo griego -oide para “con forma de” (literalmente “con

forma de huevo”).

Su definiciéon como lugar geométrico es la siguiente:

Definicién 42. Sea una circunferencia de didmetro OB y un punto C' que se mueve sobre
ella. El folio simple es el lugar geométrico de los puntos P(x,y) que resultan de la proyeccion

de D sobre OC, siendo D la proyeccion de C sobre el didmetro OB.

Figura 5-83

Para hallar las ecuaciones paramétricas del folio simple, sea la circunferencia de radio a
con centro en A(a,0) de tal forma que sea tangente al eje de coordenadas Y. Siendo C' un
punto arbitrario sobre la circunferencia, sea O; sobre el eje Y de tal forma que Z0,0C = 0
corresponde al angulo que forma C' a medida que se mueve sobre la circunferencia. Ademas,

tracese el pie de la perpendicular E de P sobre el eje X, de tal forma que se obtiene:
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r=0FE=0D—-FED
(5-181)
y=FEP
Sea AOAC, se deduce que es isésceles ya que OA y C'A son radios de la misma circunferencia.

Ademas, se tiene que ZCOA = /2 — 0. De este modo, se verifica que:

2(n/2—-0)+ LCAO ==
T—20+/CA0 =717 <+— LCAO =20

Luego, aplicando el teorema del coseno sobre AOAC' se obtiene que:

OC? = a* + a® — 2a* cos(20)
OC? = 2a*(1 — cos 26) = 2a*(2sen?f)
OC? = 4a*sen® 0
OC = 2asen (5-182)

Ahora, sea AOCD, se sabe que es rectangulo por ser D la proyeccion de C. Ain maés, se
S—=

deduce que OOy || % I ﬁ ya que la secante Cﬁ determina dngulos rectos. Por lo tanto,

se deduce que ZOCD = Z0;0C" = 0 por ser angulos alternos internos. Asi, se tiene por

relaciones trigonométricas que:
OD = 2asen® ) (5-183)

Por otro lado, sean APED y ADPC, se sabe que son rectangulos. Siendo % I ﬁ se
deduce que ZCDP = ZDPF por ser alternos internos, luego por el teorema de semejanza
AA se tiene que APED ~ ADPC, y por consiguiente, /PDE = ZDCP = 6. Ya con esto,

por relaciones trigonométricas se obtiene que:

ED = PD -cosf = (CD -senfl) cosf = (OC' - cos ) sen 6 cos 0

= 2asen’ f cos® 0

(5-184)
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De manera analoga, se tiene también que:
EP = PD -senf = (CD -senfl)senf = (OC - cos0) sen? §
= 2asen® 0 cos 6 (5-185)
Reemplazando las expresiones (5-183)), (5-184)) y (5-185) en (5-181)) se obtiene:
r=0D — ED = 2asen® § — 2asen®# cos> § = 2asen” §(1 — cos® 0)
= 2asen*
y = EP = 2asen® § cos = asen(20) sen” 0
Es decir, las ecuaciones paramétricas del folio simple de Kepler son:
r=2asen*d ; y=asen(20)sen’ (5-186)

Por otra parte, también se puede obtener una parametrizacién racional al reescribir la ex-

presion en términos de tan 6 y haciendo ¢ = tan . Es decir:

— 2a tan® 6 2at*
x = 2asen’ § = —
(tan?6 +1)2 (12 +1)2

2atanf  tan’®0 2a tan® 0 2at’
y = asen(20)sen® § = atan a aran ¢

tan?+1 tan®-+1 (tan?6 +1)2 (12 +1)2

Por lo tanto, una parametrizacion racional del ovoide de Kepler es:

2at* 2at?

(t2+1)2 7 y (24 1)2

en donde ¢t € R, y cuyos puntos en el infinito se ubican en B(2a,0).

(5-187)

(5-188)
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5.43. Bifolio

Fue descubierta por el matematico francés Gaston de Longchamps en 1886 al estudiar un
problema de proyecciones de tridngulos. La denominé como folium diplex (Teixeira), p. 223),
y posteriormente adquirié el término de bifolio: ambas del latin, bi- que significa “dos”; y

folium para “hoja” (literalmente, dos hojas).

Su definicién como lugar geométrico es la siguiente:

Definicién 43. Sea una circunferencia y | una tangente a esta que pasa por O. Siendo C'

un punto arbitrario que se mueve sobre la circunferencia, el bifolio es el lugar geométrico de

los puntos P y P’ tales que @ |lyCP=CP =0C

Figura 5-84

Para hallar las ecuaciones paramétricas del bifolio, sea la circunferencia de radio a con centro
en A(0,a) de tal forma que la recta tangente [ coincida con el eje X. Siendo C' un punto que
se mueve sobre la circunferencia, sea F' el pie de su perpendicular sobre el eje X, y llamese
0 a la medida del angulo ZFOC'". Al trazar C%ﬁ | I y ubicar Py P’, tracense los pies de sus

perpendiculares E'y E’ respectivamente. De esta forma, se deduce para P(x,y) que:

11=0FE=0F+FE =0C -cost +CP
(5-189)
yp =PE=CF =0C -senf
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De forma andloga, se obtienen expresiones para P’(x,y)

29 =0FE =0OF —CP' =0C -cos — CP'
(5-190)
ys = PE'=CF = OC -senf = 1,

Teniendo esto en cuenta, se procede a hallar la longitud de OC. Sea AOAC, se deduce que
es isésceles ya que OA v AC son radios de la misma circunferencia. Ademds, se tiene que

LCOA = 7m/2 — 6. Luego, se obtiene que:

2(m/2 - 0)+ LCAO =7
T—20+/ZCA0 =1 <= ZLCAO =20

Por consiguiente, al aplicar el teorema del coseno sobre AOAC se obtiene que:

OC? = a* + a® — 2a” cos(20)
OC? = 2a*(1 — cos 26) = 2a*(2sen )
OC? = 4a®sen” §
OC = 2asen b (5-191)

Por definicién de la curva, se deduce que CP = C'P' = OC. Luego, reemplazando estos

valores en ([b-189)) se obtiene:

1 = O0C - cost + CP = 2asenfcosf + 2asend = 2asen §(1 + cos 6) ( )
5-192
y1 = OC -senf = 2asen® 4

De la misma forma, al reemplazar en se obtiene que o = 2asenf(1 — cosf). Se
tiene entonces que x; y y; trazan el folio de la derecha, x5 y ys el folio de la izquierda, y a
partir de la construccién que 6 toma valores en el intervalo [0, 7] . Sin embargo, al extender
el intervalo a [0, 27| ambas expresiones trazan los dos folios (la diferencia corresponde a que
folio se traza primero). Puede verificarse que tanto las ecuaciones paramétricas de P como

de P’ corresponden al mismo lugar geométrico al hallar su ecuacién cartesiana.



144 5 Estudio de curvas

Por tal razon pueden considerarse cualquiera de las dos expresiones para obtener el bifolio.

Tomando el caso en donde el trazado empieza por el folio derecho se tiene:

r =2asenfcosfd ; y=2asen’d (5-193)

Ademas, a partir de estas ecuaciones es posible obtener una parametrizacién racional reali-

zando la sustitucién de Euler-Weierstrass haciendo t = tan(6/2):

4at 1—¢? 8at
xr = 2asenfcosl = e (1 + 1 +t2) = 1+ 27
2a(2t)? 8at*
4 @se (1+1¢2)2  (1+4t2)? v
Es decir, una parametrizacion racional del bifolio es:
_ 8at ' _ 8at? (5-194)
- (1+t2)2 Y= (1 +t2)2

en donde t € R.
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5.44. Trifolio

Su nombre estda compuesto de dos estructuras, ambas del latin: tri- que significa “tres” y
folium para “hoja” (literalmente, tres hojas). Fue estudiada por el matemadtico italiano Guido
Grandi, y casi un siglo después por el francés Gaston de Longchamps en 1885. Suele usarse
como plantilla para crear simbolos de aviso o de informacién: simbolo universal del reciclaje,

peligro radioactivo, material bioldgico, entre otros.

Su definicién como lugar geométrico es la siguiente:

Definicién 44. El trifolio es una curva rhodonea de tres pétalos. Es decir, sea una circun-
ferencia centrada en el origen de radio a y Oy su punto de corte con el eje X. Sean también,
A y B sobre la circunferencia tal que Z010A = 0, y B que cumpla Z0,0B = 46. Si se
traza el pie de la perpendicular P de B sobre &)4, entonces el lugar geométrico que trazan

los puntos P(r,0) al moverse A y B se denomina trifolio.

Figura 5-85

De acuerdo con los resultados obtenidos de (5-178]), la ecuaciéon polar del trifolio es:

r = acos(36) (5-195)
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Y por lo tanto, las ecuaciones paramétricas del trifolio son:

r=acosfcos(30) ; y=asenbcos(30) (5-196)

No obstante, también se puede obtener una parametrizacion del trifolio a partir de las ecua-
ciones obtenidas de la hipotrocoide en : siendo a el radio de la circunferencia fija, sea
b = a/3 el radio de la circunferencia generatriz y d = a — b la distancia del punto al centro
sobre el eje de la circunferencia generatriz. De esta forma se deduce otra parametrizacion

del trifolio, siendo:

x = 2b(cosf + cos20) ; y = 2b(senf — sen 20) (5-197)

Debe tenerse en cuenta que ambas parametrizaciones son distintas: poseen constantes de
escala diferentes y el trazado del trifolio es distinto sobre los valores de 6. Ademas, en
basta con definir § € [0, 7] para realizar un recorrido completo, mientras que
toma valores en 6 € [0, 27]. Atn asi, al hallar una constante de escala en comin entre ambas
ecuaciones, puede mostrarse que ambas ecuaciones corresponden al mismo trifolio sobre su

ecuacion cartesiana.

Por otro lado, las ecuaciones en (5-196)) permiten una parametrizacién racional reescribiendo

la expresién en términos de t = tan 6:

4a 3a

x = acosfcos(30) = 4acos* @ — 3acos* ) = (a0 112  tan?f+1

~_da  3a da- 3a(t* +1)  a(l—3t%)
T @+12 e2+1 (2412 (1241)2
tan 6 4
y = asenf cos(36) = asenf cos (4 cos* ) — 3) = tail;;n—f— 1 <tan2 T 3)

_at (4=32-3\  at [(1-3t"\  at(l-3t?
241 2+ 1 1\ e2+1 ) (1241)2

Es decir, una parametrizacién racional del trifolio es de la forma:
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Figura 5-86: Trifolio en la naturaleza. Dentro del extenso género de las plantas Trillium, se

destaca la flor Trillium grandiflorum que posee tres pétalos de color blanco o

rosa.

a(l— 3t?)

N GEaY:

I

T

at(1 — 3t%)

(5-198)

en donde t € R y cuyos puntos en el infinito se ubican en el origen o crunodo del trifolio.
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5.45. Cuatrifolio

Recibe su nombre por la composicién de dos palabras del latin: quadri- que significa “cuatro”,
y folium para “hoja” (literalmente, cuatro hojas). Estudiada por Guido Grandi en 1713 a la
que llamé “roseton de cuatro folios”m. Esta curva ha sido popular en varios estilos de arte a
lo largo de la historia: desde la arquitectura romana y el Renacimiento sobre disenos géticos,

hasta pinturas de la época precolombina del imperio maya e inca.

Su definiciéon como lugar geométrico es la siguiente:

Definicién 45. El cuatrifolio es una curva rhodonea de cuatro pétalos. Es decir, sea una
circunferencia centrada en el origen de radio a y Oy su punto de corte con el eje X. Sean
también, A y B sobre la circunferencia tal que ZO10A =0, y B que cumpla Z0,0B = 36.
Si se traza el pie de la perpendicular P de B sobre 82, entonces el lugar geométrico que

trazan los puntos P(r,0) al moverse A y B se denomina cuatrifolio.

Figura 5-87

Siendo esta curva un caso particular de la curva rhodonea, se obtiene de (5-178]|) su ecuacion

polar:

r = acos(20) (5-199)

1"Rosace a quatre feuilles
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Y asi, también se obtienen sus ecuaciones paramétricas:

x=acosfcos(20) ;y=asenfcos(20) (5-200)

Ademas, a partir de estas expresiones se puede obtener una parametrizacion racional reali-

zando la sustitucién de Euler-Weierstrass en donde ¢ = tan(6/2):

r = acosfcos(20) = acosf(2cos’ @ — 1) = 2acos® § — acosf

_2a(1—#)% a(l—1) _a(l—#)(t -6t +1)

(1+ep  (1+82) (1+ )3

y = asenf cos(20) = asen (1 — 2sen” ) = asen d — 2asen” f

2at 2a(2t)*  2at(t* —6t* +1)

T1+2 (1+ep (1)

Es decir, una parametrizacién racional del cuatrifolio es:

a(l—t)(t*—6t2+1) _ 2at(t* — 662 4 1)
(1+2)° U N TR

Tr =

(5-201)

en donde ¢t € R. Puede verificarse también que los puntos en el infinito se ubican en Oy(—a, 0)

Por otro lado, al igual que con el trifolio, se puede obtener una parametrizacion a partir de
las ecuaciones de la hipotrocoide en ([5-41)): siendo a el radio de la circunferencia fija, sea

4b=a y d = a — b, de tal manera que sustituyendo estos valores se obtiene:

x = 3b(cosf +cos36) ; y=3b(senf — sen36) (5-202)

en donde debe considerarse la diferencia entre (5-200): si bien ambas describen un cuadri-
folio, poseen distintos factores de escala y direccién de trazo opuesto. Sin embargo, si se
encuentra un factor de escala en comin (3b = a/2) puede mostrarse que corresponden al

mismo cuatrifolio al hallar su ecuacion cartesiana.



150 5 Estudio de curvas

Figura 5-88: Cuadrifolio en la naturaleza. La familia de las brasicdseas (también llamadas
cruciferas) son un tipo de flor que puede encontrarse casi por todo el planeta.

En este caso, se muestra la especie Raphanus sativus, la flor de un rabano.
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5.46. Piriforme

Fue descubierta por el matematico inglés John Wallis en 1685 (Teixeira, p. 215) a la que

denominé “conoide”. Posteriormente, a finales del siglo XIX, Gaston de Longchamps le

acuni6 el término de “cudrtica piriforme” (G. A. G. de Longchamps, p. 129) tomando del

latin pirus que significa “pera”(literalmente, “con forma de pera”). Debido a su imagen,

también ha recibido los nombres de curva de gota de agua y curva con forma de trompo.

Su definicién como lugar geométrico es:

Definicién 46. Sea una circunferencia de didmetro OB y A un punto que se mueve sobre la
misma. Sea l; L Oﬁ y D € ly de tal forma que D tiene la misma ordenada que A. Luego, la
cudrtica piriforme es el lugar geométrico de los puntos P en @ que tienen la misma abcisa

que A.

Figura 5-89

Para hallar las ecuaciones paramétricas de la piriforme, sea la circunferencia de radio a con
centro en C(a,0) y OB didgmetro de la misma. Al trazar I; | b?, lldmese F'(b,0) al punto
de corte las dos rectas, y tracense las rectas perpendiculares a cada eje que pasan por A de
tal forma que F corresponde a su abcisa y E’ a su ordenada. Por otro lado, lldmese 6 a la
medida del dngulo ZBOA, a partir de la construccién se evidencia que 6 € [—pi/2, pi/2]. De
esta forma, de acuerdo con [5-89] se tiene que:
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r=0FE =0A-cosb
(5-203)
y=FA+ AP =0A -senf + AP

Sea AOC'A, se sabe que es isésceles teniendo en cuenta que OC y AC son radios de la misma

circunferencia. Por lo tanto:

T=20+/0CA <+— LOCA=m-20

Luego, aplicando el teorema del coseno se obtiene:

OA? = a* + a* — 2a® cos(m — 26) = 2a® + 2a* cos 20
= 2a*(1 + cos 26) = 2a*(2 cos® 0)
= 4a* cos® 0

OA = 2acosb (5-204)

Por otro lado, para hallar una expresiéon para AP, sean AFDO y NAPD. Nétese que
Ezl [ Oﬁ , luego al ser O<? secante a dos paralelas, esta determina angulos correspondientes
congruentes: ZFOD = ZADP. Luego, teniendo en cuenta que ZOFD y ZDAP son rectos,
se concluye por teorema de semejanza AA que AFDO ~ AAPD. De esta forma, por

proporcionalidad se obtiene:

FD _ AP
OF DA
EA AP
OF OF —OF
2a cos @ sen d B AP
b "~ 2ac0826 — b

4a? cos® fsen — 2abcosfsenf = b - AP

2 2
% sen(20) cos® § — asen(20) = AP (5-205)
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Reemplazando (5-204)) y (5-205)) en (5-203)) se obtienen las ecuaciones paramétricas de la

piriforme:

2 2
r=2acos’f ; y= % sen(26) cos? f (5-206)

Figura 5-90: Curvas piriformes para distintos valores de b.

Conjuntamente, la piriforme permite una parametrizacion racional a partir de las ecuaciones

halladas en (5-206|) al reescribirse en términos de tangente, y haciendo ¢t = tan 6:

2a 2a
xr = =
tan? +1 241

2a? 2tan 6 1 B 4a’t
b tan®’6+1 tan?6+1  b(t2 +1)2

y:

Es decir, una parametrizacién racional de la piriforme es:

2a ' _ da’t
YT e )2

(5-207)

en donde t € R y cuyos puntos en el infinito se ubican en el origen.



154 5 Estudio de curvas

5.47. Torpedo

Inicialmente recibié el nombre de “trifolio oblicuo” y “trifolio irregular”. Fue estudiada por

el matematico inglés Gaston de Longchamps en 1884 (G. de Longchamps| p. 512) al abordar

la representacion de algunas ecuaciones cartesianas, y descubierta por el matematico francés

Henri Brocard en el ano 1874 (Teixeiral, p. 232).

Su definiciéon como lugar geométrico es la siguiente:

Definicién 47. Sea una circunferencia de didmetro OB y A un punto arbitrario que se

mueve sobre la misma. La curva torpedo es el lugar geométrico de los puntos P y P’ tales

queﬁ”ﬁendondeP’—A—PyAP%AP’gOA.

Figura 5-91

Para hallar las ecuaciones paramétricas de la curva torpedo, sea la circunferencia de radio
a y centro en C(a,0) y didmetro OB. Siendo A un punto sobre la circunferencia, trécese el
pie de la perpendicular D sobre el eje X, y llamese 0 a la medida de ZBOA de donde se
evidencia por su construccién que 0 € [—m/2,7/2]. Al trazar 1P | OB y ubicar Py P’ de
acuerdo con su definicién como se muestra en [5-91] tracense los pies de sus perpendiculares

E y E’ sobre el eje X, respectivamente. De esta forma, se tiene para P(x,y) que:
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11=0FE=0D+DFE =0D + AP =0A-cosf+ OA

(5-208)
yy =FEP=DA=0A"-senf
De la misma forma, para P’'(x,y) se obtiene:
Ty = 0OA-cosf —OA
(5-209)

yo = OA -senf

Luego, el problema se reduce a calcular una expresién para OA. Sea AOC' A, se sabe que es
isésceles ya que CO y C'A son radios del mismo circulo, luego ZOCA = m — 2. Aplicando

el teorema del coseno se deduce que:

OA* = a* + a* — 2a* cos(m — 20) = 4a® cos? §

OA = 2acosb (5-210)

Al reemplazar la expresiéon de (5-210]) en (5-208) se obtiene:

x1 = 2acos’ 0 + 2acos ) = 2acosf(cosf + 1)
(5-211)

y1 = 2a cos @ sen § = asen(20)

Del mismo modo se obtiene en (5-209)) que xo = 2a cos #(cos @ — 1). Sin embargo, al extender
el intervalo de definicién de # ambas parametrizaciones trazan el torpedo. De hecho, sobre
el intervalo [7/2,3m/2] la expresién de x; realiza el mismo trazado que x5 sobre el intervalo
[—7/2,7/2] (y ademds, puede verificarse que ambas hacen referencia a una misma ecuacién

cartesiana). Por lo tanto, las ecuaciones paramétricas del torpedo son:

r =2acosf(cosf+1) ; y=asen(20) (5-212)

en donde 0 € [0, 27| realiza un trazado completo de la curva. Por otro lado, la curva permite
una parametrizacion racional al realizar la sustitucion de Euler-Weierstrass sobre ((5-212)) en

donde t = tan(0/2):
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oy, 1) (1—t2+1) :2a(1—t2)( 2 >:4a(1—t2)

(1+2) \ 1+ 1+82 \1+¢2 (1+¢2)2

2t 1—t*  dat(l—1t?)

. . — -
1+ 1+ (1+e22

Yy =2a

Es decir, una parametrizacién racional de la curva torpedo es:

4a(l — t?)  dat(1 — %)

L (5-213)
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5.48. Curva del pez

Aparece en el estudio de las curvas ortocatsticas (también llamadas podarias negativas) de
la elipse (Lockwood, p. 157). Si bien no hay una persona al que se le atribuya su descubri-
miento, la curva posee cierta similitud con la curva de Talbot, estudiada por el matematico

estadounidense Richard Talbot en 1821 (Teixeira, p. 293).

Su definicién como lugar geométrico es:

Definicién 48. Sea una circunferencia de radio a y didmetro BB', y 1 L (B_B>’ por B'. Sean
también, Oy y Oq sobrel tal que O1—B'—0y y O1B" = B'Oy = a. Siendo A y A’ puntos sobre
la circunferencia de tal forma su dngulo central siempre es recto a medida que se mueven
sobre la circunferencia, el lugar geométrico de las intersecciones P que forman m Y 6;2)’

determinan la curva del pez.

****** S0—— .
B B
_______

Figura 5-92

Para hallar las ecuaciones paramétricas de la curva, sea la circunferencia de radio a con
<~

centro en el origen de tal forma que B’B coincida con el eje X. Al trazarse [, se determinan

O1(—a,a) y Os(—a, —a). Por otro lado, siendo 6 el parametro asociado a la medida del angulo

ZBOA, se tiene entonces que las coordenadas de A y A’ son de la forma:

A = (acosf,asend)
(5-214)
A" = (acos(0 —7/2),asen(6 — w/2)) = (asen b, —a cos6)
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Teniendo las coordenadas de los puntos, se procede a hallar las pendientes m; y ms de las

S S
rectas O1A y Oy A’, respectivamente:

_asen@—a_senG—l —acos@—i—a_l—cosG

= — = = 5-215
m acosf+a 14 cosb e asenf + a 1+senf ( )
Posteriormente, se hallan las ecuaciones de las rectas:
senf — 1 (z+ a) senf — 1 N a(cos + sen0)
—a=——)(x+a) — = —
n 1+ cosf o 1+ cosf 1+ cosf
(5-216)
N 1 —cosf (z + a) 1 —cosf a(cosf + sen )
a=——)(r+a) <+ =—— )2 —
Y2 1+ sen6 2 1+send 1+ send

Teniendo en cuenta que lo que se busca es la interseccién de estas dos rectas, es decir y; = o,
al despejar z se obtiene una expresion z(#) que corresponde a la parametrizacién de la curva.

Luego:

1 —cosé a(cosf + sen 0) senf — 1 a(cosf + sen?)
LA — (== )=+
1+ senf 1+ senf 1+ cosé 1+ cosé

l1—cosf)  (senf—1 a(cosf +send) a(cosf + send)
senf + 1 ‘ 1+ cost ’ 1+ cosd 1 +senf

. 1 —cos’0 —sen?6 + 1 a(cos 6 + sen 6)(2 + cosf + sen )
(14 senf)(1+ cosh) (14 senf)(1+ cosb)

x = a(cosf + sen 6)(2 + sen 6 + cos 6) (5-217)

Luego, al reemplazar (5-217)) en y; o y» se obtiene una expresién y(#) de la curva. Reempla-

zando en y;:

a(cosf + send)

-1
y=a (%) (cos 4 senf)(2 + send + cos ) +

1+ cosf 1+ cosf
_a(cosf +sen0)
= 1 cost [(senf — 1)(2 4 senf + cosf) + 1]
_a(cosf +sen0)
i ra—" (cos@ + 1)(sen @ — cosb)

= a(sen?§ — cos? ) (5-218)
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Se concluye asi que las ecuaciones paramétricas de la curva de pez son:

x = a(cosf + senb)(2 + cos 6 + sen d) ( )
5-219

y = a(sen’® § — cos? 0)

Ademsds, la curva permite una parametrizacién racional haciendo t = tan(6/2):

11—t 2t 11—t 2t a(l+4 2t — %) (3 + 2t + t?)
r=a 5 T 2 5 T ;2] = 212
1+ 1+t 1+ 1+t (1+1t2)

yza( 4t (1 —f2)2) _a(6 — '~ 1)

(1+12)2  (1+¢2) (1+12)2

Es decir, una parametrizacion racional de la curva de pez es:

a(l+ 2t —t*)(3 + 2t + t?) a(6t? —t* — 1)
r =

(14 2)2 A FIFE2)E (5-220)
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5.49. Serpentina o anguinea

Esta curva aparece en escritos de Isaac Newton que datan de finales del XVII (Struik, p. 168)
al intentar clasificar una vasta familia de curvas cubicas. En su Enumeracion de lineas de
tercer orden, define una subfamilia como anguinea (Stirling, [1717)) tomando del latin anguis

que significa “serpiente”.

Su definiciéon como lugar geométrico es la siguiente:

Definicién 49. Sea una circunferencia de didmetro OA” y 1; L O<_>A’ en O. Sea también
lo || m y lldmese B a la interseccion entre Iy y lo. Siendo A un punto que se mueve sobre
la circunferencia, sea D la interseccion entre E)l y lo, luego trdacese I3 L m que pase por
D. Entonces, la serpentina es el lugar geométrico de los puntos P en l3 que tienen la misma

ordenada que A.

I3
P A
B D !
Iy |
0 8 c d
= F A
Figura 5-93

Para hallar las ecuaciones paramétricas de la serpentina, sea la circunferencia de radio a y
centro C'(a,0), de tal forma que OA’ coincida con el eje X y [; coincida con el eje Y. Siendo
A un punto que se mueve sobre la circunferencia, tracese el pie de su perpendicular F' sobre

el eje X y llamese 0 al parametro que corresponde a la medida de ZCOA. Seguidamente,
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s
al trazarse l, esta corta al eje Y en B(0,b), luego OA y [y se cortan en D por donde
<
pasa I3 L. OA" y corta al eje X en E. Como LJOEDB es un paralelogramo, se deduce que
ED = OB. Por lo tanto, siendo AOED y AOF A rectangulos, se obtiene por relaciones

trigonométricas que:

zt=0FE=FED -cot =0B-cotf =bcotf
(5-221)
y=FEP=FA=0A- senf

Sabiendo que OA = 2acos@ al aplicar el teorema del coseno sobre AOC A, se obtienen las

ecuaciones paramétricas de la anguinea de Newton:

x="bcotd ; y=2asenfcosb (5-222)

Ademas, la curva permite una parametrizacion racional haciendo la sustitucién t = tan 6 de

la forma:

b
tanf t

z=>bcoth =

cos

2a tan 2at
y:2asen90089-< atant _ <4
cos 6

tan2+1  2+1

) = 2atanf cos’ 6 =

De esta manera, se concluye que una parametrizacion racional de la serpentina es de la

forma:

(5-223)
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5.50. Besace

Recibe su nombre por Gabriel Cramer en 1750 , p. 195): del francés besace, es un

tipo de maletin de mensajero.
Su definicién como lugar geométrico es la siguiente:

Definicién 50. Sean A y B sobre los ejes X y Y respectivamente, y una circunferencia de
didmetro AB. Sea D un punto que se mueve sobre la circunferencia y I, paralela al eje X

por D, y llaimese E al punto de corte de l; con el eje Y. Luego, la curva besace es el lugar

geométrico de los puntos P y P’ tales que OD = EP = EP’, siendo O el origen.

Figura 5-94

Para hallar las ecuaciones paramétricas de la curva, sean A(a,0) Y B(0,b), que determinan
el diametro de una circunferencia. Se sabe que su centro se encuentra en el punto medio de
AB, es decir, C' = (a/2,b/2). Luego, siendo D que se mueve sobre la circunferencia, lldmese
0 al parametro que corresponde a la medida del dngulo ZDPQO. Al trazarse [; por D, tracese
también por C' determinando a O; sobre la circunferencia. Llamese x a la medida del angulo

formado por Z0,CO como se muestra en [5-94. De esta forma, se tiene que:

r1=FEP=0D 19 =EP =-0D
JaZ 2
y:g—rsen(/{—kﬁ) donde T:GTM
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El valor de OD se determina por el teorema del coseno. Siendo r el radio de la circunferencia,
se obtiene:

OD?* = 2r* — 2r% cos ) = 2r*(1 — cos )

VSR, [1_—
OD = 2rv1 — cos :aT;_b\/l—cosezx/cﬂ—{—bz %89

Siendo x1 = OD y 9 = —OD, se tiene que:

r=va*+b>- (i 1_TCOSQ> =Vva?+ b?sen(6/2) (5-224)

Por otro lado, el angulo x esta determinado por los valores de a y b:

tank = b <= Kk = arctan (é) (5-225)
a a

Por lo tanto, se concluye que las ecuaciones paramétricas de la curva besace son de la forma:

b va?+b?
r=+vVa®+bsen(0/2) ; y= 5 % sen(k + 0) (5-226)

Es de resaltar que un caso especial de la curva besace en b = 0 corresponde a la lemniscata

de Gerono.
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5.51. Trisectriz de Ceva

También llamada cicloide de Ceva. Fue descubierta por el matematico e ingeniero italiano
Tomasso Ceva alrededor del siglo XVII.

Su definicién como lugar geométrico es la siguiente:

Definicién 51. Sea una circunferencia con centro en el origen y A un punto que se mueve
s—r I

sobre ella. Trdcese OA y sea B en el eje X tal que OA = AB. Luego, la cicloide de Ceva es

el conjunto de puntos P en Wl que satisfacen BP = AB

Figura 5-95

Para deducir las ecuaciones paramétricas de la curva, sea la circunferencia de centro O y
radio a. Llamese 6 al parametro asociado a la medida del angulo determinado por AOO;, y
sea C' el pie de la perpendicular de P sobre el eje X. De acuerdo con la figura se evidencia
que:

r=0B+ BC y=0CB (5-227)

Sea AOBA, se deduce es isosceles y por lo tanto:

T=20+/BA0 <= /BAO=m7-20 (5-228)

Del mismo modo, sea ABPA, se deduce es iséceles por la definicion de la curva. Por lo tanto:

7 =2/BAP+ /PBA <= /PBA=rm—2(20)
/PBA =1 —40
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Figura 5-96: Cicloide de Ceva como trisectriz

Notese también que:

/OBA+ /ABP+ /PBC =7
0+ (m—40)+ £LPBC =7
/PBC = 30 (5-229)
Ya teniendo el valor de estos angulos es posible deducir las expresiones de la curva. De
AOBA, por el teorema del coseno:
OB? = a* + a* — 2a® cos(m — 26) = 2a” + 2a* cos 20
= 2a*(1 + cos 26) = 4a® cos® §
OB = 2acosf (5-230)
A partir de ABC'P, se obtienen las expresiones:

BC = acos 30 CP = asen 30 (5-231)

Reemplazando (5-230)) y (5-231)) en (5-227) se obtiene la parametrizacién de la cicloide de

Ceva como:

‘x =a(cos30+2cosf) ; y=asen3h (5-232)




6. Repositorio de curvas

Para visualizar mejor cada una de las curvas mostradas en este documento, se creo un
repositorio digital en la pagina web del software de geometria dindmica, Geogebra. Teniendo
en cuenta que cada una de ellas fueron construidas usando este software, los archivos fueron
cargados de tal forma que la interfaz mostrara el listado de curvas y una previsualizacion
general de cada una de ellas; al hacer clic sobre una curva en especifico, esta carga junto con

deslizadores de control asociados al pardmetro que determina la curva, el tamano y la forma.

= GeQGebrO CREA UNA LECCION

Curvas planas como lugares geomét...

Curvas planas como lugares geométricos

Circunferencia g
Autor: Julian Lasso

Cicloide Tema: Curvas paramétricas
Lemniscata de Gerono
Estrofoide /
A 2 ”4“
Espiral de Arquimedes j i { ‘:\;\/
— ™\
Bifolio \
Cisoide de Diocles Circunferencia Cicloide Lemniscata de Estrofoide
Gerono
Piriforme
Trisectriz de Hipias (o Cuadratriz ...
— . <X
Trisectriz de Deslanges { Qﬁ , ( N ,“ £ 4 |

Fniciclnidec v Fnitracaidac

Figura 6-1: A la izquierda, listado de curvas. En la ventana principal, previsualizacion mi-

niatura de cada una de ellas.

Cada archivo se puede editar y/o descargar a conveniencia del usuario. Puede accederse a

través del link https://www.geogebra.org/m/adwtc4wn


https://www.geogebra.org/m/adwtc4wn
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= GeaGebra

Curvas planas como lugares geomét...

Circunferencia

Cicloide

Lemniscata de Gerono

Estrofoide

Espiral de Arquimedes

Bifolio

Cisoide de Diocles

Piriforme

Trisectriz de Hipias (o Cuadratriz ...

Trisectriz de Deslanges

DREEDREENEE

m
s

CREA UNA LECCION

Q
Hitacs : =@

Lt S
=Ty
&+ 7
- 7z
it »” a=20°
- p Py
6 o’
@
o c |F
a=266
®
b=31
®

@

Figura 6-2: Piriforme con sus deslizadores de control asociados

Se espera asi que cada curva adquiera una visualizacién menos estatica y que sea més sencillo

intuir algunas de sus propiedades, haciendo énfasis especialmente en su definicién como

lugar geométrico. Explorando los applets, también se muestran las ecuaciones paramétricas

deducidas.



7. Conclusiones

La investigacién entorno a las curvas es un campo muy fructifero y ha hecho valiosos aportes
en el desarrollo de otras ramas de las mateméticas como la topologia, la geometria diferencial
y la geometria algebraica. Es notorio también, que el cuerpo de saberes de las matematicas
no es estatico y siempre esta en constante cambio: nuevas teorias ofrecen nuevas herramientas
para repensar y ampliar los objetos de estudio, desde la introducciéon de un sistema coor-
denado para visualizar las curvas, hasta la creacion de la geometria analitica y del célculo

como herramientas fundamentales para el estudio de las mismas.

Varios matematicos de distintas épocas dedicaron décadas en el estudio de trayectorias y
movimiento de cuerpos que condujeron al descubrimiento de nuevas curvas o de propiedades
afines a ellas. El catdlogo de curvas es amplio y parte de esto se debe a la buisqueda de una
demostracion de los tres problemas clésicos de la Antigua Grecia (curvas como la séxtica de
Cayley, la espiral de Arquimedes, campila de Eudoxo y demads trisectrices). Avin asi después
de que se demostrara su imposibilidad con regla y compas, el interés por descubrir nuevas
curvas o propiedades de estas ha prevalecido, gracias a la libertad que ofrece la exploracion
matemética mediante la observacion de figuras el plano o en el espacio (curvas como la car-

dioide, lituus, cocleoide, serpentina, entre otras).

Por otro lado, la dificultad entorno a la visualizacion y exploracién de curvas mecénicas ha
sido comun a lo largo del tiempo, por lo que debe destacarse la ayuda que brinda un soft-
ware de geometria yendo més alla de los dibujos estaticos, en donde se permite cambiar la
forma de como estudiar las propiedades de una curva en tiempo real, variando parametros

asociados a escalas, puntos, direcciones o rotaciones. Casi siempre hay varios caminos para
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iniciar el proceso de parametrizacion, pero no todos conllevan a resultados. Por tal razon, se
suele alternar entre distintos sistemas coordenados o se busca ese punto inicial especifico que
simplifique las expresiones. A fin de cuentas, las posibilidades de exploracién que permiten

estos programas potencializan la actividad matematica.

Dentro de las formas en cémo se aborda el tema de las ecuaciones paramétricas en libros
de texto, resulta un poco paraddjico que teniendo un catalogo tan extenso de curvas pla-
nas (algunas con importancia histérica) se tienda a recurrir a un nimero reducido de estas.
Es importante recordar que un manejo fluido y un buen razonamiento con las ecuaciones
paramétricas ofrece ventajas sobre las matematicas, la fisica y la ingenieria: modelacién,
simplificacion de expresiones algebraicas en sistemas coordenados parabdlicos o polares, y

otras utilidades en torno a las integrales de linea y de superficies.

Ya por ultimo, dentro del estudio de propiedades geométricas de una curva, permitir des-
cribirlas en términos matematicos como lo permiten las ecuaciones paramétricas, son una
ventana hacia el estudio de otras propiedades generales en el campo de las matematicas.
Como ya se menciond, el cuerpo de las matematicas no es completo, luego existen curvas y

muchas mas propiedades por ser descubiertas.
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Anexos

A. Ecuaciones cartesianas de algunas curvas

A lo largo del documento se omitieron las deducciones de ecuaciones cartesianas de algunas
curvas, debido a que el objetivo inicial fue la deduccién de parametrizaciones. Sin embar-
go, se muestran aqui algunos resultados que resultan de la manipulacion algebraica de las
ecuaciones paramétricas o de sus ecuaciones polares:
= Cicloide: se obtuvo que las ecuaciones paramétricas son de la forma:
r=a(d —send) ; y=a(l—-cosh)
Para obtener su expresion cartesiana debe despejarse para . De la ecuacion en y se

tiene que:

cosf=1-2 Hzarccos(l—y)
a a

Por identidades trigonométricas, se sabe que sen? §+cos? § = 1. Despejando para sen 6,

y reemplazando el valor de cos @ se obtiene:

2 2 1
senf = £v1 —cos? 0 = + 1—(1—y)2::|: —y—y—:j:\/—(Qay—yQ)
a a a? a?
1

= +—/2ay — y?
a
Ya con esto, se reemplazan ambas expresiones en la ecuaciéon de x, obteniendo:

x =a-arccos(l — Q) F V2ay — y? (-1)
a

en donde debe tomarse el signo negativo o positivo de acuerdo con los valores de # me-
nores y mayores a 7 respectivamente. Nétese la complejidad de la expresion cartesiana,

razén por la que se suele preferir la expresiéon paramétrica.
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= Astroide: las ecuaciones paramétricas de la astroide son:
r=acos’d ; y=asend
Se obtiene la ecuacién cartesiana elevando a la potencia de dos tercios ambas ecuacio-

nes, de la forma:

2/3 2/3 2/3 2/3

=a?3cos? ; y*? =a*3sen?d

Sumando ambas ecuaciones se concluye que la ecuacién cartesiana de la astroide es:
2/3 | . 2/3 2/3
2?4 3 = o (-2)
Para algunos casos podria ser util la version polinémica de la ecuacion cartesiana.

Elevando al cubo esta tltima ecuacion se tiene que:
(@23 1 /%) = (a?/3)3
253 4 304323 4 352 /3443 4 /3 = ¢8/3
2% 4 32323 (223 1 23 4 o = o2
22+ — a? = —30¥3y?3(a¥/?)
(22 + 4 — a?)® = —27a%zy?
Por lo tanto, la ecuacién polinémica de la astroide es:

(2% + 9 — a*)® + 27a’2*y* = 0 (-3)

= Curva de Agnesi: se obtuvo la parametrizacién de la forma:
r=2acotl ; y=2asen?f

Operando sobre ambas expresiones se obtiene:

— 2acosf\* (2a)y = (2a)2asen®§
~\_senf V=

z?sen? = 4a® cos? 0 2ay = 4a*sen®
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Sumando ambas ecuaciones, es posible eliminar el parametro 6:
22 sen? 6 + 2ay = 4a” cos® 6 + 4a®sen? 4

r?sen? 6 + 4a® sen” § = 4a*(cos® 0 + sen? 0)

sen” 0(x* 4 4a”) = 4a®
2asen” O(z* + 4a*) = 8a®

y(2® + 4a?) = 8a®

Luego, la ecuacién cartesiana explicita de la curva de Agnesi es:

8a3

y:x2+4a2

» Cisoide de Diocles: a partir de las expresiones paramétricas

r =2asen’d ; y=2asen’fhtand

es posible obtener su expresion polar:

22 4+ y* = 4a® sen? 0 + 4a® sen G tan? 4

r? = 4a*sen 0(1 + tan® 0)

r? = 4a” sen’ f sec? 0
r = 2asen’ f sec

r = 2asenftan 6

Y a partir de esta, se obtiene su expresién cartesiana:

r = 2asenftand

r? = 2atan 0(r sen 0)

22 4+ y* = 2aytand

2 1y = 2ay <rsen9
rcosf
z® +y* = 2ay (E)
x

2(2® + y?) = 2ay”

)



A Ecuaciones cartesianas de algunas curvas 175

Resolviendo esta tltima expresion, es posible obtener una expresion explicita de la

cisoide de Diocles:

20y — 2% — 2y =0
v?(2a — z) = 2*

3
2 :C

y :2a—x

» Trisectriz de Hipias o Cuadratriz de Dindstrato: la parametrizacion hallada es

de la forma:

2a0 2a0
r =" cotd ; yzi (-9)

La ecuacién cartesiana se obtiene de sustituir y y 6 en la expresién de z:

T = y cot (%) (-10)

= Bicornio: las ecuaciones paramétricas del bicornio son:

asen20
v=acost 5 y=oom g

Manipulando algebraicamente estas expresiones:
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(24 senf)y = asen? 0
ay(2 + sen ) = a*sen® 0

ay(2 + sen ) = a*(1 — cos® 0)
2

a? — z2)?
(4 +4senf + sen’ ) = %
4 2 2, 2\2
el 6+sen29:—<a z’) +4
y a*y?
sen?0(da +y)  (a® —2?)* +4a’y?
y - a?y?
a®? — 2?)(4a + a® — %) + 4a?y?
Yy) Y
y a y?

y(a® — 2%)(4a +vy) — (a* — 2%)* = 4a*y?
(a® —a?)[y(da +y) — (a* — 2°)] = 4a®y’
(a® — 2?)(2® + y* — a® + day) = 4a’y?
a’y? — 2*y? = a* + 4a*y® + 2* — 4a’y — 2a°2* + dazy

y'(a® — %) = (2" + 2ay — a*)’ (-11)

De esta expresion cartesiana, puede hallarse una expresion para y si se resuelve la

ecuacion cuadratica en términos de y:

y?(3a® + 2?) + y(4az? — 4a®) + a* + 2* — 2a%2* = 0 (-12)
De modo que, usando la ecuacion cuadratica se obtiene:
(a* — 2%)(2a + (a® — x2)1/2) (13)

v= 3a? + x?
» Trisectriz de Maclaurin: se obtuvo la ecuacién polar
a
r = —(4cosf — sech)

Sabiendo la relacion entre ecuaciones polares y rectangulares, se obtiene su expresién

cartesiana como se sigue:
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_a 4cos?6—1
o\ cosh
_a 472 cos? 0 —
) 7’26059
_a 4952—7’
2

207r? = a(42® — (2° + y?)

2z(2” +y°) = a(32° + y*) (-14)

» Lemniscata de Gerono: de sus ecuaciones paramétricas

r=acos ; y=asenbcosl (-15)

se obtiene su ecuacion cartesiana de la forma:
y = asenfcosb
y* = a®sen’ § cos? 0
y* = (1 — cos? 0)
y? = 2% — 2% cos® 0
a2y? = a*a? — ot
4 2 2

ot = a®2? — a*y?

vt = a®(z? —o?) (-16)

= Concoide de Nicomedes: la ecuacién polar de la concoide de Nicémedes es de la

forma:

r=asecl b

en donde cada signo representa una rama de la concoide sobre 6 € [—m/2,7/2]. Al

hallar la expresion cartesiana se verifica que ambas representan el mismo subconjunto:
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a
= +5b
" cos 6
ra
= +5
" rcos

rer =ra=+ bx
r(rx —a) = tbx
r*(z — a)* = b*a?

(2 +v°)(z — a)® = b*2? (-17)

= Estrofoide recta: se hall6 su ecuacién polar de la forma:

r = a(secf + tan f)

Al hallar su expresion cartesiana se verifica que independientemente de su signo, se

traza la misma curva:

r = a(sect + tan f)

a asenf
r =
cos cos
ar arsen
’[":
7 cos 6 7 cos 6
ar ay
r——=+-2
T T
a ay
r<1——>:i—
x T
2 2,2
s (T —a\" _ ay
r o 2
T T

(@ + 1)z — 0)? = a?y

23 (z — a)* + 2%y* — 2axy® + a*y® = a’y
z(z —a)® +2y* — 2ay® =0
23— 2az? + a*x + 2y® — 2ay* =0
r(z® +9?) — 2a(2® +y*) +a*xr =0

(x —2a)(2* +y*) +a*r =0 (-18)
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= Curva kappa o de Gutschoven: se obtuvo la ecuacién polar de la forma:
r = atanf

Se obtiene su expresion cartesiana de la forma:

r=atanb

ay

r=—=
x

2.2

2 oy Ay

(l’ +y)_ .1}'2

(2 + y?) = a®y’ (-19)

» Campila de Eudoxo: de las expresiones paramétricas

r=asecl ; y=aseclHtant

es posible hallar la ecuacién polar para los puntos P(r,#) de la curva. Por el teorema

de Pitagoras:
r? = a’sec® O + a®sec? O tan’ 0
= a?sec? O(1 + tan? 0)
= a’sec’ )
r = asec’f (-20)

Ya con la ecuacion polar, se halla su expresién cartesiana:
2

9 ar
= 9 = —
r a sec T2 COS2Q
_ar?
r = ?
a? 513'2 +y2 2
($2 +y2) — ( x4 )
vt = a?(2* +?) (-21)

s Cruciforme: de las ecuaciones paramétricas

r=asec ; y=acsch
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se aplica el teorema de Pitdgoras se obtiene la ecuacién polar para los puntos P(r,0)

de la curva:

r? = a%sec? O + a®csc? 0

= a*(sec® 0 + csc? )

_ &2 1
a cos? f sen? @

2

B a _ a (-22)

cosfsenf  sen(20)
Y ahora, teniendo la ecuacion polar se halla su expresion cartesiana:

_ a _ ar?
cosfsenf  rcos-rsenf

_a(z® +y?%)

= o
a2(22 + 42)?

72+ yz _ ( _ 29 )
Yy
2y = a’(2® + ) (-23)

= Cardioide: a partir de la expresién polar

r=a(l —cosh)

es posible determinar su expresion cartesiana:

r=a(l —cosf) =a—acosh
r2 = ar — arcosf
x2~|—y2—|—ax =ar

(z* 4+ y* + ax)? = a*(2” + ¢°) (-24)
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» Trisectriz de Deslanges: se obtuvo la ecuacion polar
+asen(0/2)
r = —
sen 6

cuyo signo positivo o negativo corresponden a direccién de la traza. Verificando que

ambas hacen referencia a una inica expresion cartesiana:

. +asen(6/2)

sen 6
, a*(1—cosf) a*r*(1 —cosb)
1" = =
2sen? 6 2r2sen? @

,  a*(z®+y?) —a’ar

2y?

20% (22 + y?) — a® (2 + *) = —adPar

([E2 + y2)2<2y2 o a2)2 — CL4{E2(1’2 + y2)
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B. Sustitucion de Euler-Weierstrass

La sustitucion o transformacién de Euler-Weierstrass permite expresar las funciones trigo-
nométricas como funciones racionales de una variable. Siendo una circunferencia unitaria
centrada en el origen, escéjase un punto A(—1,0) por el que pasa una recta variable de

pendiente t de la siguiente forma:

sin

cos 0

Figura -1: Transformacion de Euler - Weierstrass

La recta es secante a la circunferencia en B. Teniendo en cuenta que la ecuacion de la recta
es:
y=t(x+1)
Y que la ecuacién de la circunferencia unitaria es:
2+ y2 =1
Se sustituyen estos valores obteniendo:
P+ tz+1)?=1
P42 +t2—1=0
221+ +2(22) + (12 = 1) =0
Al resolver para x usando ecuacién cuadratica, se obtiene:

—t2+1
1+ t2
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Al tomar el signo menos de la expresion, se obtiene la soluciéon z = —1 que ya se sabia de
antemano, teniendo en cuenta que la recta pasa por A(—1,0). Al tomar el signo positivo, se

obtiene:
1

= — -26
o 1+1¢2 (-26)

Con este valor, se sustituye en la ecuacién de la circunferencia obteniendo un valor para y:
1—12\? R
1+ ¢2 V=

1—2\?
y'=1-
1+¢2

) 4t*
Y = qipp2
(1+1¢2)
2t
==+
Y 14 t2

Sin embargo, la expresion con signo negativo corresponde a una solucién extrana. Por lo

tanto, se toma la expresion con signo positivo obteniendo:
2t

RS

Ahora, obsérvese que B forma un dngulo 6 respecto al origen. Por lo tanto, por relaciones

y (-27)

trigonométricas se sabe que y =senf y x = cosf. De esta forma, se concluye que:

-t 2t

e y:sen9:1+t2 (-28)

Tz =cosf =

Por otro lado, nétese que el arco EB es comiin respecto a O y A. Siendo en O un angulo
central, se deduce por el teorema del dngulo central que ZBAE = 0/2. Asi, de AODA es
cierto que tan(6/2) = t, es decir: haciendo que ¢t = tan(f/2) con 6 € [—x, x|, las funciones

cos 6 y sen 6 son equivalentes a las mostradas.
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